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CONGRUENCES DES NOMBRES DE BERNOULLI ET p’EULER. 2’17

Congruence se rapportant awx nombres de Bernoulli et d’ Euler
au module p™*;

Par F.-W. BURSTALL.

Au Volume 41 du Journal de Crelle, dans un article intitulé
Ueber cine allgemeine Eigenschaft der rationalen Entwickelungs-
coefficienten einer bestimmien Gatlung analytischen Functionen,
Kummer nous donne une congruence générale se rapportant aux
nombres de Bernoulli etd’Euler, ces derniers étant appelés coefficients
sécants et désignés par le symbole ¢,.

Nous nous proposons, dans le présent article, de développer ces
congruences et de leur donner des formes plus générales, a 'aide
d’une nouvelle congruence qui traite des différences de zéro, attendu
que ces différences se prétent facilement & ’étude des fonctions pério-
diques dans la théorie des nombres.

Propriétés congruentes de A'o".

Le symbole Au, = u,,, -- u, a des propriétés bien connues lorsque
uzestune fonction entiére rationnelle de x qui estdedegré n. L'expres-
sion A”o" veut dire qu’on fait r fois 'opération A sur z*, et qu’alors on
fait  égal a zéro.

On a immédiatement d’apreés la définition

Aronz r Ar—ion-—l -+ A"O"”l,

d’otr il est facile de déduire que A7o" est divisible par |, ('), pour r

(') Jerrrey, Quart. Journal, vol. VII, p. 55.
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plus grand que »,
Arot=o.

- D’aprés sa définition, le symbole A vbéit évidemment aux lois ordi-
naires de I'Algébre, ct pourvuqu’on 'emploie 4 opérer sur une fonction
entiére rationnelle de x, les résultats seront aussi strictement exacts
que si l’'on usait de toute autre méthode. Pour un traitement complet
des méthodes symboliques, et pour la légitimité de leur emploi, nous
pouvons nous en référer & Cesaro (').

Si comme de coutume nous écrivons

W+ 2) =14 (r)hoe-t+ )ha+. ..+ )t
il s’ensuit que

Arot—nrnr _(,.)’ (l'-—- l)/z+(,.)2(,._214)11+“._{_(_ 1 )x(l'—s)(l'),v+...—I—(—l)’(l'),-_'l”.
Le théoréme de Fermat énonce que
re-t—1=o (modp),

lant que 7 ct p sont premiers entre eux.
D’ou, si £ est un nombre entier,

rpip-b — g =o (mod pi+1),

Comme dans ce Méioire on aura fréequemment I'occasion d’employer
I'expression p’(p — 1), nous la désignerons par un symbole unique

p=pip—1).

Si maintenant nous écrivons r.==/k¢ + ¢, ou ! est plus petit que v
pour p plus grand que 7 puisque

ATO" = rt— (£ ) (F— 1) ek (— 1)Y= (P 1t (mod pi+t),

il s’ensuit que
Arot = Aro! (mod pi+1y,

Lorsque ¢ est égal & zéro,

Ao =1 — (r) 4 (P)at. .o+ (— 1)) ry,
=(— ,)r—H (mod pi-H ).

(") Principes du calcul symbolique (Mathesis, 1883, p. 10).
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Si Z = 0, comme A”0" conlient | /+ en facteur

Aro"=o (mod p), rzp;
Aro" = (—1)*! (modp), r<p.

Quand p est plus petit que 7, les résidus prennent la forme de séries,
et toutes les fois que 1 excéde un multiple de p, une nouvelle série
commence, si bien que le résultat devient compliqué.

Il est possible d’obtenir des résultats utiles par des méthodes plus
simples.

Considérons la fonction

D (ax+ h)"|[(ar+ b)) —i]",
dans laquelle ® est un facteur de la forme

(D:a.lA_*‘a«_)A:“*‘.. .+a.&‘A"’»

les «, ¢tant des entiers; v = p’(p — 1) dans cette expression, p est
un nombre premicr, @ et b sont des nombres entiers, et en méme
temps a, b, p sont premiers entre eux, mz et 7 sont des entiers positifs,
a est une variable qui peat prendre n'importe quelle valeur entiére,
y compris zéro, aprés qu’on a fait 'opération @".

@" se composera de termes de la forme A A’ et

=1

At(ax+ by [(ax + b)'—1]"=(— I)‘Z (laz g +0]" [(az+q + b)—1]

-1
tant que a(.c+ g) + b ct p sont premiers entre eux
(aw—l—(/—b)"—lso (mod pi+t),
Lorsque ax + ¢ et p cessent d'étre premiers entre eux

(az+4+b)"=0  (modpm),
c’est-a-dire
At(az + b)y"[(ax +b)'—1]"=0  (modpi+ir),

Lorsque m2i+1n,sim=n,

A(ax + b)Y [(ax + b)Y —1]l=0 (mod pin),
c'est-a-dire
O (azx + b)"[(ax +b)Y—i1]"=o0 (mod pi+t),
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On remarque qu’on n'impose aucune restriction pour r et pour x,
si bien que le théoréme a un caractére trés général. Il est méme facile
de le généraliser encore davantage. En effet, considérons une série
dont les termes sont des puissances de ®; la somme de ces séries aura
la méme propriété que chacun de ses termes, et il devient ainsi possible
de supprimer la restriction qui veut que les « soient des entiers; ceci
condutt aux fonctions de Bernoulli et d’Euler, mais il nous faut pour
I'instant laisser de c¢6té un examen détaillé de ces fonctions impor-
tantes.

Pour ce qui regarde le calcul des différences, ce théoréme est,
je crois, nouveau ; on trouve cependant une formule semblable dans un
Mémoire de Stern ('), maisil ne traite que d'un cas spécial. La notation
non symbolique 'empéche, dans une large mesure, d’obtenir ’entiére
généralisation des résultats.

Jappellerai compléiement périodigue toute fonction de la forme

@ (ax + )" [(ax + b) —1]"

avec une restriction pour.n et n, mais sans restriction pour r. S'il y

a une restriction pour r, j'appellerai la fonction partiellement pério-
digue.

Les nombres de Bernoulli.

Par égard pour la symétrie, qui a une grande importance dans tout
calcul symbolique, nous adopterons pour les nombres de Bernoulli la
notation de Glaisher (?), 4 savoir

x zt x"
——— =1+ V= + Vo= . 4V, — ..
et — 1 1+ ’Ll_+ 2‘3 nL'}_+ ]
ol
Vipri=0, n>0, x<2m

Cette notation a été employée pour la premiére fois par Blissard.
‘A Paide de cette notation nous pouvons facilement déduire deux

(1) Theorie der Eulerschen sahlen (Journ. de Crelle, vol. 79, p. 67),
(%) Quart. Journal, vol. XXXI1, p. 193,
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formules pour les nombres de Bernoullig

\i A A? Al Agn—1
gy A —_ = - — 20 —1
(2 1 a7 ~—-—+ [ " +.2: 2,' XX b 221‘ [s] e
A H A3 . A
e (A B8y
2 3 4 21 + 1 .

La premiére de ces formules se préte aisément & déterminer les
propriétés congruentes des nombres de Bernoulli, et il est assez
curieux de voir que c’est la formule obtenue par Brinkley qui, le
premier, fit usage de la notation de A”0™ (‘).

Nous pouvons maintenant appliquer le théoréme directement a la
premiére formule en écrivant les nombres de Bernoulli de la. fagon
suivante :

2" (—— 4 -+ -A—, +. (= r)"%) o”(0’—1)t=0 (‘mod p™+1n),

m2n(i+1),

c’est-a-dire, si r = m + ne,

vV, V. A%
ar+t — 1) =L (grHl = ) (2), —E e A (— ) (2 ) 2 =
( )7t Yy T (— ) =
(mod pita+1), m2Z({i+1)n.
Faisons n=1:
(2m+1+v ) Voeise (2m+h—1) TS =o0 (mod pi+t) MmZi+1.
mA41 ¢ m -1 ’ =
Tant que 7 + 1 ne contient pas p — 1 en facteur,
QMAI+F0 [ == gm+l ( modp"*" ) ;
d’or ‘
vm-&-l+u — Vm+l I+1 >, i
= (mod pi+t), m2i+1, v=pi(p—1),

m-+1-+v n —+1

m + 1 n’étant pas un multiple de p — 1 (*). .
En donnant successivement & n les valeurs 2, 3, ..., n, il est facile

(1) Phil. Trans., 1807, p. 131.
(*) Svivester et Serrer, Comptes rendus Acad. Sc., t. 82, p. 307.

Journ. de Math. (7° série), tome III. — Fasc, III, 1917. 33
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de voir que <
__—__V'l"+ll'+l — (n ' M 4+ (n)zmi—‘ .+(__])” »l-l-l =
no—+m=1 NI QM1 n+294n—+1 m—1

(mod p&in), min(i—ki).

Lorsque ¢{=o0, nous obtenons la congruence de Kummer (').
Glaisher donne ce théoréme pour n =1, i=o0 dans plusieurs
articles (?); il est certain qu'il ignorait les résultats auxquels était
arrivé Kummer.

En donnant & m +1 des valeurs diverses, on obtient quelques
résultats intéressants.

Soit m + 1 = p°+ p® (a étant un nombre entier), n=1; m + 1 ne
contient pas p — 1 en facteur et est pair.

‘(' {41 V J

pirtips N pipe [ 1 —
Pt T Pt (modpi+t), a=1i;
Vpi‘l,.,_” — V,,;{ .-

Tprn —ap (modpth,a=isy;

Vg,u‘w — Vp"|/1+l)
aptt P p+1)

(mod pi+l ):
mais
' Vep=o0 (mod p).

En donnant successivement & ¢ les valeurs 1, 2, 3, ..., n, nous
obtenons
Vo= o0 (mod p*).

Soit m +1=p'(Ap —1+4+2u), ol u. n'est pas égal a zéro et
20 p —1,

Vyi(05Zitw) Var  mod pieiy:
o (lp—l—i—zp)_ 2p P
sid=2u,
——Z;“I’:i:l = ZL: (med pi+');
si =1,
Y. i1 V.) 1 .
912;"“" =—=— (mod pit+t).

M Journal de Crelle, vol. k1, p. 371.
(?) Quart. Journal, vol. XXXI p- 233
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Généralement, comme 2. est au plus égal & p — 2 et comme, d]apres
le théoréme de Staudt,

. 1
V,,=—entier — - — = —, | . — ————y
2. >

si 21 est un nombre premier —\;’Tu“ ne contiendra pas p au dénomi-
nateur; d’otl

Vaypiss=o0  (modpi+!)
tant que 2u. < p — 1.

Adams ('), dans I'Introduction de sa Table agrandie des nombres
de Bernoulli, fait allusion au théoréme que, lorsque V,, contient p et
non p — 1, il est divisible par p, et il suppose que le résultat compris
dans les limites de ses Tables est vrai, en général, ces derniéres allant
jusqu'a V,,,.

Dans tous les résultats ci-dessus p doit étre un nombre premier plus
grand que 3.

J'ai obtenu le résidu de V,, au module p* quand

an==v—pi(p—1),

ce qui compléte le traitement général des nombres de Bernoulli; le
résultat, qui fait pendant au théoréme de Sylvester sur les résidus des
nombres eulériens, est susceptible d’un certain nombre de déductions
qui seraient trop longues pour le présent Mémoire.

Les nombres d’Euler sont particuliérement intéressants du fait
qu'ils sont entiers, et que, contrairement aux nombres de Bernoulli,
ils sont complétement périodiques; il vaut la peine de signaler que
les nombres d’Euler et de Bernoulli sont des cas spéciaux de nombres
que Cesaro (*) appelle « les nombres ultra-Bernoulliens et ultra-
Eulériens » et dont les propriétés ont un rapport marqué avec les
nombres plus familiers de Bernoulli.

Je compte donner plus tard certains résultats généraux sur la divi-
sion de nombres dans lesquels ces nombres jouent un réle important.

Je définirai les nombres d'Euler comme suit :

- g X2 x* xin
=14+E—+E —+...+E,—4+...;
prp— -+ 14 |3+ 4 |4 -+ -+ '“&]211 -+ ;

(*) Journal de Crelle, vol. 83, p. 269g.
(*) Nouvelles Annales, t. V, p. 312-317,
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7: I . .
x < ~ donne une série convergente. Lorsqu’on I’exprime en termes

des différences des zéros,

s=2nr 0 2
E,, = 2 (— 1)’%\_‘3;‘ cosp —+1 E
s=1
ou, ce qui est la méme chose,
‘ s=2n £n2
e DY G sca ( (IR Ny Y CRVonry bl

s=1

on peut avec avantage écrire cette série comme suit :
20
EMZZ (_ 1 )SA.\'O'ZII (au 1 ~+ ﬁs +i )
1
Le théoréme général de congruence s'applique maintenant; aprés

avoir multiplié par une puissance de 2, on obtient

Bonsno= () Eynan=io + (R ) Boppiimo+ ...+ (—0)"Ey,=o0(m od pti+1ny,
2m 2 n(f+1), v=p(p—1);
sin=1,

3i’m+vE Ezm (n]Od Pi—H )) 2m 2 [’*‘ I
sioam =i,
E,,=E  (modpi).

2/m n’est pas soumis & la restriction qu'il doit étre un multiplede p—1
comme c’était le cas avec les nombres Bernoulliens.

Ce théoréme fut donné, sans démonstration, par Sylvester (1) et
fut démontré par Stern (*). En mettant pour 2 7 diverses valeurs ces
congruences intéressantes deviennent manifestes; si 2m = p’ + p*,
alors

) . Eivipe== Epigpe (mod pi+1);
sta =1,

. ) Epitigpi= Eqpi (mod pi+1);
sia=1i+1,

V ‘:El)i+1 = E/,a+l+l.i— E-ZI,A (modp"'“);

') Comptes rendus Acad. Sc., t. 52, p. 213.

"
() Journal de Crelle, v. 79, p. 89.
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d’ou
E,,=E, (mod p),
Eyp=E,, (mod p?),
Egl,n = Egl,n—-l (mod I)n') )
siam=(%—1)[p'(p— 1)+ 21],
E).p‘(,;—m-uE E).——f,ﬂ(,.-u-n-w =...= ?/;f(,;—1.+2t (mOdPH'l )

o u2/ peut avoir n'importe uelle valeur, y compris zéro, et
. Epigp—iysar= Ey (mod pi+t), 2620 413
si2l=p—1,
Ec/"'+n(p—l. = Ep—l ( mOdPi_H ).

Un résultat qui est vrai pour toute fonction périodique et aussi pour
les nombres Eulériens est la relation entre les résidus de E;,_,
etde E,_,, le module étant p™+*,

By =Epiypa=Epuaim=Lpiunpm (mod p*),

ol 7 est n’importe quel nombre entier, soit » = p’, d’ou

Eypipn=E,_, (mod pi+?),
mais
E,.,,, p—= E,-__[,,i(/y_-n = Ez,»",uTj—z— E/ﬁ:l- (mOdPi+l )s
c’est-a-dire
Epip_n=E,_, (mod pi+t), pP—12i+1.

Je vais démontrer maintenant le trés élégant théoréme donné par
Sylvester dans la Note citée plus haut.
Stern trouve les résultats suivants :

E,,=o0 (mod p),
—1

lorsque £
que=—;

est pair;
E,,=2 {modp),

P —1 . - ’
>— est impair, p —1 étant un facteur de 27.

Le théoréme général de Sylvester est

lorsque

E,,=o0 {mod pi+!),

-_—_1 .
P2 pair;

E,.=2 ( mod pt+'), p—;——l impair,

pi(p — 1) étant un facteur de 2.
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Aprés avoir donné sa démonstration, le module étant (p), Stern
renvoie au théoréme général dans les termes suivants :

« J'ai déja parlé plus haut de cette généralisation et de son rapport
avec la formule simple. »

- La généralisation & laquelle il fait allusion est 'extension du théo-
réme de congruence du module p au module p**; il ne donne aucune
preuve que le reste sera le méme dans le cas du module plus général
et il me semble qu’'une démonstration compléte devrait traiter du
module général, vu qu'il y entre des termes qui n'apparaissent pas
dans le cas simple.

L'’expression A"(ao -+ 1)™ est employée pour exprimer le résultat
A"(az + 1)" ou, aprés avoir fait n fois I'opération A sur (ax + 1)”,
la variable = devient égale a zéro.

11 est facile de démontrer que les nombres Eulériens peuvent étre
écrits comme suit :

A A2 AZS A?ll . .
Eyp= (l—;—l—? - “+. .+ —i)‘,_—,’-,->(‘20+l)"'.

Les propriétés congruentes peuvent se déduire de la formule
A7 (20 + V)= (= 1) [120—(r), 32 o (1), 53 ese- (— 1) (M) (28 1)L 5
si 2n = kpi(p — 1), alors le théoréme de Fermat prouve que
(28 +1)2M= (mod pi-+!
excepté lorsque

25+1=0 (mod p).

Soit ¢ la plus petite racine de la congruence

22 +1:=0 (mod p),
or

les aulres racines seront
g+p, qg+2p, ..., qHIpy

ou A est exprimé par
Ap+t=r—gq,

¢ étant moindre que p, c'est-a-dire

A7(20 4 1) = (— )T [(1)y= (Fgept oot (=1 (Pguip] - (modpit!),
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comme A
I— (rhy+(r)a+. oo (—1)(rY=(—1)=0,
d’ou pour des valeurs de r jusqu'a r = ¢,

Ar(2041)"=0  (modpi+!).

Comme A’(20 +1)*" est multiple de|7 pour des valeurs de r égales

ou supérieures & p(i + 1), les termes A’(2 0 + 1)*" se divisent par p™,
mais nous garderons certains de ces termes dans le reste.

En introduisant les valeurs de A"(2 0 + 1)** et en arrétant la série
quand 7= p*'—1

r=piti—y

2 By =— Z (—DI[(r)y—(")gap+.. o+ (— ‘))'(")q—*-).p] 23"
l':l/

(mod pi+1),

Pourillustrer les différentes méthodes de preuves pour le cas général
et le cas particulier de i = o, considérons d’abord le dernier.
Comme (r),,, et les plus grandes valeurs n’apparaissent pas,

al=1E, =14 (—1)i+lar-1—¢

411 “+2 11 H+t...p—1 1
=< |r+1 41 gt 41 P — | .
v 2 2 22 lp—gq 2P—7
Dienger (') donne la série suivante :
m m(m -1 m+1)...(m4+n—1
1+—-;c+—(-j——lx?+...+m( 0. (m ) gn
L L2 L2
I m-n
—_—— xmn g —_x pin+n—1 -
(1-—.7;)”‘[ -+ ll (l ) -+

(m+n)...n+2
m—1

l__:;m—l xn-f—l] s

ce qui est vrai lorsque m et n~ sont des nombres entiers positifs et
que x a n’importe quelle valeur, I'unité exceptée.
Si m + n = p, tous les termes aprés les deux premiers contiennent p

(*) Journal de Crelle, vol. b1, p. 48.
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. 1
en facteur, soit x = P m=q+1,
29+1 .
El,_,EI+(-—l)‘l-—27(21’-—l)x21’- (modp)

=1+ (—1)7(1—2%) (mod p)
=1+ (—1)q+1;
d’ou pour g pair
E,_=o (mod p),
pour ¢ impair
E,_ =2 (modp).

Cette méthode ne peut pas étre appliquée au cas général parce
qu’alors tous les termes de la série de Dienger ne se divisent pas
par p+'; il faut en conséquence rechercher une preuve tout a fait
différente; 'emploi des racines de 1'unité en rapport avecles propriétés
congruentes des nombres Bernoulliens fut porté 4 ma connaissance
par une étude d’Hermite ('). Soit

et —1=(z—1)(x—o)(x—n)...(T—0,,)
et soit
S[f(e)] =f(on) +flwy) +. ..+ flo,-1),

alors il est bien connu que

S(w’)=o0 (excepté pour 7 = p.p),
S(o*r)=p—1;
d’ou
S(r—w)'o?r7=2 (—1 )"[(")q“‘ (Mg+pt+.. .+ (— ‘)}’(")'H'/-p](l) —1),
ou A a la méme valeur qu’auparavant, c’est-a-dire

r=piti—]

Ep—=1— Z S(—w)rr? (mod pi+1),

2"(p—1)
=1 .
. (1t— )
; =% (1—w)? (1— )™=t DY
+ 22 +e. Mt —y T [f— o
=
2 2(1— )"

_l+w 2/“*’(1—}“(&))’

(1) Journat de Crelle, vol. 81, p. g4.
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S( o ) prend une forme remarquablement simple que je n’ai pas

[+ ®
encore vue, mais qui est probablement connue.

Comme w,0,_,—, =1,

S( o ):S( I ):S(u)-l—l—-l)’
I~ 0 I+ w 0 41
c'est-a-dire
)
)

— P,
=—;

si ¢ est pair, écrivons

o\ L[ w—1 i
s(l+o)>_s<w+1>+s<l+w>

4

—5 [(0)":+l)(<o§—l)j| + p2—|;

01

" 4 4 1 - .
::S[(\0)§+I)(f;)-")—‘-—bﬁ—!-—...—l\)} L1,
sit<p, S(of)=o0,
ot _ p—1 _ (p—1),
S(l—i—ﬁ))_ (p—0+ 2 2 7
pour ¢ impair, la méme méthode donne
t -
S< 0 ):p 1;
1+ o 2
pour ¢ > p, soit { = up + = (=< p),
t —_
S< L )'—_‘S or :(—|)T+1Ll.
I+ 14+ W 2
Nous pouvons passer ensuite a I'évaluation de E,,, ot
2n = hkpi(p—1)>pi+t:
2 : (1 — @) .
- (Al AR i1y,
(l+0))] +21“*'p——lsw, - 1+ w) (mod prt);

2 [ wh—1

E=1—
—2n 1)_]

comme ¢ = 2! g=L*!

34

Journ. de Math. (7* série), tome 1Ml. — Fasc. IlI, 1917,
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Considérons I'expression

2 w1 ;
P—1 S-ZI"—T'(I 0))"“
2 -
= oy S T (P rm e (= P
en notant que p™*' est impair, et de la qu’il y a un nombre pair de
termes dans la série; le terme entre crochets est égal a

= [ (PP (P b (PP,
_ (P"'“)f/ﬂ — (,;i+'),,+._. —. .= (piT )g=-p
+ (PI'+1 )ll+l’+l+ oo+ (Pi“ )l/+2[}

- (I)H'1 ),,r-n_,/...;"i— R (I)H" ),,im],

c’est-i-dire que la série est formée de p termes positifs suivis de
termes négatifs; ceux-ci peuvent é&tre nommés les « vagues de
Sylvester » (*).

Comme les coefficients binomiaux sonl égaux de chaque coté et
qu'il y a un nombre égal de vagues positives et négatives, la série est
égale a zéro et

E 23 S 'n""l \) ] il
gy =1— —— rspnl (mod p'+1).

Si p:—' est impair,

o P
Sll
2

est pair,
=y —
S ( 0 > __P 1
) 2
E,=2 (mod p#+t),

Il est & remarquer que la preuve est tout & fait générale par rapport
4 la valeur de g, c'est-a-dire que le théoréme est applicable & des

(') Quart. Journal, vol. 1, p. 142.
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. ex N . .
expressmns telles que -e-'m, ou a est un nombhre [)l emier, pulsque

dans ce cas ¢ sera la plus petite racine de
axr +1=:0 {modp).

' e* N ’ .
Le cas plus général ———— donne un reste de méme forme, mais les

vagues ne s’anuulent pas I'une lautre.~ -

: o ;,\}
T it ‘}.é
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