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Nouvelles recherches sur la limite de transitivité des groupes 

qui ne contiennent pas le groupe alterné; 

PAR M. CAMILLE JORDAN. 

M. Bochert a publié dans les Malhematische Annale η (t. XXIX, 
XXIII et XL), une suite de Mémoires très intéressants sur la Théorie 
des substitutions. 

Parmi les résultats remarquables qu'il a obtenus figurent en parti-
culier les suivants : 

S'il existe un groupe t fois transitif, de degré ri et de classe u, 
et ne contenant pas le groupe alterné, les trois nombres t, /i, u 
satisferont (si u^> 3) aux deux inégalités 

(I) 
_ η U> I, 

(II) lo gn>a\/tlogt 

a désignant un facteur numérique qu'on peut prendre égal à 

Ί\/¥· »<;«· 

La proposition exprimée par l'inégalité (I) nous paraît être la plus 
importante qui ait été obtenue dans cette théorie depuis les travaux 
de M. Sylow; elle ne saurait manquer d'être féconde en consé-
quences. 
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Le présent Mémoire a pour but d'établir que cette proposition, 
combinée avec les résultats de M. Sylow, permet d'établir entre η et t 
une relation de la forme (II), mais où le coefficient a est sensiblement 
réduit. 

Mous établissons d'abord (§ I) la proposition suivante : 

Soit G un groupe t fois transitif, d'ordre η et de classe u, ne 
contenant pas le groupe alterné; supposons t> 8. 

G contiendra un sous-groupe H jouissant des propriétés sui-
vantes : 

i° Ses substitutions sont de la forme AS, Κ désignant une sub-
stitution opérée entre t lettres données an ..., a

t) S une substitution 
opérée sur les η — t autres lettres; 

2° Les substitutions partielles A, combinées ensemble, reprodui-
sent toutes celles du groupe alterné «n* entre les lettres an ..., at; 

3° H ne contient aucun sous-groupe jouissant des mêmes pro-
priétés. 

Nous précisons la forme des substitutions de H. 
Nous cherchons ensuite une limite inférieure de η — /; dans cette 

étude nous distinguons deux cas, que nous traitons séparément dans 
les § II et III. Cette analyse nous conduit au résultat suivant : 

Soient k un entier arbitraire > 4 et < * î δ le plus grand entier qui 
satisfasse à l'inégalité 

let (*—* + 1)log2 

Posons d'ailleurs, pour abréger, 

?(0 — (*+
 —

 1 +
 ^ τ^· 

On aura l'une des deux inégalités 

log(/j — t)>(k — 3)log2 — log/ir, 

log(«— <)>?(*)- τΐϊ ~ ?(*) - Ç(< -
 s

)· 

Dans le § IY nous discutons ces formules pour déterminer la ma-
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nière la plus avantageuse de choisir l'entier k, et nous arrivons à la 
relation finale 

log(/i — t)>asJtlo%ty 

où le coefficient numérique a tend rapidement vers la valeur asympto-
tique log 2 lorsque t tend vers 00. 

I. 

Soit G un groupe t fois transitif, de degré n, de classe u et ne 
contenant pas le groupe alterné. Supposons t J 8. On aura (BOCHERT, 

Mathematische Annalen, t. XL, p. 192) 

u = 1/2n— 1. 

Soient #,,···> a
n
 t lettres quelconques choisies arbitrairement 

parmi celles de G, et soit G' le sous-groupe formé par celles des sub-
stitutions de G qui permutent exclusivement ces lettres entre elles. 
Les substitutions de G' seront de la forme 

AS, 

A étant une substitution entre les t lettres at) ..., an et S une substi-
tution entre les autres lettres b4, b

n
_
t
. Les substitutions par-

tielles A permutent entre elles a4> ..., at de toutes les manières 
possibles. 

On peut déterminer dans G' un sous-groupe H jouissant des pro-
priétés suivantes : 

i° Les substitutions A,S,, A2Sa, ... de H seront telles que leurs 
premiers facteurs A,, A2, ... reproduisent par leur combinaison toutes 
les substitutions du groupe alterné <A>f entre t lettres ; 

20 H ne contient aucun sous-groupe jouissant de la propriété pré-
cédente. 

En effet, le sous-groupe formé par toutes celles des substitutions 
de G qui permutent aK, ..., at d'une manière alternée satisfait à la 
première condition; et s'il ne remplit pas la seconde, il contiendra un 
sous-groupe H qui y satisfait. 
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Les substitutions de H étant de la forme AS, considérons le groupe I 
formé par celles de ces substitutions où A = ι. 

Il est permutable aux substitutions de H. 11 pourrait d'ailleurs se 
réduire à là seule substitution ι ; mais nous admettrons, pour plus de 
généralité, qu'il contienne d'autres substitutions. 

Si l'ordre Ο dé I ne se réduit pas à une puissance de 2, il admettra 
au moins un facteur premier impair p\ soit pf* la plus haute de ses 
puissances qui divise O. D'après M. Sylow (Malhematische Annale η, 
t. V), ï contient un.groupe J d'ordre ρet l'on aura 

Ο = (rp H- ι)νρμ, 

v/?,A désignant l'ordre du groupe Κ formé par celles des substitutions 
de I qui sont permutables à J ; r désignant un entier. 

Soient d'ailleurs ah akt ah a
m
 quatre quelconques des lettres 

a,,..., at. Joignons aux substitutions de I celles des substitutions de H 
où la première substitution partielle A est égale à 

(α
ι
·αΑ)(α/αΛ

). 

Nous obtiendrons un nouveau groupe I, d'ordre 2 Ο. Soit ν, ρ* Tordre 
du groupe formé par celles de ses substitutions qui sont permutables 
à J; on aura évidemment ν, = 2v ou ν, = v, suivant que, dans les nou-
velles substitutions introduites, il y en a ou non qui soient permutables 
à J. Mais la seconde hypothèse doit être rejetée; car le théorème de 
M. Sylow, appliqué à I

n donne 

2O == {i\p -l· z(rp -H ι)νρμ, 
d'où 

v,==2v modp. 

Donc pour toutes les valeurs des indices i, k, /, m, H contiendra une 
substitution de la forme 

(aiaA)(alam
) S 

permutable à J. Ces substitutions, combinées avec celles de K, four-
nissent un groupe H, dont les substitutions sont permutables à J, et 
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de la forme AS, A parcourant toute la suite des substitutions dérivées 
des substitutions c'est-à-dire toutes les substitutions du 
groupe alterné. Mais, par hypothèse, H ne contient aucun sous-groupe 
•jouissant de cette propriété; donc H, = H, et nous pouvons énoncer 
ce premier résultat : 

Le groupe I contient un groupe J d'ordre permutable à toutes 
les substitutions de H. 

Si l'ordre de I se réduisait à une puissance de 2, telle que 2>λ, ce 
résultat subsisterait encore ; on n'aurait qu'à poser ρ = a et J = I ; car 
les substitutions de H sont permutables à I. 

Gela posé, le groupe J, d'ordre ρcontient (SYLOW, Mathematische 
Annalen, t. V) des substitutions auxquelles toutes celles de J sont 
échangeables. Celles de ces substitutions qui sont d'ordre ρ forment un 
groupe L, unique de son espèce parmi les sous-groupes de J. Les 
substitutions de H étant permutables à J le seront donc à L. 

Réunissons dans une même classe les lettres que L permute entre 
elles. La iième classe, par exemple, contiendra ̂ lettres (p.,· étant un 
entier, qui peut être nul pour certaines classes, mais non pour toutes). 
Caractérisons ces lettres par p.,· indices simultanés, x

K
,.χψ. variables 

chacun de ο à ρ — ι modjo; les déplacements que L leur fait subir 
seront représentés par les substitutions linéaires 

ω \x„ ®,+λ «μ,+ λ^Ι 

(JORDAN, Traité des substitutions
f
 ρ, 2οι). 

Les substitutions de H, étant permutables à L, seront de la forme 
suivante 

ABP, 

Β désignant une substitution qui permute d'un mouvement d'ensemble 
les diverses classes qui ont le même nombre de lettres, en remplaçant 
chaque lettre par sa correspondante ; Ρ désignant un produit de substi-
tutions partielles P,, P

2
,... opérées respectivement entre les lettres de 

la première classe, celles de la seconde, etc. D'ailleurs la substitution P,·, 
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par exemple, devant être permutable au groupe (i)', sera de la forme 
linéaire 

a?, a, a?, -t-a2a?2-K..+ αμ4α?μι+ρ, 
................................................ 

^μ.,· δ|Λ7, + S
a

a7j + ...H-pjn, 

Considérons le groupe H' formé par les substitutions partielles AB. 
Soit Γ le groupe formé par celles de ses substitutions pour lesquelles 
A = i. Admettons·encore, pour plus de généralité, que I' contienne 
des substitutions autres que l'unité. Si O', ordre de Γ, n'est pas.une 
puissance de 2, soient p' un des facteurs premiers impairs de Ο7; p'P 
la plus haute puissance de p' qui divise O'. On verra, en répétant les 
raisonnements précédents : i° que Γ contient un groupe J7d'ordre p'*' ; 
20 que les substitutions de H' permutables à J'forment un groupe H,, 
dans les diverses substitutions duquel le premier facteur A parcourt 
encore toute la suite des substitutions du groupe alterné. 

D'ailleurs = H7; car, si H, était un sous-groupe de H7, celles des 
substitutions de H pour lesquelles AB appartient à H, formeraient, 
contre l'hypothèse, un sous-groupe de H, dans lequel les premières 
substitutions partielles A reproduiraient le groupe alterné. 

Le groupe Γ contient donc un groupe J7 d'ordre p'*' auquel toutes 
les substitutions de H7 sont permutables. 

Ce résultat subsistera encore si O7 est une puissance de 2, telle que 
2^ ; il suffira de poser p' = 2 et J7= l7. 

On verra encore : i° que J7 contient un groupe L7 formé de substi-
tutions d'ordre p' échangeables à toutes celles de J7; 20 que toutes les 
substitutions de H7 sont permutables à L7 ; 3° que si l'on réunit dans 
une même bi-classe les classes (contenant toutes le même nombre de 
lettres) que L7 permute entre elles, ces bi-classes contiendront respec-
tivement p'K, p'K, ... classes (une partie des entiers μ/,, [x

2
,... pou-

vant être nuls) 4° que les substitutions de H7 seront de la forme 

ACP7, 
et celles de H de la forme 

ACPP, 

C désignant une substitution qui permute d'un mouvement d'ensemble 
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les bi-classes (ou du moins celles d'entre elles qui contiennent le même 
nombre de classes, contenant elles-mêmes le même nombre de let-
tres); P' désignant un produit de substitutions P',, P'

2
, ... opérées 

respectivement entre les classes de la première bi-classc, entre celles 
de la seconde, etc.; 5° que les substitutions P',, P

2
,... appartiendront 

respectivement aux groupes linéaires de degrés pp'^, .... 
Considérons le groupe H" formé parles substitutions partielles AC. 

Si le groupe l" formé par celles de ses substitutions où A = ι contient 
des substitutions autres que l'unité, on pourra répéter encore ces rai-
sonnements et grouper les bi-classcs en tri-classes, et ainsi de suite. 
Admettons donc, pour fixer les idées en évitant des complications 
inutiles, que I" se réduise à la substitution ι. 

Groupons les bi-classes en catégories, en réunissant celles que les 
substitutions G permutent entre elles. Chacune des substitutions C 
sera un produit de substitutions partielles C,, C2

, ... opérées respec-
tivement entre les bi-classcs de la première catégorie, celles de la se-
conde catégorie, etc. Et les substitutions de II seront de la forme 

ACP'P = AC, C2
.. .p;Pl.. .P,P

2
.... 

Chacun des groupes £,, e
2

, ... respectivement formés par les sub-
stitutions partielles C,, par les substitutions C2, etc., se réduira à la 
seule substitution i, si la catégorie correspondante n'a qu'une bi-
classc; sinon il contiendra des substitutions permutant ses bi-çlasses. 
Dans ce dernier cas, il sera isomorphe sans mériédrie au groupe al-
terné Λ>

Γ formé par les substitutions A. 
En eflct, si H contenait une substitution dans laquelle A se rédui-

sit à-l'unité, sans qu'on eût en même temps C, —i, C2=i, ..., I" 
contiendrait, contre l'hypothèse, une substitution C,C2... diffé-
rente de l'unité. 

D'autre part, si H contient une substitution 

Σ = AC
2
...PP, 

où C,, par exemple, se réduise à l'unité, sans qu'il en soit de même 
de A, il contiendra les transformées de Σ par ses diverses substitutions. 
Ces transformées, ne déplaçant pas les bi-classes de la première caté-

Joum. de Math, (δ* série), lome I. — Fasc. I, 1895. fi 
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gorie, seront, comme Σ lui-même, de la forme 

AC
A
...P'P. 

En les combinant ensemble, on obtiendra un groupe H, de sub-
stitutions de la même forme, dans lesquelles A parcourra encore toute 
la suite des substitutions de ^(car on sait que ce groupe est simple). 
Mais, par hypothèse, H ne contient pas de sous-groupe jouissant de 
cette propriété; donc H, = H; par suite, dans toutes les substitutions 
de H, on aura C, = i; donc C, se réduira à l'unité, et la première ca-
tégorie ne contiendra qu'une seule bi-classe. 

Nous pouvons donc énoncer, comme résultat de cette analyse, la 
proposition suivante : 

Les substitutions de H sont de la forme 

AC,C
2
...P;P;...P

1
P

2
..., 

Ρ,, PO, ... étant des substitutions linéaires opérées sur les p^, 
ρ?·*, ... lettres qui constituent respectivement la première classe, la 
seconde, etc. ; 

Ρ',, Pg, ... des substitutions d'ensemble linéaires, opérées sur les 
classes en nombre p'^, p^, ... qui constituent respectivement la 
première bi-classe, la seconde, etc.; 

C,, G,, ... des substitutions d'ensemble, opérées respectivement 
sur les bi-classes de là première catégorie, de la seconde, etc.; 

A une substitution opérée sur les t lettres a,, ..., a
t

. 

Les substitutions partielles A reproduisent le groupe alterné ̂  ; 
les substitutions C,, les substitutions C2, etc., forment autant dé-
groupés ©,, 80, ... ; chacun d'eux sera isomorphe sans mériédrie 
à x

t
 si la catégorie correspondante contient plusieurs bi-classes; si 

elle n'en contient qu'une, il se réduira à l'unité. 

La forme générale des substitutions de H étant ainsi fixée, soit k 
un entier arbitraire au moins égal à 5 et au plus égal à t. 

Soit Κ le groupe formé par celles des substitutions de H dont le. 
premier facteur A permute entre elles les lettres a,, ..., ak sans dé-
placer ak+t)...,a1. 
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Deux cas seront ici à distinguer : 
i° Dans chaque catégorie, le nombre des bi-classes qui ne sont 

déplacées par aucune des substitutions de Κ est supérieur à la moitié 
du nombre total. 

2° Il existe au moins une catégorie où le nombre des bi-classes non 
déplacées ne surpasse pas la moitié du nombre total. 

Discutons successivement ces deux hypothèses. 

II. 

Admettons d'abord la première hypothèse. 
Les bi-classes d'une même catégorie contenant toutes le même nom-

bre de lettres, le nombre de lettres contenues dans les bi-classes que Κ 

déplace sera moindre que n -

Les substitutions de Κ seront de la forme 

ARP;P;,...P,P,..., 

A désignant une substitution du groupe ̂ alterné entre /rlettresa,, 
ak (les diverses substitutions A reproduisant d'ailleurs tout ce 
groupe); 

R une substitution opérée entre les lettres des bi-classes que K. dé-
place; 

P^, PJ
|}
 :.. des substitutions d'ensemble linéaires, opérées respective-

ment entre les classes de chacune des bi-classes restantes; 
Ρ ι, P/(, ... des substitutions linéaires, opérées respectivement entre 

les lettres de chaque classe de ces dernières bi-classes. 

Considérons le groupe K/ formé par les substitutions partielles 

AP;P;,.., 

et les groupes Φ,, 9'
lif

... respectivement formés parles substitutionsPJ-, 
par les substitutions P^, .. .. Deux cas seront h distinguer : 

i° L'un au moins des groupes %, Φ·,, ..., par exemple Çj, admet 
un groupe composant isomorphe à <A>*. 
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Les classes permutées par PJ sont, comme on Ta vu, au nombre de 
p'Pt, p' étant un nombre premier et un entier. Chacune d'elles con-
tenant aii moins line lettre, on aura η — / >JDK. 

D'ailleurs, (ζ est contenu dans le groupe linéaire de degré /?'11·/. Pour 
qu'il admette un groupe composant isomorphe à a**, les conditions 
suivantes seront nécessaires {Bulletin clc la Société mathématique de 
France

}
 1.1, p. 35 et suivantes) 

(p'V-'i— i) p').. .(p'V-'c — p%~1) 
?(//-.) 

(δ désignant le plus grand commun diviseur de tx'. et de ρ — ι) doit 

être divisible par ï,a^' 'fi; 

OO 
!*<·>?-1 

(q désignant le plus grand nombre premier autre que p' et inférieur 
kk — i); 

3° u'i= k - log k / jog 2 - 3 

Comme p' est au moins égal à 2, cette dernière inégalité donne 

n-l^p'V-'ς2 . 

Cette inégalité pourra suffire en général (1 ). 

(*) Pour les petites valeurs de k, on pourra recourir aux autres relations. 
Ainsi, pour k — 5 ou 6, |A[· sera au moins égal à 2 (20 relation), à moins qu'on 

n'ait p'z= 3, P/ = i. La première relation montre que cette hypothèse est inad-
missible, ainsi que les suivantes p'K = 22, 25, 32. D'ailleurs, 2* est moindre que 33 

et que 5®. Donc p'V-i, et a fortiori η — t, ne peut être moindre que a4. 
11 en est de même à plus forte raison si k = 7 ou 8. 
Si A* = 9, J4>6, à moins qu'on n'ait p'— 7, ja/54· Mais 74>2r\ Donc η —t>=2h 
Si k = io, |A1>6, à moins qu'on n'ait p'= 7, (4>4· La première relation exclut 

les hypothèses //1^·= 2e ou 27. D'ailleurs, 28 est moindre que 36 et que 74. Donc 
η —1> 28. 

Si k = 11, on trouvera η — t j 210 ; .... y 
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20 Supposons, au contraire, qu'aucun des groupes (fj, ... n'ait 
de groupe composant isomorphe à Le groupe K/ contiendra toutes 
les substitutions de Α.* ( Bulletin de la Société mathématique, p. 5o). 
Le groupe Κ contiendra des substitutions correspondantes, de la 
forme 

ARP/P/,.. 

dans lesquelles A parcourt encore toute la suite des substitutions de Λ4. 
Les groupes y?/, ..., respectivement formés par les substitutions 

partielles P„ par les substitutions P/(, etc. sont contenus dans des 
groupes linéaires de degrés ρ*', .... Si l'un d'eux, par exemple Φ/, 
admet un groupe composant isomorphe à on trouvera pour le 
nombre η — t>ph la même limite inférieure que tout à l'heure. 

L'hypothèse contraire est d'ailleurs inadmissible. Car Κ contien-
drait des substitutions de la forme 

AR, 

où A parcourrait toute la suite des substitutions de «A,A. Il contiendrait 
en particulier une substitution Σ dans laquelle A se réduirait à la sub-
stitution circulaire ternaire (α,α

2
«

;
,). Le nombre des lettres dépla-

cées par Σ serait moindre que 3 H- n ~1 et, a fortiori (l étant >8), 

moindre que ^ — 1 ; il serait donc moindre que u, ce qui est contraire 

à l'hypothèse que u est la classe de G. 
On aura donc nécessairement, dans le cas que nous venons de discu-

ter, 

n-iz 2 1052 ', 
d'où 

log (a — t)y (/f — 3) log 2 — log/r. 

III. 

Supposons, contrairement à l'hypothèse examinée dans la Section 
précédente, qu'il existe au moins une catégorie, la première par 
exemple, dans laquelle les bi-classes non déplacées par Κ ne foment 



46 C. JORDAN. 

pas plus de la moitié du nombre total. Cette catégorie contiendra 
nécessairement plusieurs bi-classes, que nous désignerons par c,, 
Cj, . .. , Cn'. 

Les substitutions de H sont (§ I) de la forme 

AC,Cf, ..., P'P = AC,Q, 

les substitutions partielles A reproduisant tout le groupe alterné Λ, et 
les substitutions C; un groupe G, isomorphe sans mériédrie à et 

d'ordre ~ comme ce dernier. Quant aux substitutions Q, elles ne dé-

placent pas les bi-classes cn ..., c
n

·. 

Soit G,
 {

le sous-groupe d'ordre —·, formé par celles des substitutions 

de G, qui ne déplacent pas c,. Soit p. le nombre des bi-classes c,, ..., 
cy que toutes les substitutions de G, laissent immobiles. Les bi-classes 

c,, ..., c
n

> pourront se repartir p. à p. en — = ν systèmes s
n
 ..., ,?

v
, tels 

que toute substitution de G, qui laisse immobile une bi-classe laissera 
aussi immobiles toutes celles de son système ('). 

Les substitutions de G, seront de la forme 

DS,S8...SV
, 

D étant une substitution d'ensemble effectuée sur les ν systèmes; S,, 
S

2
,... des substitutions effectuées dans l'intérieur de chaque système 

entre les bi-classes qui le composent. 
Les substitutions de H et, en particulier, celles de Κ seront donc 

de la forme 
ADS^.-.Q. 

Deux cas seront à distinguer ici ; 

PREMIER CAS. — Ceux des systèmes s,, S2> ·· · qui ne sont déplacés 
par aucune des substitutions de Κ forment plus de la moitié du 
nombre total. 

(t) L'un des nombres μ, y pourrait se réduire à l'imité sans que notre analyse 
cessât de s'appliquer, 
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Les substitutions de Κ pourront se mettre sous la forme 

ARS/S,· ...Q, 

À désignant une substitution entre les lettres α,,..., ak ; 
R une substitution opérée entre les bi-classes des systèmes que Κ 

déplace ; 
S;, S/t,... des substitutions opérées respectivement entre les bi-classes 

de chacun des systèmes non déplacés sh sti. 
Le groupe alterné formé par les substitutions A et le groupe Γ 

formé parles substitutions RS/Sfl... sont des sous-groupes correspon-
dants pris dans les deux groupes et C,, qui sont isomorphes sans 
mériédrie; ils sont isomorphes l'un à l'autre, sans mériédrie; Γ sera 

donc simple et d'ordre comme Ak. 

Cela posé, soient s
f|
,... les groupes respectivement formés par 

les substitutions partielles S,·, par les substitutions S/t, etc. Le groupe 
Γ admet évidemment comme facteurs de composition ceux de Si ; 

donc Si est simple, et d'ordre s'il ne se réduit pas à la seule substi-
tution i, de même pour s

<t
, — 

Mais les groupes s,·, s
/t
,... ne peuvent se réduire tous à la substitu-

tion ι ; car les substitutions de K, se réduisant à la forme 

ARQ, 

laisseraient immobiles les bi-classes des systèmes sh $lt, lesquelles for-
ment plus de la moitié du nombre total des bi-classes de la première 
catégorie; résultat contraire à notre hypothèse. 

Nous devons donc admettre que l'un, au moins, des groupes S,·, 

S,·,..., par exemple, Si soit d'ordre -^· Or, les substitutions de Si 

sont opérées entre les p. bi-classes du système s,·, lesquelles jouissent 
de la propriété que toute substitution de C,, qui laisse l'une d'elles im-
mobile, ne déplace pas les autres. L'ordre de st· ne peut donc surpasser 
[A, d'où l'inégalité 

u => k!/2. 
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D'ailleurs, le nombre total clcs lettres qui figurent dans s,· ne sur-
passe pas η — t, et chaque bi-classe en contient au moins une; on 
aura donc a fortiori 

" - 1>Ρ> V' 
d'où 

log(// — /) ^ log^ ! — log ϋ. 

Or, d'après une formule classique de la théorie des fonctions eulé-
riennes, log A*! est égal à (k H- £)logA — k -4- £ log 2 π + p, le reste ρ 

étant compris entre ο et · 
Donc 

log(/i — /) >(/1 -t- £) log A — k -h £ log 2 π — log a. 

Le nombre k étant > 5, cette limite sera plus élevée cjuc la suivanLe 

log (η - I )> (k - 3) loga - log/.·, 

trouvée précédemment dans l'hypothèse traitée dans le § 11. Celte 
dernière limite est donc également applicable au cas actuel. 

DEUXIÈME CAS. — Ceux des systèmes s,, s.>, ... que K ne déplace 
pas ne forment pas plus de la moitié du nombre total. 

Le sous-groupe ©<,, formé par celles des substitutions de s, qui ne 
déplacent pas les bi-classes du système 5,, admet ν transformés dis-
tincts par les substitutions de 3

{
. Ces transformés ©,,, £,,, ..., e

)v 

seront respectivement formés par celles des substitutions de e, qui 
laissent immobiles les bi-classes de s,, celles de s

2
, etc.; et chaque sub-

stitution de ©, transformera ces sous-groupes les uns dans les autres 
delà même manière qu'elle permute les systèmes correspondants s,, 
s

2
, Si donc elle est permutable à l'un de ces sous-groupes, elle ne 

déplacera pas le système correspondant. 
Donc ceux des sous-groupes ©

H
, β,

ν
 auxquels toutes les sub-

stitutions de K sont permutables ne forment pas plus de la moitié du 
nombre total. 

Cela posé, le groupe θ, étant isomorphe sans mériédric au groupeAi, 
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aux sous-groupes en, ..e4v

 correspondront dans Λ, des sous-
groupes Γη ..Γν, qui seront transformés les uns dans les autres par 
les substitutions de xt de la même manière que en, ,.C4V le sont 
par les substitutions correspondantes de e4. 

Donc ceux des sous-groupes Γ,, ..., Γν
 auxquels les substitutions 

du groupe xk (isomorphe à K) sont permutables, ne forment pas plus 
de la moitié du nombre total. 

D'ailleurs l'ordre Ω du groupe Γ, est égal à ordre de 8
n

; et, 

chaque bi-classe contenant au moins une lettre*, on a η — t J ri ; donc 

n *>2iV 

Ω désignant l'ordre d'un sous-groupe Γ, contenu dans <A>,; ce sous-
groupe Γ, étant d'ailleurs assujetti à la condition que ceux de ses 
transformés Γ,, ..., Γν

 qui sont permutables à toutes les substitutions 
de ne forment pas plus de la moitié du nombre total. 

Pour discuter cette formule, groupons les lettres a,, ..., at en 
classes, en réunissant celles que Γ, permute transitivement. Soient 
respectivement γ,, γ2, ... le nombre des lettres qu'elles contiennent 5 
on aura 

y1 + y2 + ....= t, 

et les substitutions de Γ, seront de la forme 

G,G2..., 

G
n

 G2, ... étant des substitutions partielles opérées respectivement 
sur les lettres de chaque classe. 

Soient Ω< l'ordre du groupe Γη formé par les substitutions G, ; Ω2 

celui du groupe Γ,
2
 formé par les substitutions G

2
; etc. Le groupe Γ,, 

dérivé de la combinaison de toutes ces substitutions, aura pour ordre 
Ω, Ω2.... Mais il contient évidemment Γ,. Donc Ω divise Ω, Ω2.... Il 
divisera même £Ω, Ω2

... si l'un des groupes Γ,
 4

, Γ,
 2
,... n'est pas con-

tenu dans Λ
Γ
; car Γ,, étant contenu dans ce dernier groupe, le sera 

dans le groupe d'ordre £Ω,Ω
2
... formé par les substitutions com-

munes à Γ, et à x
t

. 
Journ. de Math. (5· série), tome I. — Fasc. I, i8^5. 7 
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Nous aurons donc 

n l>/-Ω,ίΐ,:..' 

/· étant égal à 2 ou à 1, suivant que les groupes Γ
Η

, Γ,
2

, ... sont tous 
contenus dans A, ou non. 

Cela posé, considérons l'expression 

x{œ — 1).. .(#— k 4- 1) 
L{t — ι)...(ί — Λ: -4- j) 

C'est une fonction de a?, qui s'annule pour χ — k — 1 ; à partir de ce 
moment, elle est positive et croissante; pour x — i elle devient 
égale à 1. L'équation 

x(x— î)« . ,(x ■— k 4- 0 1 
t(t-1)...(t-k+1) 

admet donc une racine ξ comprise dans l'intervalle de k — 1 à t. 
On a évidemment 

1>7^Γ7 >···>,_/, + ,' 
d'où 

\i/ l{t-i)...(l — k-h 1)^2' 

^Lzi_±i V ')···(^ — *+o ^ i. 

La première inégalité donne 

E > (1/2) 1/k t > (1/2) 

quantité plus grande que11 et que~t 4- 1 (i étant > 4). 

On déduit de la seconde 

rrm<Uj<e <—r—' 
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d'où 

{-i „ "~Îlos2 
t - k + 1 

I+^l0g2 

(t — * + i)log2 
l -^ k -+· log 2 ' 

ç^z (t — k -+-1 ) loga 
k + log 2 

Soit δ le plus grand nombre entier inférieur à la quantité 

(l - k + I) log 2 
^ k + log 2 ' 

on aura, d'une part 
8C, 

et d'autre part, 
S>15/f — 154; 

E> 2/3t -I > 1/2t, 

Ces préliminaires posés, nous pouvons établir le théorème suivant : 

Si l'un des entiers γ
η
 γ

2
,..., par exemple γ,, est supérieur à δ, 

le groupe correspondant Γ,, ne pourra contenir le groupe Λγι 
alterné entre les γ, lettres α,,..,αγι que Γ,, déplace. 

Supposons en effet que γ, soit > δ, et, par suite, > ^t, et que Γ,, 

contienne Λ.Ύι. Il admettra le facteur de composition^1 (précédé du 

facteur 2 si Γ,, est le groupe symétrique). Quant à Γ,2, Γ13
, ..., leurs 

facteurs de composition divisant respectivement γ2!,γ3!,... seront 

moindres que ̂  ^car γ, > λ-1 > γ
2
 -h γ

3
 -l·.. .^· Si donc nous suppri-

mons tous ceux dés facteurs de composition de Γ, qui sont moindres 

que nous obtiendrons comme sous-groupe de I\ le groupe al-

terné Λ»γι. Ce sous-groupe est évidemment le seul groupe alterné 
entre γ, lettres qui soit contenu dans Γ,. 
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Chacun des transformés Γ,, ..., Γν
 du groupe Γ, contient de même 

un groupe alterné entre γ, lettres prises parmi les lettres a.n ..., at. 
Supposons que, parmi eux, il y en ait M qui contiennent le même 
groupe alterné JUYi. Il y en aura également M qui contiennent chacun 
des groupes alternés transformés de <A>V Le nombre de ceux-ci étant 
évidemment égal au nombre des combinaisons de t lettres γ, à γ,, le 
nombre ν des transformés de Ti sera 

Mt(t - 1)— ïi + O 
1.2...γ. 

Le groupe <A>a sera contenu dans tous ceux de ces transformés qui 
contiennent un groupe alterné entre γ, lettres, parmi lesquelles figurent 
α,, .., a*. Ceux-ci sont au nombre de 

M (* — & )(&"- ^ —· ι)···(* — Yt-+-*) 
1.2...(y1 - k) 

et contenant <A>*, ils seront tous permutables à ses substitutions. 
Le nombre des groupes die la suite Γ4, ..., Γ

ν
 qui sopt permutables 

aux substitutions de «A>a sera donc une fraction du nombre total au 
moins égale à 

ït(Ti — 0···(Υι— *-M), 
t(t— ι).. .(£ —· k-b i) 

Mais on a, par hypothèse, 

7ι>δ4- ι>η >S. 

La fraction précédente sera donc plus grande que 

ξ(ξ —ι). ..(ξ —A-4-I) _ ι 
t(t - 1)....(t - k + 1) 

résultat contraire à l'hypothèse que nous discutons. 
Nous sommes maintenant en mesure d'assigner facilement une 

limite inférieure à la valeur de η — t. Nous distinguerons trois cas 
dans cette discussion. 

PREMIER SOÛS-CAS. — Aucun des nombres YA, ... ne surpasse $. 
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Le nombre Ω, divise la factorielle γ
4
 ! il divise même si Γ

η
 est 

contenu dans le groupe alterné. De même, Ω
9

 divise γ
9

1 ^ou etc
· 

Donc ΓΩ, Ω
2
... divise γ, ! γ9 !..., et l'on aura 

η — iz—,—j—· 

D'ailleurs, si on aura évidemment 

YiÏYÎICCîiH-OUY*—!)1 

La limite inférieure trouvée ci-dessus prendra donc sa plus petite 
valeur dans la supposition 

Υι= δ, γ
2
=ί — δ, γ,= γ

4
 = .. .= 0. 

On aura ainsi, dans tous les cas, 

*1 n *>δ!(ί-δ)Γ 
Posons 

φ(l) = (/ + i) logi - l h- Ilogau + ̂ · 

On a, d'après la formule connue qui donne la valeur approchée de 
logr(i + i), 

■KO -πϊ<1ο#!<?(0 
et, par suite, 

log(n - t) > φ(ί) - ̂  - φ(δ) - <p(t - S). 

Cette expression, que nous représenterons par /(S) ,est une fonction 

décroissante de δ étant > Car sa dérivée 

- |og* - js -+- tjsï+i°g(' - 8) +
 a(<

L δ)
+

 ,2(Î-s)> 
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s'annule pour δ== Vet devient ensuite négative, la dérivée seconde 

~ δ 2δ* ~~ 6^ ~ Γ^-1 + 2(ί-δ)2 ~~ 6(7^57 

étant négative 

DEUXIÈME CAS. — Le nombre γ, surpasse δ ; mais le groupe Γ,, n'est 
pas primitif. 

Soient 

α le nombre des systèmes entre lesquels les lettres de Γ,, se partagent; 

^ le nombre des lettres de chaque système ; 

/•Ω, divisera a! î 
Ω

2
Ω

3
... divisera (/ —γ,)! 

On aura donc 

n - t = l! /x! [ (y1 / x )! ](l - y1)! 

d'où 

log(« — <)>?(') ~ 77/ -?(«)-«i(7)~î(<-ï<). 

si l — γ, > ο. Cette formule subsistera encore pour t — γ, = ο, si l'on 
convient de poser φ(ο) = ο. 

Désignons par F(y,, a) le second membre de l'inégalité précédente. 
Le nombre a, divisant γ,, ne pourra prendre que des valeurs comprises 

entre 2 et & · Cherchons le minimum de F, lorsque α varie d'une ma-

nière continue entre ces limites.. 
La dérivée seconde 

d*F 1 γι — r 1 i_ 
d*% 2α α2 6α36y1 
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«tant constamment négative, le minimum cherché ne pourra avoir lieu 

que pour l'une des valeurs extrêmes 2, -· Ce sera pour α = 2. 

Ên effet, la différence 

F(v" τ) - F^" 2) = ?("» ) - (î -? (2) 

s'annule pour γ, = 4· Elle sera positive si γ, > 4> car sa dérivée 

s(l0»^ -7; ~ 37î)- 1 /2 Y(2) 

est positive. Or γ,, étant > δ, est par là même > 4· 
On aura donc 

logO—0>F(ÏU2). 

Supposons que γ,, qui par hypothèse est >δ-Η r, varie de δ -h 1 
à / — ι et cherchons le minimum de cette expression. Sa dérivée 

-(y'/2) + y'(l-y1) 

est négative si Jt — γ,, d'où γ, > Cette circonstance se présen-

tera dans tout le champ, car δ ■+■ ι > f t. Le minimum cherché aura 
donc lieu pour γ, = t, — 1 et sera égal à F(f — 1, 2). 

Il reste à comparer cette valeur à celle qu'on obtiendrait pour 
γ, = t, laquelle est F(£,2). 

La différence 

IF(Î-[,Î)-F(Î,Î) 

(-) =
2
Kï)-H

Î
r
i
)]-?

(l) 

= (l+ 1) log t/2 - tlogt-1/2 + I / 3t 

est une fonction croissante de t, déjà positive pour sa valeur minimum 
/ = *8. 
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Le minimum de log(n — /) sera donc 

F(i. 2) = <f(0 - 7Γ( ~ ? (
2
)~

 2
? (0 

= (t -4-J)log/ — t-!-£logau 
- (2 +{)log2 + 2 - ^log2TC - £ 

- (t + I) logj + t - log2π - ^ 

= * log2 - ilogi — ± + 2 - £ - {loga - logair. 

Cette limite est évidemment plus grande que (t — 3)loga — logi, 
et, a fortiori, que (k — 3)log2 — log/f, k étant un nombre quel-
conque. >4» mais</. On doit donc la rejeter, comme moins précise 
que celle obtenu par la discussion du § II. 

TROISIÈME SOUS-CAS. — Le nombre Γ, est ]>δ; Γ
Η

 est primitif, 
mais ne contient pas le groupe alterné. 

Le groupe F,, ne contenant dans ce. cas aucune substitution circu-

laire ternaire, son ordre Ω, ne pourra surpasser m étant le plus 

grand entier contenu dans γ> 1 (BOCHERT, Mathemalisehe Annalen
y 

t. XXXIII, p. 584). D'autre part, si t — γ4>ι, /'ίλ,Ω;,... divisera 
(t — γ,)! ; et si t — γ, = ι ou ο, Ω

2
Ω

3
... se réduira à l'unité, mais ν 

pourra être égal à 2. On a enfin dans tous les cas 

logm! > <p(m)-γ^> ?(*) -I/6y1 

' car m ς — * et φ (χ) — est une fonction croissante. 

Posant donc, pour abréger, 

v(0-îîï+ ?(?)- ë^; -?(Υ')-?(
ί
-τ·) = Ψ(ϊ<). 

nous aurons 

%(η- ί)>ψ(γ.) si γ, < ί — ι, 
log(w — l) > ψ(/ — τ) — loga si γ, = ί — ι. 
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Enfin, si γ, = l, on aura 

m = t/2login! jlogr^-n), 

log^-O^?^)-^-10?2· 

Lorsque γ, varie de δ à t — i, la dérivée seconde 

Τ \(0—
 3γι + 6γΐ t — γ, 2(ί —γ,)2 6(/ — γ,)a 

sera négative. Le minimum de ψ(γ4) aura donc lieu pour γ< = δ ou 
/ — ι ; log(/ï — t) sera donc supérieur à la plus petite des trois quantités 

ψ(δ), <K<-i)-log2, φ^-^-loga. 

La première de ces limites ψ(δ) pourra être rejetée, car elle,est 
supérieure à la limite /(δ) obtenue pour le premier cas : on a en 
effet 

ψ(ΐ)-/(«) = ? (5)- I / 66 

expression dont la dérivée est positive, et qui l'est elle-même- dès 
que δ = 4 · 

Les deux autres limites sont également à rejeter, car elles sont su-
périeures à (t — 3) log2 — log*, et a fortiori à (Λ: — 3) log2 — log/f 
si k < t. On a en effet 

ψ(/ — F)— log2 — (t— 3)log2 -1- logi 

= (t + i) logi - t + l- log^- - ̂  

-(i-i)log(i- r) + (i-i)~ _£_
 +

 ,_Λ 

— log2 — (l — 3)log2 -+- logi. 

Or, on a 

;l°8'^li-(<-ï)1(>g('- ') = - ïloS2-^Tilog(z- ') 

= - ί loga - î^i log( - log(. - l). 

Journ. de Math. (5e série), tome I. — Faso. I, 1895. 8 
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Mais 
t — Ii / l\ . t — J ] . i I 

- 2 t 2 t t 2 Et 

Substituant cette valeur, on voit que la différence cherchée est plus 
grande que 

(i + 2)log* -(I + 31og2)i +-i + 2log2 - Jj -I / 12(t -1) 

quantité évidemment positive. 
On a d'autre part 

?(ί)~ jî-|°g2-(i-3)1°S2+loS' 

= HT log'— + I
 +

 |loga + {log2it + log<, 

quantité évidemment positive. 

IV. 

En réunissant les résultats des deux Sections précédentes, nous pou-
vons formuler le théorème suivant : 

Soil G un groupe de classe u, et au moins l jois transitif 
(/>8), et ne contenant pas le groupe alterné. 

Soil k un entier >4 et<t, choisi à volonté; δ le plus grand entier 
qui satisfasse à Vinégalité 

G t (t - k + 1) logS". ^ A-hloga 
Posons en outre 

?(') = (' + i)log'-' + ï1°g2'c+7j-
i

· 

On aura nécessairement l'une des deux inégalités suivantes 

(») 
log(n — t)>(k- 3)log2 — log/r, 

logO - /)>?(')- 7Ï7 - ί(δ) - ?(« - S)· 
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Il nous reste à déterminer l'entier arbitraire k de manière à obtenir 

une limite aussi élevée que possible. 
Si nous faisons croître k d'une manière continue de 5 à t, δ croîtra 

et o(l) — — φ(δ) — <p(/ — δ) décroîtra. Au contraire, l'expres-

sion (k — 3)log2 — logA sera croissante, et finira par dépasser l'autre. 
On obtiendra donc le meilleur résultat possible en assignant à k l'une 
des deux valeurs entières entre lesquelles se trouve comprise la racine 
de L'équation 

(k - 3) loga - logA = φ(/) - ~ - ?(S) - φ(/ - S). 

Cherchons à nous rendre compte de l'ordre de grandeur de la 
limite inférieure de log(/i — t) lorsque t est très grand. 

Faisons tendre k vers l'infini en même temps que Z, mais moins 
rapidement ; la valeur principale de (k — 3) log 2 — log/τ sera k log 2 ; 

celle de δ sera celle de t — δ sera ^—· Pour trouver celle de 

τ<0— iïï «p(S>—φ(< —δ) 

= (< + i)log<-(« + i)log8 

-(t-8+')to
s
(t-S)-ilo

g91c
-·^

 t
'- g 

remplaçons log δ par 

log/ H- Iog(i - = log/ -t - g / t - (t - g)² / 2t² 

Le terme prépondérant dans l'expression ainsi transformée sera 
(1 — δ) log£, dont la valeur principale est 

'J^îlog/. 

Elle deviendrait égale à Zrlog2, si l'on posait 

k = \jt log/. 
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Si nous prenons pour k une valeur entière voisine de ce dernier 
nombre, les deux expressions (2), et par suite la limite inférieure 
de log(//, — 1)1 seront de la forme 

V,Uog/log2(i + ε), 

ε étant un infiniment petit. 


