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JOURNAL
MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

APPLICATIONS DE MECANIQUE ANALYTIQUE.

MEMOIRE

LES MOUVEMENTS RELATIFS;
Par M. Epnmono BOUR.

Présenté & ’Académie des Sciences le 25 février 1856.

A I'époque ou je rédigeais ce Mémoire, les questions qui y sont trai-
tées pouvaient offrir un certain intérét d’actualité. 1l n’en est plus de
méme aujourd’hui, tous ces problémes ayant été surabondamment
résolus par les méthodes les plus variées, et figurant depuis longtemps
dans les traités les plus élémentaires d’analyse et de mécanique, voire
méme de physique.

Cependant je ne pense pas que les publications anciennes ou récentes
sur cette matiére soient de nature i faire du tort 4 un ouvrage tel que
celui-ci, qui s’adresse avant tout aux géomeétres, et ot I'on se propose
de développer certaines applications trés-simples, mais dignes de
quelque attention, a des problémes intéressants, des belles méthodes
de la Mécanique analytique.

Tome VIII (2¢ série). — Janvier 1863. I
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La science des Lagrange et des Jacobi mérite bien, en effet, d’étre
cultivée pour elle-mémej et il ne parait pas inutile d’en multiplier les
applications, car je sais par expérience qu'en écrivant sur ce sujet on
s'expose A ne pas étre compris, méme de ceux qui, par I'intitulé de
leurs travaux, sembleraient devoir étre plus particuli¢rement au cou-
rant de la question.

Comme je tiens & ne me jamais rien attribuer au dela de ce que jai
fait, je déclare d’avance, pour qu’on ne s’y trompe pas, que ce Mé-
moire ne renferme aucun principe vraiment nouveau : il est unique-
ment destiné 2 montrer comment la plupart des problémes ordinaires
de la dynamique se trouvent résolus, aussitot qu'ils sont posés, par
Pemploi des procédés de I'analyse transcendante. Avec ces méthodes,
en effet, tous les détails intermédiaires, toutes les difficultés accessoires
qui sont relatives a l'intégration des équations du mouvement ont
été élucidées une fois pour toutes, lors de I'établissement de la théorie
générale; et I'on n’a plus absolument 4 s’en préoccuper quand on
aborde les applications particulieres.

Chargé depuis quelque temps de I'enseignement de la Mécanique
rationnelle 4 I'Ecole Polytechnique, je crois a peine utile de dire que
je n’ai point cu un seul instant la pensée d'introduire, méme 4 titre
d’essai, de pareilles méthodes dans des lecons élémentaires.

La clarté et la simplicité de I'exposition exigent impérieusement que,
dans un cours de ce genre, tous les intermédiaires soient avec soin
conservés et mis en lumiére, chacun avec le jour qui lui convient; elles
exigent qu'a c6té de chaque propriété du mouvement on apergoive
pour ainsi dire sa raison d’étre, de maniére i saisir immédiatement
dans les différents problémes ce qu’ils ont de commun et ce par quoi
ils different; elles exigent, en un mot, qu’en traitant de la mécanique,
on laisse a l'analyse ce qui appartient a I’analyse, et que, tout en
faisant largement appel aux secours de celle-ci, 'on n’envie pas aux
géometres purs le plaisir de contempler de hant et d’embrasser d’un
coup d'ceil le magnifique ensemble de toutes les branches de la science
mathématique, dans leur harmonieuse corrélation.

Gray, 1862.
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On sait qu'on peut considérer les mouvements relatifs comme des
mouvements absolus, en ajoutant aux forces réellement agissantes deux
forces fictives dont Coriolis a donné les expressions : ces forces sont
des fonctions des coordonnées et des vitesses relatives des points mo-
biles, ainsi que des quantités qui définissent le mouvement du sys-
téme mobile de comparaison.

Cette maniére d’envisager les mouvements relatifs est celle qui se
préte le mieux 4 une étude géométrique. Sil’on veut, au contraire, la
traduire en analyse, comme les composantes des forces fictives con-
tiennent les dérivées des coordonnées relatives, les équations diffé-
rentielles prennent une forme toute différente de celle qu’on ren-
contre ordinairement dans la mécanique analytique, ou les forces
sont toujours supposées fonctions des coordonnées senlement.

Il suit de 12 que les méthodes géncérales paraissent ne pas s’ap-
pliquer & ces équations, au moins telles qu’elles sont immédiatement
obtenues.

Pour les faire rentrer dans la régle commune, il n’y aurait évidem-
ment qu’a recourir aux formules générales de Lagrange, qui donnent
les équations différentielles du mouvement dans un systeme de va-
riables quelconque.

Par une transformation de coordonnées, on exprimerait la fouction
des forces et la .demi-force vive absolue au moyen des coordonnées
apparentes et du temps, et I'on ohtiendrait indirectement les équations
différentielles auxquelles satisfont les coordonnées relatives.

La théorie analytique et géométrique des mouvements relatifs n’est
donc plus 4 faire : on a dés a présent tout ce qu’il faut pour traiter
tous les pmblémes qui peuvent se rencontrer, et pour achever la so-
lution de ceux qui ne présentent pas de difficultés analytiques trop
considérables; je crois cependant que I'exposition de la méthode que
Je propose ne sera pas entiérement dénuée d’intérét, surtout au point
de vne des applications, 1l est d’ailleurs évident qu'au fond elle ne
peut que rentrer dans celle de Lagrange, 2 un léger artifice prés.

A Pexemple de Coriolis, je suppose que I'on considére le mouvement
comme un mouvement absolu; et je montre comment on en obtient
les équations sous la forme canonique, en ajoutant, i la fonction

I..
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des forces, des termes qui dépendent seulement des coordonnées appa-
rentes et du temps. Ces termes additionnels, qui jouent ici un role ana-
logue 4 celui des forces fictives de Coriolis, se divisent également en
deux parties : la premiére dépend du déplacement de V'origine, et la
seconde du changement de direction des axes.

I utilité de mon travail ressortira d’ailleurs de quelques applica-
tions aux problémes les plus célébres en ce genre, problemes jusqu’ici
assez incomplétement étudiés ou résolus par approximation, tandis
que ma méthode en fournit avec la plus grande facilité les intégrales
rigoureuses.

Cette méthode se préte tout naturellement a l'application de la
théorie de la variation des arbitraires, sous l'influence de certaines
actions perlurbatrices. En regardant comme termes pertnrbateurs ceux
qui proviennent de la non-fixité des axes coordgnnés, on pourra, dans
plusieurs cas, se dispenser de tout calcul pour effectuer I'intégration
dn probléme troublé, si 'on suppose connue celle du mouvement
absolu correspondant.

Par exemple dans le probléme, pourtant assez compliqué, de la rota-
tion d’'un corps quelconque autour de son centre de gravité, on re-
connait immédiatement qu'il suffit, pour obtenir les intégrales du
mouvement relatif, d’ajouter un terme I'une des intégrales donuées
par Jacobi pour le cas du mouvement absolu, et de changer la valeur
des constantes arbitraires qui figurent dans ces intégrales : il n’y a donc
aucun nouveau caleul d'intégration. Dans le cas des problémes plus
rebelles, tels que celui du pendule, méme & I'équateur, on trouve du
moins avec une trés-grande facilité la seule solution rationnelle de
cette question célébre; c’est-a-dire le développement des intégrales en
séries ordonnées suivant les puissances de la rotation de la terre, consi-
dérée comme quantité tres-petite du premier ordre.

Un premier chapitre est consacré a 1'étude du mouvement d’un ou
de plusieurs points libres, je passe ensuite au cas d’un systéme & liai-
sons quelconques; je termine par les applications qui ont pour objet
le mouvement des projectiles ainsi que celui du pendule simple dans
le vide, et les différents cas de la rotation des corps solides autour de
leur centre de gravité.

e ) i EY T R e
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CHAPITRE PREMIER.

MOUVEMENT RELATIF D UN ENSEMBLE DE POINTS LIBRES.

1. Soient Ox, Oy, Oz, trois axes rectangulaires mobiles auxquels
on rapporte le mouvement d’un systéme de points libres; m;, X4y Vi iy
la masse et les coordonnées de 'un quelconque de ces points; enfin
Xy Yiy Zsy les composantes de la force motrice qui sollicite ce méme
point. Si les axes coordonnés étaient fixes, les équations du mouvement
seraient

dr: , dx,
_dT‘: oy =X,
. dy; , dy;
(1) d—;z T M= Y,,
[IZ,‘ ] § dzi r
) T =R Mg =1

\

Je considére seulement les cas ot les composantes X;, Y;, Z;, sont les
dérivées particlles d'une méme fonction U des coordonnées x;, ¥;, z;,
des divers points mobiles : U est ce que l'on appelle la_fonction des
Sforces; de plus, je désigne par T la demi-somme des forces vives appa-
rentes du systeme

T=1 3 mi(a?+ y 2 +2);
enfin si je pose, avec M. Hamilton,
U—T=1,
on sait que la forme (1) peut étre remplacée par la suivante :

" dz; dH d.max,  4q
(2) AT dom] T d T da

Si les axes sont mobiles, en désignant par u;, v;, w;, les projections
sur ces axes de l'accélération totale absolue du point dont la masse
est m;, on a toujours

3 aU du AU
( ) ’niu,'_—“‘a-) mw,-:;y—[-y m;w; = EZT,
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mais on n’a plus
T )
dt dt dt
Je vais commencer par calculer les nouvclles expressions des quan-
tités u;, v;, W, quand les axes auxquels on rapporte le’ mouvement
du systéme sont enx-mémes animes d’un mouvement que je suppo-
serai connu.

2. Soient CP, CQ, CR, trois axes rectangulaires fixes; p, q, 1, les
coordonnées par rapport a ces axes d’un point dont la masse est 3
P’ ¢ 1, celles de I'origine mobile O et enfina, a’,a’; b, b, "5 ¢,
¢’y ¢”, respectivement les cosinus des angles faits par les axes mobiles
avec CP, CQ, CR : les formules de transformation qui servent a passer
du systeme (Ox, Oy, 0z) au systéme (CP, CQ, CR) sont

 p=pt+ax+ay-+a'z,
(4) ? g=q'+bx+by+0b'z,
r=r+cx+cy+c'z;

d'ou, en différentiant,

[odp dp’ -+ dx +a dy 4 o’ dz T da T+ da’ . da”
\ a= A T % de st Xty w Tt E
- dg dy’ dr , dy ndz db _db’ db”
(.)) d :[_[-—(ft_i_bﬁ"-b —[E—Fb g‘t‘+xm+77; 271
' dr dr’ dx c dy b dz . de n de’ "
wTateatCwteat et Tt  aw

Désignons par P, Q, R; P/, Q, R, les projections sur les axes mo-
biles des vitesses absolues du point que I’on considére et de I'origine O,
c'est-a-dire posons

f . dp dyg dr

\P—(lﬁ“}"bﬁ—%C(—”’
dp ) dy dr
O / =a -+ — g
f)' Q a clt+bdl‘+6 f[{,

dp  godg | d
,} R=a Db L s
dt dt dt
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dp’ dy’ dr’
f——- - — »
P=a Z + b 7 + ¢ P
! ’
\ . AP (g , dr .
dp dq’ dr’
' n&q &
R=a" 7+ b0 + ar’

et tirons des équations () les valeurs de P, Q, R : il suffit pour cela

d’ajouter ces équations aprés les avoir multipliées respectivement par
a, byc;a, b, csa, b, ¢
Si je fais, pour abréger,

» da’ , db’ »de
a’— +b - t+c =q,
da” ab? de”
(8) Co b e =6
, da , db ,dc_ .
T % a Fegz=1l"]
il vient
J
P=P,+7+ﬁz'—7j1
) — Y dy
(9. Q=Q'+ 7 + yx — az,
R=R4% B
= +dz+“7

3. En continuant les calculs,

qui n'offrent ni intérét ni difficulté
d’aucune espéce, on arriver

ait aux équations différentielles du mou-
vement. Ces équations sont du second ordre, et on peut, si I'on veut,
les remplacer par un nombre double d’équations du premier ordre,
€n prenant pour variables auxiliaires les premieres dérivées des in-
connues x, y, z, c’est-a-dire en faisant

[*] On sait que ces quantités sont les composantes suivant les trois axes mobiles de

la rotation instantanée du systéme de comparaison lié i ces axes.
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Il est évident qu’il y a une infinité de systemes de variables auxi-
liaires conduisant a un résultat du méme genre. Or Jartifice dont jai
fait usage consiste simplement a employer au lieu des dérivées, pour
opérer Ta réduction au premier ordre, les quantités suivantes qui sont
des fonctions linéaires de ces dérivées :

/ dx
= P27

dy
\ —_— N —
(10 n=- X — 03,
dz
g—_——(zt—+aj—-ﬁx.

Fintroduis immeédiatement ces nouvelles variables dans les équa-

r dy dz

. ‘ o d ‘ e .
tions (5), a la place de —» 0 ;5 et ces équations deviennent

dp __ dp . "
——d[—--ﬁ—{—a&:—’f—a n+ a’§,

\ dg _ dg’ , p
(r1) = 4+ bE+bn+b"C,

dr dr’ , "
;17—:17+05+"”+°§-

Comme elles sont maintenant tout & fait pareilles aux équations (4),
il est évident qu'une deuxieme différentiation conduira a une série
" d’équations de méme forme que les précédentes; et si I'on désigne de
méme par u, v, w; &, ¥ w, les projections sur les axes mobiles des
accélérations absolues du point que I'on considére et de Porigine O,

on devra trouver en définitive
di
—— ’ Ly
u=2=u +(—l?+@;— 10
dn
— II N —
(12) ( v__c+dt+'y§ og,

d
w=un+ ?If’ + o — fE.

Rétablissons maintenant Vindice 3 remplagons ;, Vi, Wi, Par leurs
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valeurs tirées des équations (3), et nous aurons les équations différen-
tielles du mouvement

dE; dU

m; ek el m;u ymgn;— ﬁ’niCia
dn; dU

(1 My gp = o = MV amiy —ymig;,
de,  dU

e —myw'+ Bm;E; — om;n;,

auxquelles il faut adjoindre le systeme (10), qui donne les dérivées par
rapport au temps des variables principales x;, 7;, 2 :
dl‘,'
= =G+ yi— Bz,
. ay;
(1) o =Nk am— g,

dz,-
= =it pfri—ey.

4. Or ces équations, (1) et {II), se rameénent facilement a la forme
canonique des équations (2), en déterminant convenablement la fonc-
tion H qui figure dans ces équations, et qui ne doit plus étre ici la
fonction d’Hamilton.

En effet, la demi-somme des forces vives apparentes est

() ) )
ou, en remplacant les dérivées par leurs valeurs en fonction de £;, 7, §::
T=> 3 m (& +u0i+8)
(3) ¢+ Xm[(vy:— B+ ez —yx) e+ (B — o yi) 8]
=+ l; 2 m[(yyi— Bz + (22 — pa:) (B~ ayi))l;

et 'on voit déja que le systéme (I1) revient &

‘o dg; _ dT @_ dT t.lf‘_.._- dT .
(14) . d.miEg  dr domgm; de  d.ml

Tome VI (2 série). — Janvier 18G3. 2
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Je pose maintenant

‘ K=-— u’Zm,-xi — ¢ ng‘i — w’Zmizi,

1 G= ézmi[(?ﬁ—ﬁz‘-)?%— (03— ya: )+ (B —ay:)*] [ 15
U+K46G :Un
(16) U,—T=H.

(15)

Si Pon se rappelle que, d’aprés mes hypothéses, les quantités «’, v/,
w’; &, f3, 7, sont des fonctions données du temps ¢, indépendantes des
coordonnées .x;, 7;, z;, on verra facilement que la valeur (I) de

y

dg; (e . ,
m; —= n’est autre chose que la dérivée de H par rapport 4 x;. D'un

autre coté, comme U, ne contient ni les dérivées o', Yiy %, ni par
suite les variables auxiliaires £;, v;, £, on a

dT __ dH

d.m& d.m,-E,:/
et 'on peut enfin remplacer les équations différentielles (1) et (11), ou

(L) et (14), par les suivantes, oti 'on reconnait la forme canonique des
équations ordinaires de la dynamique :

de; _ dH d.m; dR

77~~—d.m‘-§," T:d_.r,7

(III) @: _ dH , d.m,-n,-:ﬂ’
dt d.mx; dt dy;

dz; dH d.mig  dH

Cde T domg, Al dz

De la le théoréme fondamental que voici :

Takorime. — Les équations différentielles du mouvement relatif

[*] Je ferai remarquer que la quantité G est la demi-force vive que posséde, en
vertu de la rotation instantanée du systéme de comparaison, I’ensemble des points de

ce systéme qui coincident avec les divers points mobiles, i linstant que I'on con-
sidére,
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d’un systéme de points libres sont de méme  forme que celles d’un mouve-
ment absolu, pourvu qu'a la fonction des forces on ajoute deux Jfonc-
tions nouvelles que ] ‘ai désignées parles lettres K et G :

La premiére dépend du mouvement de lorigine ; elle est homogéne et
du premier degré par rapport aux coordonnées apparentes des points
mobiles ;

Ladeuxiéme est introduite par le changement de direction des axes;
elle est homogéne et du deuxiéme degré par rapport aux coordonndes.

CHAPITRE 11.

MOUVEMENT RELATIF D UN SYSTEME A LIATSONS QUELCONQUES.

3. On sait qu'on peut remplacer les liaisons par des forces conve-
nables, et considérer alors tous les points du systéme comme libres,
Les équations différentielles quej'ai données dans le premier chapitre
peuvent donc étre conservées, a la condition d’introduire dans leurs
deuxiémes membres des termes dont Lagrange a donné la forme, et
qui représentent les composantes des forces provenant des liaisons
du systeme. Si I'on désigne par p le nombre des équations qui expri-
ment ces liaisons, par L; = o I'une quelconque d’entre elles, et enfin
par Ay, Agy...y Ay, des coefficients indéterminés, les équations différen—
tielles du mouvement peuvent s'écrire :

/ di; d{U,—T k=p_ dl,
m-——g— —(———)—i—E p P

Sde T dzx; h—1 k&z_;’
dn; _ d(U,—T) k=p . dLy
(17) "Z"_Jf__——d]i —|—Ek=])&k o
dt _ d(U,—T) k=p . dly _,
\ m; T = T -+ 2]\_:[ ha 2z, ]

[*] Mécanique analytique, 3¢ édition, revue, corrigée et annotée par M. J. Bertrand.
Tome I, note VI, page 4og. Le calcul qui va suivre offre la plus grande analogie avee
celui qui se trouve développé dans la note que je rappelle, pour le cas d’un mouve-
ment absolu. Cest ce qui me dispensera d’insister sur quelques détails d’algebre, qui
ne présentent d’ailleurs aucune difficulté.

2..
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Les quantités L; sont supposées données en fonction des coordon-
nées apparentes seulement.

Supposons maintenant, toujours avec Lagrange, qu’on ait profité des
équations de liaison pour exprimer ces coordonnées apparentes et
fonction d’autres inconnues,

Gis Gayeess  Gny

réduites au plus petit nombre possible, et partant tout a fait indépen-
dantes; et proposons-nous de chercher les équations différentielles
auxquelles ces nouvelles variables doivent satisfaire.

d.e

Pour cela je multiplie les ¢équations (17) respectivement par ;-
dy;  dz . , : . : .
4 4% étant 'un des nombres entiers 1,2,...,n); et je les ajoute a
dqm d(l ’ k] ? .] J

m

toutes les équations analogues qu’on obtiendrait en attribuant a I'in-
dice i toutes les valeurs dont il est susceptible. Le premier membre de
I'équation résultante est

dE; dx; dv; dy; dt; dz;
Nom (= o )
*\de dgn dt dqn dt dgn |’

quant au deuxiéme membre, il se compose de trois parties, et da-

bord de
dU, dz, | dU dy; AU, d
2 de; dyn dy; dyp dz; (1{]_,,, ’

somme qui n’est autre chose que

AU,

dgm
en effet, U, ne contient pas d’autres variables que les coordonnées a,
¥ 35 plus les quantités qui dépendent du mouvement des axes, et
qui sont considérées dans toutes ces transformations comme des con-

stantes.
, . . , . dT .
Une réduction du méme genre n’a pas lieu pour T : le o des équa-
xi

tions (17) a été pris en supposant T exprimé en fonction de x;, ¥, 73
£, 0: i, comme Pindique I'équation (13); or, dans la transformation
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actuelle, je remplace x; et &; par leurs valeurs en fonction des nou-
velles variables ¢,, et des dérivées ¢, de ces variables; on a donc

(18\ dT . dT dx; ﬂ dE;
/ dg, e d; dq, dE; dqn’

en supposant, pour abréger I’écriture, que le signe 2 indique non-
seulement une sommation par rapport 4 I'indice i, mais encore la réu-
nion des trois sommes analogries relatives & chacun des trois axes coor-
donnés,

On tire de P'équation (18)

dT dz; _ dT dT di;
dr, dqm - ;fq_; dE dgn

telle est la valeur de la deuxiéme partie du second membre de I'équa-
tion que nous cherchons & former; et il ne reste plus & counsidérer,
dans les équations {17), que les termes qui contiennent les facteurs
indéterminés J;; or ces termes, comme on le sait, disparaissent tous
dans la somme. 1l vient donc en définitive :

S dg; dz  dT dT d§ __ dU,
i

(19) @ dp * dgn | A dE dga o dgn

6. Mais on aidentiquement

1 dEl {l.l‘, (].:C,*‘
(20) Z"‘i?; . d: 2 ,E,——Z m;& Z;T,;

d’un autre coté si, comme je I'ai supposé, les liaisons ne dépendent pas
du temps, on trouvera facilement [ *]

rlf,- d-l':- d:,
dqn  dy,  dq,
el
d dx; dx, d dT
dt dgm  dgm  dqn  d.mi

[*] Mécanique aralytique, 3¢ édition, tome 1°*, note VI, page {10.
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en se rappelant que les équations (14) donneat

AT
T domE”

on conclut de la

dg;

d;
(21) Zmigiéi‘:Zmigim’

d dx; d dT d dT dT dE,
(22) 2 m;E; dt dgnm 2 Misi dgn d.mE; — dynm 2 & dE; 2 dE; dgn
En ayant égard aux relations (21) et (21), I'équation (20) devient

de, dx; _ d d¥; d dT AT d¥;
(23) Xmiga=a Smibigr = g R, 2

d ~ dE; d dT dT dU
—_ S -  — — ot
(24) de 2‘ m"”cqin dnm Zgl (ZE,»+ dgm dm

7. Si I'on se reporte maintenant i I'expression (13) de T, on recon-
nait que cette fonction peut se décomposer en trois parties : la premiérc
est homogene et du second degré par rapport & &, ni, Gis je la désigne
par Ty jappelle T, Pensemble des termes qui sont du premier degré
par rapport aux memes variables ; ¢’est-a-dire que je fais

(25) T, = X, m&l + 0} + &),
(26) T.= Somi|(yyi— ) &+ (az— yxin+ (fri— a i) §ils

quant a la troisieme partie de T, c’est précisément la fonction G des
équations (15), en sorte que Von a

T=T,+T,+G.

L’introduction de ces notations permet de simplifier I'équation (24);
en effet, d'une part,

dg;  dT,
2miEigr = a7
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et, d’autre part, en vertu du théoréme des fonctions homogénes,
dT
Zgld—g-;: 2T2+ Tl'

En substituant ces valeurs dans I'égnation (24), et supprimant les
termes qui se détruisent, il vient .

(27) &gl =12,

équation quon peut aussi écrire

d dT, dT, d(U+K)

de" g, dq, qn

(IV)

On obtiendra n équations de méme forme, en attribuant successive-
" ment a 'indice m chacune des valeurs I, 2,...,72; et I'on formera ainsi
les équations différentielles du mouvement relatif dans un systéme
d’inconnues quelconque ¢,, J2++3 ny IDCONNDUES que DOUS SUppOsons
seulement réduites au plus petit nombre possible par le moyen des
équations de liaison.

Les équations que nous venons de trouver remplissent, dans notre
maniere d’étudier les mouvements relatifs, le méme role que les équa-
tions célebres de Lagrange, dans la théorie ordinaire du mouvement
absolu.

J'ai déja dit que ces équations de Lagrange, qui servent pour des
variables quelconques, s’appliquent évidemment au cas ot les va-
riables sont les .coordonnées relatives ou des fonctions de ces coor-
données; et il est & peine nécessaire de faire remarquer que, si nos
équations (27) ou (IV) ont une forme différente de la forme connue,
c'est que T est ici la demi-force vive relative. On aurait tonjours, avec
Tillustre géométre,

d dT' dT’ dU

dc’df, " dgn . dgy’
si 'on désignait par T' la demi-somme des forces vives réelles de tout
le systéme. ’
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8. Pour passer de la forme (IV) 4 la forme canonique, il 0’y a qu'a
faire subir aux équations précédentes une transformation tout a fait
pareille a celle que Poisson et Hamilton ont appliquée aux équations
de Lagrange. Posons donc

dT,
(98‘ <7 — Pms
dq,, P

et profitons des n équations qu'on obtient en faisant successivement
dans la précédente m =1,2,..., n, pour éliminer ¢, gose-es G- En
remplacant ainsi ces dérivées par des expressions qui contiennent a la
£0i$ pyy Pas-+vs Pr €t QusGarens Gas il est clair qu’on altérera les valeurs
des dérivées de T, par rapport a ces dernieres variables. Le calcul sui-
vant va nous donner entre les dérivées, prises dans les deux systemes
de variables, les relations qui nous sont nécessaires pour achever la
transformation.

La quantité T, considérée comme fonction de Gy Gasreevs Gns qys
Gogrrere q., est homogene et du deuxiéme degré par rapport aux déri-

veess et Pon a
dT
2T =3 g o

dt -
T:—Ed—(],qu—F.

ce que 'on peut écrire

Prenons la variation des deux mewmbres en faisant varier toutes les
variables a la fois; il vient

dT dT dT dT
N — ’ il il r — el . hathl N ’
OT—Z(]"‘O“'dq;"-qu; & qukc?(]k qu,koq,,.
ou, en supprimant les termes qui se détruisent,
dT dT

2 0T = e — Y —dg;.
( 9) qu\ dqt quk qk

Cela posé, rappelons-nous que nous avons fait

T=T,+T,+6G,

d'ou, en remarquant que G ne contient pas les dérivées des inconnues,
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dT,
et que - a7, est égal a p,,

AT _ . dT,

7= g
d’ot1 enfin

IT dT
3o = i
(30) J. ar opy+ & = .

17

D’un autre c6té, T, est du premier degré par rapport aux dérivées gj;

. . dT . . :
par suite les quantités —* en sont indépendantes, et ne contiennent pas

dq,

" d’autres variables que ¢,, ¢,,..., ¢», donc

Ay d dT, n 49 d dT,
dg; ! cbia (I_q;r ) In dq, dg,
L’équation (30) devient ainsi :
dT dT, d dT,
a.d—q,lr—-O[)k—l—O“f]'@-dq;—i— +d‘q”dg,, (m

et!’on a enfin pour la variation de T

rl.[‘ , d df, d
) 0T = Eq,,,op,,,—i—E( @ g ag + +]"dq,,,'

le signe Z se rapportant 4 'indice m.

dT,
dy

) 0

Tel est le développement de &T suivant les variations des quantités
Pm et q,,. Si-donc on considére T comme une fonction de Pis Pas--
Prs Gus Gor-ees Gu, le coefficient de chacune des variations & Pins d‘q,,,
fera connaitre la dérivée partielle de T, prise par rapport 4 la variable

correspondante : donc

, dr
(52) ([[)m - /mj

5 (l_T_ , dT,

(33) dgn '17m f/f/n 2 dyy,”

Reportons-nous maintenant a ’expression (26) de T,, et remplagons

Tome VIII (22 série). — Janvier 1863,

3
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Z;, niy Cir par leurs valeurs en fonction de ', ¥, z;; il vient

(34 = B[l yi — B2, + (azi— g0 3, + (B — w1 7] — G
Donc T, + 2G est une fonction homogéne du premier degre de x',,

75y @, et partant de ¢, ¢, .., ¢.; de plus

AT, d(T,+ 2G)

?

dy, — dg
done
f llT|__ r (l“'r|+2G)_r‘ \ ’
2757(/7_ (I/\_—-—T’/;——--—.[|+2(‘x,
et.I'on peut écrire I'équation (33)
35, dT 4T d(T,+2G) _  d(I.—G)
v* T

La dérivée par rapport a ¢, qui figure dans le premier membre de
cetic équation, est prise en supposant T exprimé en fonction des va-
riables p,, et g, ; celle du troisiéme, au contraire, a été formée avant
la substitution de p,, p,, . . ., pny 2 laplacede g, ¢,,. .., ¢.; c'estdonc
la méme que celle qui entre dans I'équation (27). Si je remplace cette
quantité par sa valeur, 'équation (27) devient

dp, _ dH
de dg,

Quant aux dérivées par rapport au temps des variables 21,,,, elles sont
données par I'équation (32), que 'on peut écrire

m dH
= — s
dt dpm
puisque
dT di
dppm - 1[/;,,,

En donnant a l'indice m toutes les valeurs dont il est susceptible, et
supprimant la caractéristique spéciale d, qui na plus de raison d’étre,
on arrive enfin aux équations du mouvement, réduites a la forme ca-
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nonique
. dg, _ dH dp, _ d
o 7/;1) 717 = ;Ea
dg, . dH dp, . dH
(‘) ) m‘—“—’ W)z’ E-——-d(—ha
e e,
A __ dH dp, dH
Il e e

9. Avant de passer aux applications, récapitulons en quelques mots
la série des opérations i effectuer pour meltre en équations chaque
probléme particulier.

I expression générale de T, est

T2:£Zm(§2+n2+ga):ézm(x/z + y' 7Y
+ zm[(ﬁ: —qriat+ (ya — az)y’ + (ay — Baiz] + G.

On aura d’abord i introduire, s'if y a lieu, dans cette équation les
quantités 4y, Gay -« o5 Gn3 Gy G0+ - ¢, 4 la place des coordonnées et
des vitesses; on posera ensuite :

] I

AT, dT, dT,
?Zf—[)" R—Pav---y @:—{’n-

1l ne restera plus enfin qu’a profiter de ces relations pour éliminer les
dérivées ¢, ¢',. . ., ¢, €t & poser

H=U+K+G-T,

pour avoir les équations différentielles du mouvement sous la forme
canonique
dyi dH dp; _dR

T dp; YAt T dg;

10. Ainsi que je I'ai annoncé, 'objet principal de ce Mémoire est
de montrer, par la résolution de quelques problémes un peu plus
compliqués que les problemes ordinaires des Traités de mécanique ra-
tionnelle, 'atilité des méthodes de la mécanique analytique, et les

' 3.
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avantages multiples qui résultent de la réduction des équations du
mouvement & la forme canonique d'Hamilton et de Jacobi.

Dans toutes les applications qui vont suivre, on ne trouvera pas un
seul exemple de Pintégration d’une équation différentielle : tout se
réduira & des calculs algébriques, relatifs a la préparation de mon
systéme de variables, et 4 une simple quadrature.

On sait en effet que, dés que 'on possede la moitié des intégrales
d’un systéme d’équations de la forme (V), si ces intégrales satisfont a
certaines conditions indiquées par M. Liouville [*], on trouve immé-
diatement par quadrature les intégrales en pareil nombre qui com-
plétent la solution du probleme.

Or, dans tous les problémes sans exception qu’on est parvenu jus-
qu'ici & résoudre rigoureusement ou par approximalion, cette pre-
miére moitié des intégrales exactes ou approchées s'obtient a la simple
inspection des équations differenticlles du mouvement, ou plutot de
la fonction H qui définit 2 elle seule un probléme de mécanique d’une
maniére compléte. 11 n’y a donc pas lieu, dans les questions qui vont
nous occuper, d’intégrer des équations différentielles, encore moins
de négliger des termes qui génent pour achever la solution de la ques-
tion, comme sont obligés de le faire la plupart des auteurs qui ont traité
ces problémes-1a par les procédés ordinaires, puisqu’an moyen des mé-
thodes de la mécanique analytique, tout se réduit a une quadrature
fort simple.

11. Soient
« =9 (Prsqureesr Pr> Gn> Ly
(36) ) @y :?l(anh--w Py qns t)a

S A s e v e

Uy = Qn—y (pn Gisyeoos Puy Gns t);

les intégrales connues, dont on suppose que le nombre soit égal a n;
si I'on désigne avec Poisson par («, ) la fonction

i=n fda df do dlﬁj
2.\ )

[*] Journal de Mathématiques, t. XX, p. 137.
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les conditions qui doivent étre remplies par les intégrales s’expriment
en écrivant qu’on a identiquement

(3’/") (“m’ 06,,1'> =0,

pour toutes les combinaisons deux a deux des intégrales (36); il faut
de plus qu’on puisse tirer de ces intégrales les valeurs de p,, p,,..., p,,
€N iy Gaye..y @ny t; et alors la quantité

Hddt + p,dg, + p,dys,... 4+ Pulyn,

ne peut manquer d’étre une différentielle exacte dV. La quantité v
une fois connue par quadrature, on a pour les n intégrales qui restaient
a trouver :

(A" dv N AV
(38) ‘6:‘;7 (3,:—*—7"'7 {5,,_.2 2

dz T day_,

Les intégrales (36) et (38) constituent ce qu’on appelle un systéme
canonique ; c’est-a-dire qu’elles vérifient, outre les conditions (37), les
suivantes

(39) (&my Bn) =1, (%ny Bw) = 0, (Bins L) = 0.

La solution étant ainsi préparée, si I'on suppose une perturbation
dans le phénomeéne, perturbation dont Ieffet soit d’ajouter a la fonc-
tion H une certaine fonction Q, les quantités B:, ne seront plus des
coustantes., On trouvera leurs variations en exprimant Q en «,, f3,,...,
s fBry t, et intégrant le systéme :

du; o dQ d‘ii . dQ
_;IT _ (l@,', E_ o c‘[xi

12. Observons enfin que, dans le cas de mouvements relatifs ter-
restres, les quantités &', o', w'; «, {35 v, sont des constantes ; si donc la
question qu’on cherche 4 résoudre est une de celles auxquelles s’ap-
plique le principe des forces vives,le mouvement étant supposé absolu,
le méme principe ne cesse pas d’étre applicable au cas dn mouvement
relatif. En d’autres termes, la quantité H pe contenant pas le temps
explicitement, on aura évidemment toujours une premiére intégrale
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des équations (V),en égalant cette quantité a une constante arbitraire ¢,
c’est-a-dire en posant

:\:1'0; o — H.

CHAPITRE 111,

APPLICATIONS.
1. — Mouvement des projectiles dans le vide.
]

13. Comme il s'agit, dans cetle question, de déterminer le mouve-
ment d’un point libre, je ferai usage des équations (II1) du chapitre 1.

Ayant fait choix d’une origine quelconque, je prends le plan méri-
dien pour plan des xz, je dirige Paxe des z suivant la parallele a la
partie nord de I'axe du globe, et je place Oy sur la tangente au paral-
lele, dans le sens de la rotation diurne.

Ce systeme de coordonnées donne pour les composantes de la ro-

tation des axes :
x=o0, =0, y=0n;

d’on
(g
(1) ? n =)'+ nr,
V& =1
et
(2) T= (540 +8) — n(xn —y§) +G

Enfin, si je désigne par  I'angle de la verticale avec axe Oz, augle
qui est le complément de la latitude du lieu, et si je suppose que la
masse du mobile soit égale 4 'unité, J’ai pour les composantes de la
pesanteur a l'origine (C’est-a-dire de la force qui sollicite un point
matériel en équilibre relatif, placé an point précis qui a été pris pour
origine des coordonnées) :

FdU ,

[ . .
\ (\;/;>U— U = — gsinm,
D49 _yv =

(d)’/o -

«U , .
N C COS
W= D) COS m.

dz /g

(3)

\
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J’admettrai que ces équations donnent aussi les composantes de la pe-
santeur en un point quelconque (x, y, z), c’est-a-dire que, dans toute
I'étendue de I'espace parcouru par le projectile, la pesanteur reste
constante en intensité et en direction.
Alors, si I'on n’a pas oublié que — o/, — ¢/, — w’, sont respective-
. . dK dK dK o e
ment égaux 4 ——, 7’ - Ob pourra éerire les ¢quations (3) ainsi:
" d(U+K)
dx
, d(U-+K)
{4) T =0
d.U~+K)
dz

= — giinn,

= — gcosu;
.
d’ou
5) U+ K= ~g(xsinw + zcosn).

On a d’ailleurs
Uy=U+K+G, H=U,—-T;

done

. i P ,
(6) H=—g(xsinw + zcosw) — S+ )+ n(xg — &)

et les équations différentielles du mouvement sont :

[ da 243

/
s - =& +ny, - = — gsinw + ny,
\ dy dn
(7) /.mzr,——na, — = — nk,
dz , dy
\E*_g’ o= T 8cosw.

Ou connait déja une intégrale de ces équations; c’est celle des forces

vives :
(8) o = H.

Pour en trouver deux autres, nous remarquerons que les trois der-
nieres équations différentielles contierinent seulement les variables £,
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7, ¢; de sorte qu'on peut considérer séparément le systeme

d 1y 724

E k)
gsine — nn ng g cosw

dont les intégrales sont :

(10) aq___\/sz_*_(n_gsmm)z,

n

gsinw

ng n n
! Lo — —
(1) = s T AaTe tang

I

14. Pour achever la solution du probléme, il faudrait maintenant
résoudre les équations (8), (10] et (11), par rapport a k&, n,G,et former
la quantité

V = [(Edx + ndy + Ldz + Hdt).

Comme, ainsi qu'il est facile de le vérifier, les trois intégrales («), («.),
(«,) satisfont aux conditions de M. Liouville, I'expression qui figure

dans I'équation précédente sous le signe/ est une différentielle exacte,

et lintégration de cette différentielle exacte ferait connaitre la fonc-
tion V.

Comme il n’est pas algébriquement possible de tirer £, v, § des équa-
tions (8), (10) et (11), on pourrait résoudre ces mémes équations par
rapport 4 £, 4, z, et remplacer V par la quantité

f(&dx +ndy — 2185 + Hdt),

qui jouit de propriétés analogues; mais I'intégration s’achéve élégam-
ment comme il suit.

Les équations (10) et {11) peuvent s'écrire, en introduisant un angle
auxiliaire 6 :

‘ £ = a,cosf,
g siNw .
, 1 yp=". + @, sinf,
\I‘)) ¢
g CosSw

= 9*72—— (dz *i-&).

o ———
UA
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En substituant ces valeurs dans I'expression de V, on trouve:

(13) v= f [a,cos@dx—f— <@+a,sin@>dy+gcosw(a2+ 0)dz +adt} )

n

d’ou, en intégrant par parties,

V=o,(xcos§ + ysinf) + 0% | gzcosa
(14) 4 n
(14)

—f[a, (cost — xsing) 4 & i‘)“’]de.

s+ 5)+ ot

Mais on tire de I'équation o = H, en y mettant les valeurs (12) de

&n, &

. SZ COSw
5 oy () cosf — xsinf) + &
15)
(13) - & __1a] _ Igisin’e __xgsinwsing __ Iglcos’e (0t + 61
n 2n 2 n? PEE 2 ’

multipliant les deux membres par d§ et intégrant, il vient

‘ f[a, (7 cosf — xsinb) + gz‘fs“]de
(16) « . .
— 1 o, 1gsin’a\ 0 #g sinw cosh _I_gzcoszm(oc,—{—G)”'
( - (a+2a1+2 n? >;+ n? 2 3

La quadrature qui se trouve dans le premier membre de cette équa-

tion est précisément celle qui figure dans l'expression (14) de V; et
en la remplacant par sa valeur, on a

8
u

V=uo (.t+ %) +a, [(x-gs::m>cose —!—‘)r”sin9:|+éocf

g7 Cose

(17)

1 g%cos’a (a,+8)®  gysinw 1 g'sin’e
(ra+-0)+ -2 — 3+ —

n

15. 11 suffit maintenant de différentier cette fonction V par rap-
port aux constantes «, «,, a,, pour obtenir les trois derniéres inté-
Tome VIHI (2¢ série). — Janvien 1863, 4
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grales
- 0
f=—t—-
n
b ine .
(18) ‘ ﬁq=—~a.——[(x—g—51-§£>cos9+/y‘sm@],
(3 n o
__ 8zc0se 1 gicos’em 2
:‘( ﬁQ_— n _; o (a2+6) .

Sous cette forme, les intégrales sont disposées de telle sorte que
chacune des nouvelles est la conjugude de celle des premieres qui
porte le méme indice, c’est-a-dire que 'on a

(aia p[):'§

en d'antres ternes, les intégrales o, o, , 255 3, 3, B, forment un sys-
teme canonique; et ¢’est sous cette forme qu’il faudrait les conserver
si I'on voulait faire varier les constantes arbitraires, pour étudier par
exemple les influences perturbatrices de la résistauce de I'air ou de la
variation de la pesanteur sur le mouvement.

Je puis aussi écrire les derniéres intégrales, en désignant par 7,
71> Y2y trois nouvelles conslantes arbitraires :

\ =y —nt,

. gsine P I
(19) ( (.1 = >cosJ Fosing == (y,— 5%,
£ o3 an? .

(C(?-I—J/ - gCOSm(lz_z),

enfin je mets I’équation (15) des forces vives sous la forme

(20) ycosf — (.x'— gs::'”) sing = (C,

en ayant égard aux équations (19), et posant

——oc,(‘,_:i—k

2ein’ ~
I gisinte 0 gcosm
n 2 n

I
2 ns 12 n

16. La premicre des équations (19) indique que P'angle auxiliaire 4
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décroit avec le temps d'une quantité proportionnelle a la rotation de
la terre; les autres, jointes & I'équation (20), sont les équations de la
trajectoire.

Prenons sur Paxe des x et dans le sens positif une longueur

OA =

gsinwe

—; par le point A ainsi déterminé menons un axe Ax, qui
n

fasse avec O un angle § compté, en ayant égard i son signe, dans le
sens de la rotation de la terre; tracons un deuxiéme axe A y, perpen-
diculaire & Ax,, en continuant i tourner dans le sens de la rotation
de la terre; prenons enfin le troisieme axe Az, paralléle 3 Oz et
rapportons la trajectoire aux trois axes mobiles Ax,, Ay,, Az,.

Les formules de transformation sont

2

x,=ysing —f—(x — gs;nw) cosY,

H

(21) ( f‘:]0050—<x—ginm>sin9,

z, = Z.

Tes équations de la trajectoire deviennent dans ce systeme d’axes :

Xy = ;('Ya"‘ 6),
(22) v =C,
Z, ="+ ~ gc:,sw (oty+8)%

ou, en éliminant 'angle auxiliaire §,

Yi=0,
(23) 1 gcosw )\’
=Tt ST (0‘2‘}‘71*";‘ ’

équations d’une parsbole dont le plan tourne uniformément, ainsi que
le plan o, Az,, avec une vitesse égale et contraire 4 celle de la terre, en
restant a une distance invariable de ce plan x, Az,.
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§ 1I. — Mouvement d’un corps solide de revolution complélement
libre de tourner autour de son cenire de gravité maintenu fixe sur
la terre.

17. Je rapporte le mouvement aux axes que j'ai déja employés dans
le probléme précédent, de sorte que les valeurs des quantités «, &, 7;

-

£, u, &, restent les mémes. Quant a la fouction T, dont jai donné

Pexpression générale au n° 9, elle devient, en ayant égard aux valeurs

de «, £, v,
(n T,=T+ an(.rj’—);T’)—kG.

Cela posé, on sait que les liaisons du systeme permettent d’expri-
mer les coordonnées de chaque point mobile au moyen de quantités
constantes, et de trois angles variables §, 9, ¢, dont voici la définition.

Si je désigne par Ox,, Oy,, Oz, les trois axes principaux d’inertie
qui se croisent au centre de gravité du solide considéré :

§ est I'angle de Oz,, avec Oz;

} = go® est I'angle que la projection de Oz, sur le plan xOy fait
avec Ox;

» est langle que Ox, fait avec la partie de Vintersection des plans
2,0y, ctxQy, déterminée par Pangle .

Le solide dont nous étudions le mouvement est supposé de révolu-
tion autour de Oz, ; ou, plus généralement, les moments d’inertie au-
tour des axes O.x, et ()_)f, ont une valeur commune A, C étant le mo-
ment qui se rapporte au troisieme axe O3z,.

Les quantités qui entrent dans le deuxi¢me membre de I’équa-
tion (1) ont alors les expressions suivantes, dont le calcul ne présente
aucune difficulté, et qui sont d’ailleurs bien connues :

1/ Vf -

|

(2) 2 m{ay'—yx’)=Asin?G.§ -+ Ceos G (¢' =4 ¢’ cos 7},

%[A (6% + sin?G. ¢*) + C (¢’ -+ ¢'cos §)?].

’ G = -n*(Asin?6 + Ccos®*G);
2
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d'ou
I ’ . g ’ Al ’ ’
(3) s Ty = S [A(G? -+ sin*0.¢?) 4 C(o +- ¢’ cosf)?]
( +n[Asin*0.¢' + Ccos§ (¢ + Y’ cos §)] + G.
On déduit de cette équation les valeurs des variables conjuguées de

9, ¢, 9, qu’il faut introduire 4 la place de ¢, ¢/, ¢/, pour Iapplication
de la méthode; ce sont :

dT . .
(4) {v= dT;: = Asin’0. + Ccosd (¢ + os8) + Ansin?é 4 Cr cos? 0,
dT.
@ :(—l-,2 =C (¢ + 4 cosb) + Cncosh.
b

Je tire de ces équations

— n,
o + ’cos@—__q—'—nco G
] q) C 8 ’

je substitue ces valeurs dans I'expression de T, et il vient

o 1[0 (¥ —decosh)} @ ,

D’ailleurs, comme le centre de gravité est maintenu fixe, la pesan-

teur est détruite ; or nous avons trouvé pour les composantes de cette
force supposée constante:

U _ . d{U+K)
d_.Z',- — M; i = dz; i
U ,_ d{U+K)
;—-‘—— m; v -—Ta
Y : . ay;

o d(U+K)
4 T M =
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donc I'équation qui exprime que la pesanteur est détruite est

U + K =o.
Dans cette hypothese, on a simplement :

U, =6,
d’ou
2 ¥ — dcosh) ikl
) = —_— T = — ! & .(__._.__-—— i
6) U=G—T 2[A+ e A
18. Sans qu'il soit besoin d’écrire les équations différenticlles du
q q

probleme, il suffit de se rappeler leur forme, et de remarquer que H
ne contient ni ¥, ni @, pour voir que dcux de ces équations

dv¥ do

de o dt ?

sont immédiatement intégrables.

En réunissant aux intégrales ainsi obtenues sans grand effort de
caleul Uintégrale connue des forces vives, et remarquant que les con-
ditions d’intégrabilité sont satisfaites, on a de suite tout ce quiil faut
pour former la fonction V et par conséquent pour achever l'intégra-
tion. Nos trois intégrales sont :

o= H,
(7 w, = ¥,
2“2:(1)-

1a résolution de ces équations par rapport a ¥, ® et © ne présente
non plus aucune difficulté. En effet, on a d’abord

Y =, D = vy

ot une fois ces valeurs connues, en ayant égard a lexpression (6) de
H, on tire de 'équation H = a.:

1 R 2 A N
@ — — (24 al)+ 20 @cosb+ | 2A (na, —a)— (= —1)a; |sin*h,
sin§ C -
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relation que j'écrirai ainsi :

8) @ =

V— (@*+¥?) +20W¥ cosf + [2A(n¥ —H) — (. — 1,0?[sm?7,

sin 0

. A
en faisant p = oo et remplagant les constantes «, «,, ,, par les quan-

tits H, ¥, @, qui leur sont égales, et dont la signification est mieux
indiquée.
De I3 'expression suivante pour la fonction V:

V= Ht =+ IIIHLI—I—(I){F,
) +f—(%y"—((b2+‘{’2)+2<bllfcos§—|—[2A(n‘17-—H)—(p.——l}<1)2]sin25.

sin

La quadrature qui se trouve dans cette expression étant effectuée,
il suffira de différentier la fonction V par rapport aux constantes o, «,,
%z, OU aux quantités 1T, ¥, @, qui tiennent la place de ces constantes,
pour avoir les trois derniéres intégrales :

i dV
‘ f=—Tw

av
(IO) < ﬁl = — —(Z‘F,

-

On peut aussi déterminer chacune de ces intégrales séparément,
cn appliquant & I'équation (g) les régles de la différentiation sous le
signe somme : c’est ce dernier mode de calcul que je choisis, et je
commence par former I'intégrale qui contient le temps.

19. On trouve pour cette intégrale

* sinfd 9

1) = :
(‘8+ ) AJ \/’—(dﬂ—;—\F?)+2Wc059+LzA(n‘{f-—H)—-{H-_I)q)"]sinze

ou, en posaunt cos§ = .x,

dx

(11)B+t=—A f :
VoA RY —H) — ¥ — g0t + 20¥z —[2A(nY — H) — (u — 1)07] 2"




32 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Pour intégrer cette expression, je remarque que la quantité
2A(nY — H) — (. — 1)0?

est toujours positive : elle est méme toujours plus grande que @* et que
Y2, Pour s’assurer de ce fait, il suffit de substituer 2 H sa valeur (6);
on trouve en effet :

. _ .
(12 |
e 2 (& ~ Wcosd)?

' =148+ sin* @

équations qui démontrent ce que j’ai avancé.
Le coefficient de x? sous le radical étant ainsi toujours négatif, je
puis représenter ce radical par

13) My1 — cos*w = Msinaw,

en désignant par w un angle auxiliaire douné par une équation de la
forme

(14) cosw = ax — b=uacosf — b.

Tintroduis ainsi trois coefficients indéterminés M, a et b, qui nous
permettront d’identifier notre radical avec I'expression (13); en effet,
on doit avoir

5 | 2A(nY — H) —¥2— pd?+ 20War — [2A(nY — H) — (u — 1)0* | x*
(1

: = M*[1 — (ax — b)?],

pour toutes les valeurs de a. Or ceci entraine les trois ¢quations :

g M2a®*=2A(nY¥Y — H) — (p — 1) ®?,
(16) ) M?ab =@V,
M2(1 — b?)=2A(nY¥Y — H) — ¥ — nP?

qui font connaitre nos trois indéterminées M, o el b.
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Ou peut alors substituer dans lintégrale (11), 4 la place de x, la va-
riable w définie par 'équation (14); et I'expression du temps devient,
par un calcul trés-simple,

A

(17) ﬁ+t:ﬁ5w’

ce qui donne pour la valeur de Pangle auxiliaire »

(18) =K+ f),
en posant

Ma

- =K.

L’équation qui donne @ en fonction du temps s’obtient en éliminant
» entre les équations (14) et (18);on a:

acosi — b=cosK(t+ f3),

ou, en remplacant a et b par leurs valeurs tirées des équations (16),

(19) A*K®cos 0 = OV + VAK? — & YA K? — W2 cos K (¢ + ).

20. Passons au calcul des deux derniéres intégrales, et cherchons

dv dVv
les valeurs de — et oo
On a
B = av _ Gy -+ . (¥ — & cosh)db
(20) o sin 6y — (97 ¥') 2 9 ¥ cos § + A’K?sin?0

An sin §
V= (0 +¥7) + 267 cosd + A’ K sin?

A (& — ¥ cos)do
ﬁE_—__—I_()S__CP_‘— 1 2K 2 gin?
a 51n9¢—(q)?+wf)+2¢Wcose+AK sin’8

r sinf d6
+(p—1)® — -
\/—(¢2+l¥’)+2fp‘¥cose+A”K2 sin?0

(21)

Dans l'expression de 3, entrent deux quadratures; je représente la
premiére par ¢,, je vais la calculer tout & 'heure; la deuxiéme est, a

Tome VHI (2° série). — Fevmier 1863, 5
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un facteur constant pres, celle qui est égale a 8 + ¢, de sorte que I'on a

(22) Br+y=d —n(B+1;

on trouverait de méme
(33) fato=p+(p— ) FE+O=5+K(E+1,

en désignant par ¢, la premiére quadrature qui figure dans la valeur
de @,, et posant
K= (p 1)

> e

Il ne reste plus qu’a trouver les valeurs de 4, et g, ; or ces valeurs
sont données par les équations

b — Ycosh
sin 0 ¢ ATKE — 9’

¥ — d cosh

sing Y ATK? — ¢’

(21) cos , =

(25) cos p, =

comme il est facile de le vérifier.

21. Les équations (19), (24) et {25) s'interprétent géométrique—
ment d’'une maniére remarquable. Posons en effet, en introduisant
deux angles constants , ¢t 7y, :

(26) ¥ = AKcos vy,

¢ = AK cos 7,

ce qui est permis, puisque }'al prouvé que M*a* ou A?K? est toujours
bd

slus grand que ®* et que ¥2; on peut alors écrire les équations dont

| q q j p q

il s'agit sous la forme :

cosf = cos 7y, €Os 7, + siny, siny, cos Kt 4+ 7.
(27) i €087, = COS$ 7, COS § +sinqg,sinG cosz,,
( €087, = €087, 08 § + siny,sinf cos, ;

c'est-a-dire que K (£ -+ ), ¢, et ¢, sont les trois angles d’un triangle
sphérique dont les cotés respectivement opposés sont, &, 7, /..
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22. Concevons que du point O comme centre on décrive une sphére
de rayon quelconque ; soient x, y, z, x,, ¥, %, les points ou cette
spheére est percée par les trois axes coordonnés et les axes principaux
d’inertie du corps; supposons enfin, pour un instant, qu’'on néglige
le terme — n (2 + ¢) dans la valeur (22) de ¢.

Je méne un arc de grand cercle zA, qui fasse avec zxr un angle égal
a —(go® + B,); je prends zA = 17,, et je dis que le triangle 2z, A est
précisément celui dont j'ai parlé au n° 21. En effet, le coté zA est
égal a 7,, le cOté zz, est égal 4 0, et quant & I'angle compris entre ces
deux cotés, on a:

z,zA:L]/———QOO——(—QOO‘—{ja):ﬁl+‘p:"l’“

puisque je supprime provisoirement le terme — n (3 + t).

Il suit de la que les autres ¢léments du triangle ont les valeurs que
jai indiquées ci-dessus; ainsi I'angle dont le sommet est en A se
trouve égal A K (¢ + ), et le coté Az, est égal a ¢,. Donc

Si Pon congoit un arc de grand cercle égal a «, qui tourne uniformé-
ment autour de son extrémité fixe A, avec une vitesse angulaire égale
a K, Uextrémité mobile de cet arc de grand cercle sera a chaque instant
le liew du point z,. En d’autres termes, U'axe de figure du corps de-
crit un coéne de révolution qui a pour axe OA, et pour demi-angle au
sommet y,.

Pour se faire une idée compléte du mouvement du corps, il faut sup-
poser que, pendant que son axe de figure décrit le cone que j'ai défini,
les axes Ox, et Oy, tournent enx-mémes autour de cet axe de figure
avec une vitesse constante égale a K'. Les éléments constants du mou-
vement K, K’, 7,, 7., etc., sont des fonctions des constantes arbi-
traires qu’introduit Pintégration ; ils se déterminent au moyen des cir-
constances du mouvement initial, qui doivent étre connues.

On déduirait facilement de tout ceci que, si I’on fait toujours abstrac-
tion du terme — 72 (8 + ¢), le mouvement peut étre considéré comme
produit par le roulement d’un céne de révolution 1ié au corps, sur un
autre cone de révolution qui serait fixe par rapport a la terre, et dontl’axe
serait O A ; mais je ne m’arréte pas 4 développer ces résultats bien connus.

23. Onareconnu dans les lois qui précedent celles qui régissent le

d..
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mouvement de rotation des corps de révolution, rapportés a des axes
coordonnés immobiles. Ainsi, tant qu’on ne tient pas compte du terme
que nous avons supprimé dans l'expression de ¢, les lois du mouve-
ment relatif ont absolument la méme forme que celles du mouvement
absolu.

Si I’'on analyse maintenant I'influence de la rotation de la terre, on
trouve que cette influence est double.

1° Elle modifie d’abord les intégrales premieres (7), mais sans rien
changer aux lois du mouvement, comme le prouve la discussion pre-
cédente. Seulement les éléments de ce mouvement ne sont plus les
mémes; en effet, les constantes arbitraires H, ® et ¥ ont pour valeurs

/

H= —;—nz (Asin? §, + Ccos? 0,)
(28) - %[A(ﬁ'oz—{- sin? G, §/,*) + G (7, + U, cos 6,)],
Y=Asin’6, ', +Ccosly(g, +V cosby)+n(Asin*d,+ Ccos® b},
L @=C (¢, + ¢, cosd,) + Cncosf,,

comme on le trouve en faisant £ = o dans les équations (4) et (6). Sin
était nul, on aurait simplement :

I ' - 9 I N ' t 9
H=— —[A{{,>+sin* 0, ¥ ?) + C (¢, + ¥, cosly)* ],

(29) ? ¥ = Asin* 6, ¢, + Ccosd, (¢, + ¢, cos Gy),

d = C (v, + ¢, cosf,).

2° Cette méme influence se manifeste encore en introduisant le
terme — r (8 4 t) dans 'équation (22), ce qui modifie les lois précé-
dentes. Pour passer d’ailleurs du cas fictif que j'ai considéré d’abord
au cas du mouvement tel qu’il a réellement lieu, il suffit de supposer
que le point A, au lieu d’étre fixe, tourne lui-méme autour de Oz, avee
une vitesse constante égale 4 — n. La combinaison des trois mouve-
ments de rotation que j’ai définis et qui ont lieu autour de Oz, OA,
Oz, avec des vitesses respectivement égales &4 — n, K, K’, résout le
probleme que je m’étais proposé.

24. Note de I’ Auteur (1862). — La solution que je viens d’exposer
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est pour ainsi dire exclusivement géométrique; clle revient en défini-
tive a rapporter un mouvement bien connu 4 un systéme particulier
d’axes coordonnés, et elle est parfaitement rigoureuse, si 'on néglige
les variations de la pesanteur.

Plusieurs auteurs, et entre autres mon ami M. Resal | * ], ont traité
la méme question par la méthode de Coriolis, en cherchant le couple
résultant des forces apparentes et appliquant ensuite la théorie ordi-
naire de la rotation des corps solides.

Sans développer les calcnls auxquels conduit cette méthode, je
donnerai ici les composantes du couple terrestre, suivant trois axes
qui sont respectivement : Iaxe de figure du corps, Pintersection de
Péquateur de ce corps avec notre plan des xy, et enfin un troisieme
axe perpendiculaire aux deux premiers [**].

Je couserve les mémes notations que précédemment; de plus, je
designe par n, la projection de la rotation instantanée du corps sur
son axe de figure ; c’est-a-dire que je fais, pour simplifier,

n, =¢ + § cosf.

Cela posé, les trois couples composants sont respectivement :
1° Sur I'axe de figure,

N = Cnsind Z—te
2° Sur la ligne des nceuds,
N, = — Cnn,;sinf + (A — C) n?sinb cosé + Ansing cosf %b
3° Enfin sur le troisiéme axe,

— _ Ancosy &L
N, = — Ancosé —

[*] dnnales des Mines, 5° série, passim, et Tralté de Cinématique pure, 1 volume;
Mallet-Bachelier; 1862.

[**] Ces axes, dont Pidée fort ingéniense est due & M. Resal, sont mobiles a la fois
dans le corps et dans 'espace. L’emploi de ce systéme de ccordonnées simplifie beau-
coup l'exposition ¢lémentaire de la théorie de la rotation des corps, qui ont deux de
leurs moments d’inertie prineipaux égaux.
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Si 'axe du corps est maintenu fixe sur la terre, on a

df dd
;z[——(), — = 03

les couples N et N, sont nuls, et le couple N, devient
N,= — Cnn,sin§ + (A — C) n*sinf cos?,

soit sensiblement
N,= — Cnn, sinf,

en négligeant le terme multiplié par n*.

Dans ce cas, I'influence de la rotation de la terre se traduit par une
sorte de pesanteur qui tend a entrainer I'axe de fignre (lequel est aussi
axe de rotation effectif) dans la direction de I'axe terrestre; c’est pro-
bablement la ce que I'on a appelé la tendance des axes de rotation au
parallélisme.

Mais une chose qu’il importe bien de remarquer, chose caractéris-
tique de ces forces apparentes qui dépendent des vitesses, c’est que,
dés que 'axe du corps se déplace, cet axe se trouve immédiatement
soumis a trois nouveaux couples; tout comme un corps qui tombe
obé¢it & la force centrifuge composée, tandis qu’un corps en équilibre
n’est soumis & aucunc action de ce genre.

Réduire le couple terrestre au seul couple N'y, c’est en quelque facon
négliger la force centrifuge composée dans Pétude des mouvements
pendulaires ou autres; et mes formules montrent bien que l'erreur
commise n’est pas du second ordre, mais bien du premier ordre par
rapport a la quantité treés-petite n. Cette erreur pourra trés-bien d’ail-
leurs étre sans aucune importance dans certains cas particuliers, mais
elle pourra aussi en avoir une trés-grande dans d’autres; il sera donc
prudent de prendre ses précautions.

Yai traité la question qui fait I'objet de ce paragraphe avec d’assez
grands développements, d’abord a cause de 'importance du probléme,
et ensuite afin de faire voir combien ma wéthode conduit facilement
a une solution analytique élégante.

Je vais montrer mieux encore combien cette nouvelle méthode est
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naturelle, et comment il semble qu’elle constitue la véritable maniere
de réduire les mouvements relatifs aux mouvements absolus. Dans cer-
taines questions, en effet (et par exemple dans celle que je viens d’é-
tudier), mon analyse, ou plutot celle de Lagrange, fait connaitre immé-
diatement, et sans différentiation ni quadrature, toutes les inté-
grales du mouvement relatif, quand on connait celles du mouvement
absolu.

Cest ce qui résultera de la résolution du probléme que je traite dans
le paragraphe suivant, probléme dont celui qui vient de m’occuper
n’est d’ailleurs qu’un cas particulier.

S L. — Mouvement d’un corps solide quelconque autour de son
centre de gravité,

25. Je conserve les mémes axes et les mémes notations que dans le
probléme précédent, en supposant seulement que les trois moments
d’inertie principaux aient maintevant des valeurs différentes A, B, C.

Désignons par p, ¢, r, les composantes de la rotation instantanée
du corps suivant les trois axes Oux,, Oy, Oz,; cest-a-dire posons:

(p=singsinG. ' + cosp.0,
1) { g=-cosgsing.{ —sing.§
J { ¢ Y ¢-9
( z =179 4+cosf.{.
On a toujours

(2) T, =T +n Yy mxy — ya') + G,

les trois quantités qui constituent le deuxiéme membre de cette équa-
tion ayant les valeurs connues suivantes :

T = (\ Pz —+ B(Iz —+ (;',,2)’

I
2
(3) 2 m(xy' — yx'y=ApsingsinG+Bgcosgsinf + Crcosd,

G = - n*[(Asin*¢+ Bcos* g)sin? 6+ Ccos? 0].

SR
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On conclut de la

;’_'Z;)Tazé[Ap'(p + ansingsing) + Bg(q+ 2ncosgsinG)
+ Cr(r—+ ancosf)]+ G,

d"ot, en différentiant par rapport anx variables ¢', ¢/, 4

\ ©®=Apcosg — Bgsing + n(A —B)singcospsind,

(5){ ®=C(r+ncos?),

/

W = © cos §+sinG(A psin 5+Bg cosg)+n(Asin?g+DBceos?® gsin?f.
On tire de ces équations, résolues par rapport a p, ¢, r:

Cr=® — Cncosb,
(6)¢{ Apsinf =@ cosgsin§ + (¥ — dcos 6)sin g — Ansingsin® g,

Bgsing = (¥ — ®cos §) cos g — O singsin 6 — Bncos gsin® 5.

11 faut maintenant substituer ces valeurs dans I'expression (3) de T.
opération qui donne naissance a trois groupes de termes :

1° Ceux qui ne contiennent pas 7; ils ont la méme forme [*] que si
le mouvement que j*étudie était un mouvement absolu : je représente
leur somme par T';

2° Ceux qui contiennent en facleur la premiére puissance de n: ces
termes se réduisent a — n'Y¥;

30 Enfin ceux qui sont multipliés par n*; et il est facile de recon-
naitre que ceux-ci coustituent précisément la quantité G.

[*] Mais non la méme valeur, car les lettres &, ®, ¥ ne représentent pas les mémes
quantités dans le mouvcrnent relatif et dans le mouvement absolu. Pour faire =0
dans les équations dilférentielles que nous allons trouver, il faudrait, d'une part, sup-
primer tous les termes qui sont multipliés par » ou par une puissance de 7, ct, d’autre
part, changer la signification des lettres qui renferment » pour ainsi dire & I'état latent.

L utilité de Vartifice que j’ai introduit dans cette théorie résulte précisément de ce
que la signification des variables qui figurent dans un systéme d’cquations différen-
tielles est absolument sans influence sur les calculs relatifs & Vintégration de ces équa-
tions.
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J’ai done en définitive

(7) T=T —n¥ 4+ G;
d’ailleurs, comme la pesanteur est détruite, on a U + K = o, et par-
tant H =G — T, donc

(8) H=n¥—T.

26. Négligeons d’abord le terme n¥, c'est-a-dire prenons simple-
ment 1l = —T'; nous aurons a intégrer un systéme d’équations diffé-
rentielles dont la forme ne différera pas de celle des équations du
mouvement absolu de rotation d’un corps quelconque, rapporté i
des axes immobiles. Les intégrales de notre systéme d’équations au-
ront donc aussi la méme forme que celles des équations di mouve-
ment absolu, puisqu'il n’y a pas a se préoccuper, dans Pintégration,
de la signification des variables @, @, V¥, laquelle n’est pas la méme
dans les deux cas.

Soient
‘<a>1 (£
(9) Cle) (B
((“2% (B:2)s

ces intégrales mises sous la forme canonigue (n° 25). On sait que si,
a la fonction H qui caractérise un probleme quelconque dont on pos-
sede les intégrales (g), on ajoute une fonction perturbatrice , les
équations différentielles du mouvement troublé sont

da; d Q. dp;  da

de T T dg’ A

(10) =
R dt (/o;,-,

en supposant O exprimé en fonction des variables o; et f;, el du
temps ¢,

Dans le probléme actuel, comparé a celui qui résulte de la supposi-
tion H= — 1", on a ’

(r1) Q=nWv¥;

mais comme les équations (6) sont indépendantes de Pangle y, il est
Tome VIII (2¢ série). — Fevnin 1863, 6



42 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

évident qu'il en sera de méme de T et de T'; et que par suite une des
intégrales du mouvement absolu devra étre

e, = V.

Donc l'expression (11) de Q, transformée en fonction des quantités «;
et f3; et du temps, est simplement

(12) Q=nu,;

et les équations différentielles (10) deviennent

da__ (lﬁ__o
dt =0 a
R dao dﬁ
/ ] gu B
{13) =0 = s
da, _  dB. _
@ =% e T

Ces équations admettent pour intégrales

‘ v =d, f=0,
(v4) a=d, fi=nt+f,

Vg = O‘IQ: {32 = ﬁlg;

c’est-a-dire qu’il suffit, pour avoir les intégrales du mouvement relatif,
de retrancher n¢ du deuxiéme membre de Vintégrale ({3,), et de con-
server les autres intégrales telles qu’elles sont.

§ V. — Mouvement d'un corps solide de révolution dont I'axe est
assujetti a rester sur la surface d’un céne, fixe par rapport a la
terre.

27. Je place encore 'origine au centre de gravité du corps, lequel est
toujours supposé fixe; je prends I'axe du cone directeur pour axe des
z, le plan de cet axe et de la paralléle 4 I'axe du monde pour plan des
zx; je dirige enfin I'axe des & suivant la projection de la partie nord
de 'axe de la terre, et Vaxe des y a gauche de Ox.
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Ce nouveau systeme de coordonnées donne

F « =nsine,

(1) Sﬁ:Oa

! 7 =7ncoswm;

{2) Ty=T+ nCOSlen(xj"—)”x')—l-nSinw Zm(vyz'—-‘z‘y')—f—(},

w étant I'angle de P'axe du cone directeur avec celui de la rotation de
la terre.

Je commence par calculer les différentes quantités qui entrent dans
la valeur de T,, en introduisant les trois angles, 0, ¢, ¢, définis comme
au n° 17. Remarquons seulement qu’ici § est constamment égal au
demi-angle au sommet du cone directeur, c’est-a-dire que (' = o.

Cela posé, on a

T= % [Asin?@.0"% + C (¢ + cosf.4')?],

N m(xy' — ya') = Asin? 0.4/ + Ccosb (¢’ + cosf.¢),

(3)
N m(yz —zy) =—Asinfcossin .y’ + CsinGsin (p'+ cosf. ),
G= én”A -+ ; n?*(C — A) (coswcosf + sinwsinf sin)?;

expressions d’ott 'on conclut -

T, = 1[Asin?6.4 + G(¢' + cost.y ]

(4) -+ Ansing (coswsing — sinw cosfsin §) ¢’
+ Cn(coswcosf +sinwsinGsiny) (¢'+ cos§.¢’)
\ + Gy
et enfin

O = C(¢'+cosf.y)+ Cr(cosw cosfd + sinwsinf sing),
Y = ®cosf + Asin?0.¢' + Ansinf(coswsind — sinw cosfsin ).

(5)

Il faut maintenant, conformément a la marche que j’ai déja suivie
6.
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bien des fois, tirer des équations (5) les valeurs de ¢’ et de ¢’ + cos6.y',
substituer ces valeurs dans I'expression (3) de T; et enfin, comme on a
toujours U + K = o, poser H= G — T. On obtient ainsi

19?1 (¥—dcosh)?

. H=—-& - = + n® (cosw cosf + sinaw sind sin§)
¥ — D cosh . . . (I .
( “+ n————(cosmsin{ —sinw cosfsiny) + Sn*Asin®ncos®y.

28. Je connais encore immédiatement deux intégrales du pro-
bléme, savoir
k 74 :H,
(7) ?

| a,=®;

la premiére est celle des forces vives, la deuxieme résulte de ce que T
ne contient pas I'angle ¢.

Comme nous n’avons actuellement que deux variables indépen-
dantes, ¢ et ¢, ces deux intégrales suffisent pour ramener I'intégration
aux quadratures. De ces deux équations, la deuxiéme est toute résolue
par rapport 4 @, et la_premiére donne

(8) | ¥ == ¢ cosO=ksingyoi 1 —p)— 2AH+A*n’—[d—An(coswcos§ -+ sinwsin Gsin )

4-Arsin8{cosewsind — sinwcosfsiny).
Dans cette équation, tout comme dans celles du probléme du § II, j'ai
A G e . N
posé & = p, et jai mis partout H et ® 4 la place de « et de «,.
Il 0’y a plus qu’a former la quantité

(0) V=T¢+ 0p+ f\;f@,

ou, sil'on veut, 4 calculer directement, par des différentiations sous le
signe somme, les deux derniéres intégrales

=i

l6=~%

(10)
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La premiére, qui donne I'angle ¢ en fonction du temps, est

=S
o

+t=Asi ef 4%
B in Vo

(1—p)—2AH +A?n'—[0—Ar(cosw cos b+ sinw sinf sin )+

ou, en remplagant ¢ par I'angle y = ¢ — go° (n° 17) que fait avec Ox
la projection de I'axe de figure sur le plan x O 7,

#)—2AH 4+ A?n*— [0 — Ar(cos w 058 4-sinw sinf cos ) |?

{
It —+t= 3 Asind cx
(1) £ [
29. Pour effectuer 'intégration, remarguons que la quantité
8 » q q q
D3(r— ) —2AH -+ A%p?

est une constante positive ; en effet, si'on a égard a la valeur de H,
on trouve

O*(1 — ) — 2AH + A%n?
=A%sin*@ y* + [®— An(cosw cosd + sinwsinfcosy)]?,

(12)
ce qui démontre ce que j'ai avancé.

Ceci me permet de poser

1 — p) —2AH 4 Atn? o
A’n?sin?w sin? 0 =a,

(13)

& — Arncoswcosd b
Ansine sing ~

a et b étant deux constantes arbitraires, dont la premiére sera, si {’on
veut, essentiellement positive. J'introduis dans les calculs subséquents
ces nouvelles constantes, a la place des quantités @ et H.

L’intégrale (r1) devient alors

d; d
(14) f+t== ! —_k ! X s
nsING [ \/a?— (b —cosy ? nsine J\/(p-——cosy)(g + cosy)

en faisant

at+b=p, a—-b=y.
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Posons enfin
tang ; L=,

il vient

. d.
(15) "B+t==%x 2 f ud , ’
nsinw \/[p__1+(p+x)x’][q+l+‘\’]_I)m’l

La quadrature qui figure dans le denxieme membre de cette équation
dépend des fonctions elliptiques de premiére espece; on I’obtient sous
la forme ordinaire en posant

. 1—p 2 (1—p) (1t —
l( X == —_— m —-=--—--——-
(16) IVIEs (CFp) 1

en effet, on trouve ainsi

. % al
ﬁ—f—Z:i 2 - 2 ’
nsine V= (14 p) (1+q) J VT =) (1 — w2

d’ou, en intégrant,

, . 1 — ) )
(7 )f:smam[nsmw\/ (l2+m(l+q'(,3—l—t), m],
la constante arbitraire {3, jointe a ¢, permettant de supprimer le double
signe ==.
Je puis transformer 1'équation (17) au moyen de la relation bien

connue
sinam{iu, m)=itangam(u, m'),

ou, comme |'on sait,

i=y—1, m'=yi—m’

Si je pose

(18) n.=;‘nsinmv’(1—+—p)(l+ q)s

il vient
y =itangam[n, (t+ ), m'],
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d’ou
(19) x = tang é 1= \/ﬁ tangam(n,(t + f3), m'}.

30. Avant de discuter cette expression, c’est-a-dire de faire diverses
hypothéses sur les signes et les grandeurs des quantités p et g, il faut
commencer par examiner quelles sont celles de ces hypothéses qu’on
‘devra rejeter. On verra par les remarques suivantes que les divers cas
particuliers se réduisent a deux principaux : celui du mouvement
continu et celui du mouvement oscillatoire.

1° Je dis d’abord que 1 -+ p et 1+ ¢ ne peuvent ni 'un ni Vautre
étre négatifs.,

Si 'on avait, en effet,

g<—1 ou a—b<—1,
on en conclurait

b>a+1,
d’ou
p>a2a-1,
et & fortiori
p>1,

puisque a est essentiellement positif.
Des deux inégalités
g<—1, p>r,
on déduirait
g+ cosy <o, p—cosy>o,

c’est-a-dire que le radical des expressions (14) serait essentiellement
imaginaire.

On démontrerait de méme que 1 + p ne saurait étre négatif.

On conclut de la que n, est toujours réel.

2° p+1 étant toujours positif, il doit en étre de méme de p —1,
sans quoi la valeur (19) de x serait imaginaire, n, étant réel.

Il y a donc en définitive seulement deux cas & distinguer, selon que
t — q est positif ou négatif.
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Premier cas : 1—q <o. 1— p étant aussi négatif, la quantité m est
réelle, et il est facile de s’assurer qu’elle est plus petite que 1, donc
m' est également réel et plus petit que 1. On peut prendre m’ pour
module d'une fonction elliptique ordinaire; et si 'on pose

k‘ :I"’: 2 \/m’

on aura
’ . 1 . I}—-‘l \
(20) tang ~ y = \/E_-FT tangam(n, ¢, k),

en supposant que I'origine du temps coincide avec l'instant ou l'axe
du solide considéré est dans le plan méridien.

On voit d’aprés la formule (20) que l'angle x peat passer par toutes
les valeurs comprises entre o° et 360°. Le mouvement est continu. La
durée d’une révolution dépend 4 la fois du coefficient n, et du mo-
dule k,. En désignant, avec Jacobi, par K, la fonction complete qui

correspond au module k,, on aura

_ i

n,

T

Deuxiéme cas : 1 — g > 0. m est imaginaire, et par conséquent
m’ plus grand que 1. Je pose alors

L I (RO [EETIR
27T m T o a ’

et comme

tang ain (u, é) = Ii:—,coscoam ( %, k) ],

\

je puis remplacer la formule (20) par la suivante

tangéx = \/H_—(’ coscoam [n,(t + 3, K, ],

t—q

i*1 Fundamenta nova, p. 0.
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n, . i~
I, = — = nsinw Va.

ke

Enfin puisqu’on a d’'une maniére générale
coscoamu = cosam (K — u) = cos am (u — K),

la constante arbitraire 8 me permet d’écrire I'équation précédente :

p cosam (nyt, ky).

{21) tangéxz\/z—i_"

Ici tang X varie seulement de + V' 7y — \/' + 7. Cest-a-dire
1-——q I—q

que I'axe du solide accomplit des oscillations symétriques de part et
d’autre du plan méridien, la durée de chaque oscillation compléte
étant

31. L’amplitude des oscillations est d’autant plus grande que ¢
s’approche plus de I'unité, et d’autant plus petite que cette quantité
est plus voisine de — 1. Les deux cas limites, ¢ =1 et ¢ = — 1, corres-
pondent a V'équilibre relatif; on a alors y = constante : 0° dans le
deuxiéme cas, et 180° dans le premier; on sait d’ailleurs qu'il y a
stabilité dans I'une des positions et instabilité dans P'autre, et que la
stabilité a lieu quand la rotation du corps autour de son axe de figure
est de méme sens que la rotation de la terre.

Si 1+ g est une quantité tres-petite, le module k, est aussi tres~

. , . . i .
petit, et I'on peut remplacer la fonction compléte K, par —» ou, sil'on

2

v N Y
veut, par — (1 -+ Z’) En s’en tenant a la premiére valeur, on aura

\/_'__Asme
L2 2 7 sin
(22) "1:-1::——_“_:27': e

7 nsine Ve Vo (1—p)—2AH + A" n?

Tome VIIL (2¢ série), — FEvrIER 1863. 7




IS

50 JOURNAL DE MATHEMATIQUES

Le double signe doit étre pris sous le radical de maniére & rendre
celui-ci réel. En effet, j’ai dit (n° 29 ) que je prenais pour a la valeur

positive de a*, donc

Yo (1—p)—2AH 4 A'n?
a= = Ansinesing ’

en ayant soin de prendre le signe + ou le signe —, selon que
. . Asino - P
Ansinw sinf ou —— est positif ou négatif.
n SN w

Si dans I'équation (21) on fait £ = o, 1+ ¢ étant toujours supposé
tres-petit, on a

COSy, = — ¢ =1 a peu pres,
’
Yo = 03

si de plus je désigne par N, la projection de la rotation initiale du
corps sur son axe de figure, j’ai

(5 bis) ® = C[Ny+ ncos{w—0)],

. N — — 8
(I3 bls) a = il ‘y.)c.os(w .
#nsine sinb

Cette valeur de a a été obtenue en remplacant le numérateur de l'ex-
pression (13) par sa valeur tirée de I'équation (r2), et en y faisant
ensuite £ = o.

Si I'on se reporte maintenant i ’équation (22), et qu’on substitue
a la constante a sa valeur (13 bis), il vient

{ T— am nsin
\ - nsine [Ny+n (1—p)cos{w— 6]

. g sing __ 1 n{t—upjcos(w—6)
’_ - 225\/1‘L,nsinw l:l 2 N, i

I
N,

32. Pour terminer cette discussion, il faut encore considérer le cas
ou

en ayant égard a la petitesse habituelle du rapport

p=q=1,
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ce qui exige qu'on ait
(24) b=0 ou N,=n[ucoswcosh — cos{(w — 0)].

L’équation précédente montre que ce cas ne se rencontrera généra-
lement pas dans les expériences, car la rotation N, est toujours trés-
grande par rapport & n. Quoi qu’il en soit, on a alors

d
ﬁ+t=i—.’~f X,
nsSinw smx

d’ou
(25) tangi—x — lang-;- Yo ein sinw,l:
(26) ¥ = * nsinwsiny.

Pour que ce cas se présente, il faut évidemment d’abord que 'équa-
tion (26) soit satisfaite & I'origine du mouvement; cette équation re-
vientd @ =1, si I'on tient compte de ce que b=o0. Suivant que I'é-
quation

r . -
Ko= T nsinwsiny,

sera d’ailleurs vérifiée avec le signe -+ ou avec le signe —, on connaitra
le signe qu’on devra prendre dans les équations (25) et (26).

Dans ce cas remarquable, le mouvement ne sera pas périodique,
Paxe du corps tendra indéfiniment vers sa position d’équilibre. Mais
alors il est remarquable qu'il se dirigera indifféremment soit vers la
ligne qui répond i y = o, soit vers ¥, = 180°, selon le sens de ['im-
pulsion primitive et quel que soit celui de sa rotation propre, pourvu,
bien entendu, que celle-ci satisfasse 3 Véquation (24).

33. Enfin je n’aurais pas pu poser les équations (13), si sinw avait
été¢ nul, C’est-a-dire si I'axe de Ia terre coincidait avec celui du céne

directeur : on a alors
Y= Mt -+ ),

c'est-a-dire que la rotation de la terre n’a ici d’autre effet que de
changer fa valeur de la constante M, sans plus modifier les lois du
mouvement; I'axe du corps solide conserve indéfiniment son état de
repos ou de mouvement uniforme.




