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EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSEE A M. LIOUVILLE;
Par M. H. SCHROTER.

Breslau, 10 mai 1858.

La théorie des équations modulaires étant devenue 1'objet de plu-
sieurs communications i votre illustre Académie, je prends la liberté
de vous adresser par la poste deux Mémoires que j'ai publiés, il y a
plusieurs années déja, comme théses pour le doctorat et pour Pagréga-
tion a la Faculté des Sciences de Breslau.

J'ai pris dans mes recherches pour point de départ une formule
dont M. Jacobi a donné un cas particulier (Journal de Mathématiques
de M. Crelle, tome III, page 305). En employant les séries que M. Jacobi
a introduites dans Panalyse,

—+ ®

$(x, q)= Y (—1)g"cos 2hx,

8, (x,q)= Z(-— 1)"q(k+%>?sin (2h +1)x,

“+» (h—f—;)’ .
$a(x,q)= X q\" 2/ cos (2h+1)x,

-+ 0

95 (2, q) = ¥ q* cos 2 hx,

—_—

séries entre lesquelles existent les relations connues
v

3, <x +;—r’q>:9(x,q),

R (x,q), I=y—1,

N

1. i log
g% et 5y (-75_"‘;1, 9)

y 1. 4 i]O
ahers, (w0 )= g
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on ala formule générale
S % (x +7,9) % (x — py,¢°)
w=p

| = 2N [(p+1)x—pps, o)., [(p+1)y—ps, ¢
' M=
p étant un nombre entier positif et = = i log g.

Le cas de p = 1 est celui qui a été considéré par M. Jacobi.

A Paide de cette formule on peut former les équations modulaires
pour la transformation de l'ordre p=2"—1, en n'appliquant que les
formules connucs pour la transformation du deuxiéme ordre.

En effet, si 'on pose p = 3, on tire de 'équation (1),

53 (X +7,q) 55 (X — 3¢ F (e +79)3(x—3y,¢°)
=25 (47,4") % (42, 9) + 23, (47,4 )5, (42, 9",

et en se servant des formules connues

29:(22,9")=54(3,9) + 5(z,9),

232(2“5’(]‘): '9'3(2’7(]) - 9(21 q)a
on trouve

S (X +7,q) (2 =37,¢° )+ % (x-+7,9)3 (x — 3p,¢°)
=53(27:¢)%: (220, ¢° ) - 3(27,9) s (2, ¢°),
d’ou découle sur-le-champ une foule de formules en augmentant les
¢éléments x et yde = L, =T +7, etc..
4 2 2
Je n’indiquerai que les deux formules suivantes :
(1) [ S (X +7,0)%(x —=3y,¢°)— 5, (2 +739)%2(c—3y,¢%)
=507,q)5(22,¢°) ~9,(27,9) %, (2, ¢*);
2) { $2(+7,9)% (2= 37,¢° )+ 5 (x +7.,9)9%.(2 — 3y, ¢*)
) =25(47,4")% (4x,q"*)+ 25, (4y,9") 9 (42, q'?).
Si 'on fait, dans Péquation (1}, 2 = 2y = z, on aura
(3) { 95(2,¢)9:(2,9°) +9.(2,9) % (5,4°)
o =9(2,0)%(23,4°) + 92 (5,)8: (3,4°),
33..
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et pour z=o,

93(0,9) 9:(0,¢*) = $(0,9)3 (0, ¢°) + 32 (0,9) 92 (0, ¢°),

relation qui donne immédiatement I'équation modulaire pour la trans-
formation du troisiéme ordre

‘/k—i_'_ \/m_:lar

en écrivant comme d’habitude

$:(0,9) —JI (0,9) _ - 2 2 __
5‘3(0,9)_\/k’ 3:(6_,7)—\/]{" k=1,
H{o,4° )

LR WL B W e

On tire aussi de I'équation (3) la suivante, en supposant z = pw
(g étant un nombre entier) :

(4) 95(0,q9)93(pm, q°) = 32(0,9) %2 (pm, ¢*) + 3 (0,9) (—1)* 5 (p=, ¢°).
SiVon fait y =0, x = =, laformule (2) devient
92(0,9) % (=, ¢° )= 2p" 3 (0, ¢*) 34 (4p=,¢'?),
1 .
et en posant ¢2 au lieu de ¢

i jH

(5) §6 -5, (o,q5> H (%’7 (I%) =2qz%ﬁs(0, q*) %4(2p=,q°).

Cette équation bien remarquable se déduit aussi des développements
connus des fonctions 3 en produits infinis.
Passons a présent au cas de p = 7; on aura en vertu de la formule (1),
S (X +7,9)3(x —77,¢4")+ 9 (2 +1,9)s (2 —77,97)
=% (47,9") % (4, q"*) +9(47,9%) 5 (hx, ")
+ %2(47,9%) %2 (42, 4'") — 9, (4, ¢*) %1 (4, 9**),

d'ou découle pareillement un grand nombre de formules, dont je ne

1 [ R Y I RN R [irss g
i
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citerai que les deux cas spéciaux

6) % 92(07’]5)92(”@ qg)

= ""*]35(0,9)93 (15,97 )+ 92(0,9) %2 (pm, ¢")— 9 (0,9) 5 (pm,q7)],
(7) 2(—1)*$(0,¢%) 8(2pm,9"")

| = q""[95(0,4)%: (13,9")— $2(0,q) %2 (um, ¢")+ 3 (0,9) 8 (pw, 4"} ],

d’ou vient, en faisant u = o et ajoutant,

(

192(0:4%) 5 (0, 47) - 5(0.07)5(0,"" ) = s (0,) 35 (00 4,

ce qui fournit en & et A I'équation modulaire pour la transformation
du septiéme ordre

VAL + VE X = 1.

De la méme maniére j’ai trouvé I'équation modulaire pour la trans-
formation du trente-uniéme ordre

s 7<{ 4/1+k1 4+ af/r—k 1 —3 &7
Vli)\(v 2 2 +\/ 2 2 )—_V A

3 &/ 4k 1+ sfr— k¥ — ) 4
:\/f.x’(\/—2——2+\/ P 5 >-—\r’]f,)\..

On peut obtenir une autre forme de cette équation modulaire, plus
analogue aux formes précédentes, mais plus compliquée.

A laide de la formule générale (I) on peut former les équations
modulaires pour la transformation de I'ordre p=3.2"—1,silona
égard A la relation (4) ou, ce qui est plus simple, 4 la formule (5).

Onapourp=2>5

F3 (X +7,9) % (x—5y,¢°)

H=>
= quu‘u erilz+r) g, (6_}‘ — pw, ‘]6)3‘3 (6.1,’ —5 |m;,qsoj7
d’ot Von tire

%5 (X + 75 ¢°) 92 (2 — 57,9") — 2 (x +7,4%) 55 (o — 53, ¢

2

AN g e e2eilzw) 5, (3y — pw,9°) 94 (3 — 5w, g't)

53
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et
s(x+ 7,65 (2 = 57,¢%) =3, (x +7,4%) s (2= 57, ¢)
= 2272#/1@4#"(1-*-7)9, (6y — um,q°)s, (6 — 5pm,q'?),
d’ou, pour x =y =o,
%5 (0,9) 92 (0,7°) — 52(0,9) %5 (0,9°)
=g (1 ), (25 0%)
$(0,9) 3 (0,¢°) — %2 (0,9) 9(0,¢°)
=2 294##9, (2p.a’7,q°).9, (topm,q*°);

et

en tenant compte de la relation (5A),‘ mettant ¢ au lieu de ¢, et mul-
tipliant, on trouve

25, (0,4%) 50,4 )[4 (0,9)32(0,¢%) — 52(0,) 920, 4°)]
=5(0,47)2(0,4') | 5(0,9)3: (0,4°) = #4(0:9) (0,0°) |

ce qui donne entre &, A, &, , 2, I'équation modulaire pour la transfor-
mation du cinquiéme ordre

VR (VE = v3) = VA& (VA — VE,).

De la méme maniere résulte I’équation modulaire pour la transforma-
tion du onziéme ordre

4——)\<\/1+—A‘11—i F—k1—2
2 2 - . 2 2

&/ Ik 1+ 1— k1 — ), Y —
_\/k‘)\‘ (\/ 2 2 _\/ 2 2 >:V/i)\—~\/k')\”

que I'on peut mettre sous la forme

2

qui me parait préférable a la précédente.
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J'ai encore appliqué la méme méthode 4 déduire I'équation modu-
laire pour la transformation du vingt-troisiéme ordre, et j’ai trouvé la
relation suivante :

3/ 4/ 4140 af1 — k1=
(i (y/ T i)

™

+2(k’“§ AR SR Yy gy s gy}
[ RAL ] Py > 2 -_E._.

— YRR+ R+ (§8 — V%) (VR — VRT)-
¢

Par les relations (6) et (7), on peut former les équations modulaires
pour les nombres p = 7.2" — 1 au moyen de la formule générale (1).
Pour la transformation du treiziéme ordre, j’ai trouvé I’équation mo-
dulaire '

v/ﬁ(\/l—}—/r_l—}—)‘_\/l—-ﬁ‘l——)\)
2 2 2 2
= gl — - l‘ A &k,
~+~\//€‘)\,<\/l+k'-l+)—\/l A'I )\)_{_\/L—i—w—i;l—‘_I
2 2 9 2 2

= VARV V) -+ VR (VA + W) + VR, (VEY, — V2,

que 'on pourrait mettre sous plusieurs formes.

Les formes des équations modulaires que vous trouverez dans mon
premier Mémoire sont plus compliquées que les précédentes; il en
serait de méme pour les équations modulaires que je pourrais ajou-
ter relativement aux nombres 17, 19, 29. Dans mon second Mémoire
Je me suis occupé de la formule suivante, plus générale que (I):

S5 {2+ $ry,q") 34(s2 — tpy, g°)
=i plie—i
(11) = 2 qw#e?#i(lﬂv-s'?)% [(rs2+pt2)j—-s.r.p.w,q'*“‘f"‘]
1U':0

<515 ) = tprm )

P> s 5, t étant des nombres premiers entre eux.
Je m’étais proposé le probleme d'exprimer 4 Paide d'équations
p 1
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algébriques les valeurs de

L -p()lll'[.l-'_‘l 2,3 i

p étant un nombre premier

m
par le plus petit nombre des valeurs de 3, (o, q ">.
Je suis parvenu entre autres au résultat curieux qu’il ne faut
que des équations du second degré pour déterminer les valeurs de

pa

97 93(um,q'"), (p=1,2,3,...,8),

en supposant connues les valeurs de 3, (o0, ¢°), 93(0,q5>, 35(0,9'"),

]
93 (0, q'7>, résultat qui est analogue a la division du cercle en dix-sept
parties égales.



