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EXTRAIT D'UNE LETTRE ADRESSÉE A M. LIOUVILLE ; 

PAR M. H. SCHROTÉR. 

La théorie des équations modulaires étant devenue l'objet de plu-
sieurs communications à votre illustre Académie, je prends la liberté 
de vous adresser par la poste deux Mémoires que j'ai publiés, il y a 
plusieurs années déjà, comme thèses pour le doctorat et pour l'agréga-
tion à la Faculté des Sciences deBreslau. 

J'ai pris dans mes recherches pour point de départ une formule 
dont M. Jacobi a donné un cas particulier (Journal de Mathématiques 
de M. Crelle, tome III, page 3o5). En employant les séries que M. Jacobi 
a introduites dans l'analyse, 

Breslau, jo mai 1858. 

-H co 
S- (je, q) — ̂  (— i)A^A''cos 2hx , 

CC 

S, [χ , q) = 2(— 1 )
A
g(

A+2
) sin (ih h-

—■ 00 

Β·2(χ , q) — 2/ cos {2 h -4- \)x r 
—■ CO 

H- 00 
9g. (χ, q ) = ^

j
qhà cos 2 hx, 

— CC 

séries entre lesquelles existent les relations connues 

»3 (x + £>?) = *(*»?)> 

qie
ix

 ^3 ̂  —
 l~kl

?

 q— s-
2 }

 2), i = v — ' r 

jq
x

e
ix

$
s
 («+ρ'-7

ί

.?)=»ι(^ΐ\ 



PURES ET APPLIQUÉES. 2 5g 

on a la formule générale 

| \x-pr,qp) 
m! μ=ρ 

I [(ρ-\-ι)χ—ρμτζ, qP(P+,'>]. S-
a
[(p+i)y—pTS, qp+i\ 
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ρ étant un nombre entier positif et zs — i log q. 
Le cas de ρ — ι est celui qui a été considéré par M. Jacobi. 
A l'aide de cette formule on peut former les équations modulaires 

pour la transformation de l'ordre p= 2*—i, en n'appliquant que les 
formules connues pour la transformation du deuxième ordre. 

En effet, si l'on pose ρ ~ 3, on tire de l'équation (I), 
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= 2S
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et en se servant des formules connues 
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d'où découle sur-le-champ une foule de formules en augmentant les 

éléments χ et r de ± ztz -» ± - » etc. y 4 2 2 
Je n'indiquerai que les deux formules suivantes : 
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Si l'on fait, dans l'équation (1), ix — -iy = s, on aura 
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et pour ζ = ο, 
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relation qui donne immédiatement l'équation modulaire pour la trans-
formation du troisième ordre 

\jkl + \jk
t
l

t
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en écrivant comme d'habitude 

k'+k'=" 

λ'+λ;='' 

On tire aussi de l'équation (3) la suivante, en supposant ζ — μπ 
(μ étant un nombre entier) : 

( 4 ) (o, q ) .9-3 ( μπ, q3 ) = â
2
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2
 [μπ, q3 ) + S- (o,q ) ( — 1)t* 3-(μπ, q3). 

Si l'on fait y =o, .r = μτζ, la formule ( a ) devient 

■9-2 (o, q) S-, {μτχ, q3 ) = Ίρ,ιμ${ο, q4) S-, (4f«b qi3), 

et en posant q2 au lieu de q 
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Cette équation bien remarquable se déduit aussi des développements 
connus des fonctions .9- en produits infinis. 

Passons à présent au cas de ρ= η ; on aura en vertu de la formule (I), 

S-
3
 (x -hj, q) (χ - ηγ, q') + s- (χ ■+ j, q ) $ (a? - 7 J, qT) 
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+ 5-2 (4jr, q2) ^2 (4λ·» (4 jr, <?2 ) ̂  (4-r, ̂ 4 ), 

d'où découle pareillement un grand nombre de formules, dont je ne 
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citerai que les deux cas spéciaux 

I ('61 L 
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d'où vient, en faisant μ = ο et ajoutant, 

ifrj(o,q^
2
 ^o,q^j + 5-(o,72)3-(o,g*

4
)= *,(0,9)$,(o.g7), 

ce qui fournit en A et λ l'équation modulaire pour la transformation 
du septième ordre 

VA-λ + \/A
4
 λ, = ι. 

De la même manière j'ai trouvé l'équation modulaire pour la trans-
formation du trente-unième ordre 

= (γ/'ψψ: + \ίϊψ7ψ·) - *νΜΓ· 

= (γ/'ψψ: + \ί
ϊ

ψ
7

ψ·) - *νΜΓ· 

On peut obtenir une autre forme de cette équation modulaire, plus 
analogue aux formes précédentes, mais plus compliquée. 

À l'aide de la formule générale (I) on peut former les équations 
modulaires pour la transformation de l'ordre ρ = 3.2" — ι , si l'on a 
égard à la relation (/j) ou, ce qui est plus simple, à la formule (5). 

On a pour ρ = 5 
S'a S-s (·*■— =>X,q5) 

p.=b 

= qy." ,<>
3
 (6j- — μα, qa ) s-3 (6 χ — 5 μα.//3"), 
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d'où l'on tire 
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et 
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d'où, pour χ —γ — ο, 

et 
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en tenant compte de la relation (5), mettant 9s au lieu de 9, et mul-
tipliant, on trouve 
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ce qui donne entre k, λ, A, ,λ, l'équation modulaire pour la transfor-
mation du cinquième ordre 

faX (VA-χ/λ) = fa. λ, (ν/λ, - VA,). 

De la même manière résulte l'équation modulaire pour la transforma-
tion du onzième ordre 

- VA(J, {\/W^ - V/,J=r~) = ν - νΰ, 

- VtJ, {\/W^ - V/
,J
=r~) = ν® - νΰ, 

que l'on peut mettre sous la forme 

faX (A + λ) - fa, λ, (A, + X, ) = a (VAX - VA, X,) 4/' +" + 

qui me paraît préférable à la précédente. 
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J'ai encore appliqué la même méthode à déduire l'équation modu-
laire pour la transformation du vingt-troisième ordre, et j'ai trouvé la 
relation suivante : 

+V*Â ( \/^ψ - \/ψ^ ) + V/L±i^ 

- ■·-=*) 

— î/kï.-h \/k, λ, -+- (\ kl — \/k, λ,) (\Jk~k — \!k, λ,)· 

Par les relations (6) et ( η ), on peut former les équations modulaires 
pour les nombres ρ — η .in — ι au moyen de la formule générale (I). 
Pour la transformation du treizième ordre, j'ai trouvé l'équation mo-
dulaire 

+V*Â ( \/^ψ - \/ψ^ ) + V/L±i^ 

+V*Â ( \/^ψ - \/ψ^ ) + V
/L±i

^ 

= ν k λ (ν'Λ·-t- V^) - ^ V^i {y/k, 4- \/λ, ) -ι- ν'^λ/r, λ, (yjk\, — \Jk
f
 λ), 

que l'on pourrait mettre sous plusieurs formes. 
Les formes des équations modulaires que vous trouverez dans mon 

premier Mémoire sont plus compliquées que les précédentes; il en 
serait de même pour les équations modulaires que je pourrais ajou-
ter relativement aux nombres J7, 19, 29. Dans mon second Mémoire 
je me suis occupé de la formule suivante, plus générale que (I): 

J $
3
{tx + srj,qr) b-^/sjc — tpj,qp) 

1 azxzrs^-'rpC·—1 

(π) | = Σ + + 
I μ=0 

\ χ S-
3

[(™2 + pt2)x — tprixrs,qrp{rs'+pÎ'1]\, 

ρ, r, s ,t étant des nombres premiers entre eux. 
Je m'étais proposé le problème d'exprimer à l'aide d'équations 
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algébriques les valeurs de 

qf), 2 
Y ρ étant un nombre premier_J 

( par le plus petit nombre des valeurs de .9-
3
 \o, q " J. 

Je suis parvenu entre autres au résultat curieux qu'il ne faut 
que des équations du second degré pour déterminer les valeurs de 

μμ 
917&3(ρσ,947), (p= I, 2,3,...,8), 

en supposant connues les valeurs de S-
3
 (o, q

s
), £

3
{o,<^), ^

s
(o,^'

7
), 

3·* Ι
0

*? Ό; résultat qui est analogue à la division du cercle en dix-sept 
parties égales. 


