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WA VINAAMRAA YAARA

SUR

UN PROBLEME RELATIF A LA DIVISION:

K

PAR M. LEJEUNE-DIRICHLET.

[ Extrait des Comptes rendus de 1’ Académie des Sciences de Berlin, Janvier 1851. ]

Trapevction DE M. J. HouxL.

Dans un précédent Mémoire [*], j’ai fait remarquer en passant que,
si 'on divise un nombre entier 7 par tous ceux qui ne lui sont pas
supérieurs, le cas ot le reste est au-dessous de la moitié du diviseur
se présente plus fréquemment que le cas contraire, ot le reste égale
ou surpasse cette moitié; et ’ai montré en méme temps que le rapport
du nombre des diviseurs qui se trouvent dans le premier cas au nom-
bre total n des diviseurs converge, pour une valeur indéfiniment crois-
sante de 7, vers la limite 2 — log 4 = 0,61370.... Il est, je pense, assez
intéressant de généraliser ces recherches, et de déterminer le nombre
k de ceux des diviseurs 1, 2,..., p (p étant = n), auxquels correspond
un reste dont le rapport au diviseur soit inférieur a une fraction don-
née ¢ moindre que l'unité. En employant les crochets pour désigner
le plus grand nombre entier contenu dans la quantité qu'ils renfer-
ment, de sorte que la différence  — [ x| soit toujours nulle ou posi-
tive, mais < 1; il est facile de voir que le diviseur s jouira ou ne
jouira pas de la propriété en question, suivant que la différence

[*] Sur la détermination des valeurs moyennes dans la théorie des nombres; Mé-
moires de I’Académie de Berlin pour Fannée 1849.— C'est le Mémoire ci-dessus.
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n n .
s | — |5 — @ [ aura pour valeur + 1 ou zéro. On a donc

$
. n n d n . n
=2 (i) -[i-e])=2[F] -2 [F <)

1 T T
le signe de sommation étant ici, comme dans tout ce qui va suivre,
relatif 3 s. Sous cette forme, 'expression de % est peu propre au calcul
numeérique, et ne fait rien savoir sur la maniére dont varie % pour des
valeurs croissantes de n et de p. Mais on peut lui faire prendre une
forme appropriée & ce double but au moyen de la transformation sui-
vante, qui est encore applicable dans une foule d’autres cas.

Soit y» = f(a) une fonction qui aille toujours en décroissant, tan-
dis que la variable x croit depuis & = p jusqu'a ax = p. La fonction
inverse &x = F () présentera évidlemment le méme caractere, et ira
toujours en décroissant pendant que la variable y croitra depuis
Y =/ (p) jusqu’a y = f (). Supposons que les constantes . et p
soient des nombres entiers; faisons, pour abréger, [ f(pn)] = v,
[f(p)] = g, et formons la suite

) (e +0L )] /P

dont chaque terme est égal au suivant ou lui est supérieur : nous allons
maintenant déterminer quels sont les termes de cette suite égaux a un
nombre entier ¢ pris arbitrairement entre ¢ et v. Pour cela, cherchons
d’abord Findice (lequel est complétement déterminé) du terme dont
la valeur est 2 ¢, tandis que le terme suivant est < £. On a ainsi

[f())ze [fls+1]<s
ou, ce qui revient au méme,
Szt fls+n) <y,
d’ou résulte, en vertu de I'hypothése faite sur la fonction f(x),

sSF(8), s+1>F(t+1),
c’est-a-dire

s = [F (t)]
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En appliquant ce résultat 4 £ eta £~1, on voit que la valeur £ ne
convient qu'aux termes dont les indices s satisfont a la_double condi-
‘tion

s>[F(t+1)] et sZ[F(¢)].

Ce résultat doit étre modifié 4 chacune des deux extrémités de la seé-
rie: pour ¢ =y, la premiére condition devient s> ., et, pour £t =g,
il faut, au lieu de la seconde condition, prendre s<p. 1l est facile
maintenant, en s’appuyant sur ce résultat, de transformer la somme

pAVIOIION

ou ¢ (s) désigne une fonction tout & fait arbitraire, en réunissant d’a-
bord tous les termes dans lesquels [ f(s)] a une seule et méme va-
leur, et enajoutant ensuite toutes les sommes partielles ainsi obtenues.

Posant ¥ ¢ (s) = ¢ (s), on obtient, pour la somme partielle dans la-

quel‘e [If( )] a une valeur ¢ telleque g < ¢ < v,
Y [F ()] — ¢ [F(e+0)]},

et respectivement pour les valeurs répondanta t =vetat=g,

VIGIF (vl — 9 (p)l et q{gip) — ¢[F (¢ +1)]},

et par suite

2 f(9)]e(s) =q¢(p)—vy (w)+ D¢ [F(s)].

Maintenant mettons a part les . premiers termes de chacune des
deux sommes dont se compose I’expression de % donnée plus haut, et
appliquons aux termes restants la formule que nous venons de trouver :

on a ainsi
P

2[H]=32[] < m-m

Pl q—+1

iy

(IR
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ou
RN E
et
P . o
Si-e]=3[5] e -
\ p 41 ¢+
ou

[[-ef=v o Boel=r

Posons, pour abréger,
v—yv =27, ¢g—¢q¢=c¢,

¢ et ¢ ne pouvant avoir pour valeur que zéro ou I'unité; mettons la
derniére somme sous la forme

,

2|l =2 =] e ] - )

q'+1 q —+1

et substituons; il vient

k=3 (5] - [F- <) + 2 (] - =)

q—+1

(o[ = (o= ==]) 0

Bien que la transformation que nous venons d’effectuer soit appli-
cable a toutes les valeurs de p, elle n’est avantageuse que dans le cas

ou p est plus grand que Vr, et, dans cette supposition, elle I'est le
plus possible lorsque, comme nous allons le faire tout 4 I’heure, on
choisit pour le nombre p, laissé jusqu’ici arbitraire, un des nombres

entiers voisins de yn. Alors, comme il est aisé de le voir, le nombre
des divisions nécessaires pour la détermination exacte de % se réduit

A . . - n d. f . e . . .
A peu pres 2 2 y/n — 5’ tandis que la formule primitive exigeait p di-

visions.
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Actuellement, en supposant que p soit d’un ordre plus élevé que 7,

c’est-a-dire que 5—’; croisse en méme temps que n an dela de toute li-
n

mite, nous allons chercher & déterminer la valeur limite du rapport
h . . . iy .
5 du nombre des diviseurs jouissant de la propriété en question au

nombre total p des diviseurs. On peut, dans cette recherche, omettre
dans Pexpression de % tous les termes d’un ordre inférieur 4 celuide p-
En négligeant le premier terme dont P'ordre ne peut surpasser celui
de yn, ainsi que le quatriéme qui ne peut contenir qu’un nombre fini
d’unités, il vient

h=q%([§] - [+ - [ s

ou bien encore en supprimant les crochets, ce qui produit une varia-

tion d’un ordre ne pouvant évidemment surpasser celui de y7,

1 I n
h_nZ(;—s+a> -+ (p—-q_l_a) €.
g+1 »
Si nous remplagons la limite supérieure v par o, la somme subit

1
v 1 —u+I—-oc+v+2

tiplié par n, ne dépasse pas non plus 'ordre de y7. On a ainsi

© -

. R n 1 1 : r ¢

Hm — = - - —_ L.

! P pz $ [ e - AP q+a/ p
q-+1

11 faut maintenant distinguer deux cas : celui ol le quotient ;—:7 qui

I’accroissement

- T-:T;’ lequel, mul-

est par hypothése S 1, croit au dela de toute limite, et celui ot ce quo-
tient reste fini. Dans le premier cas, le second terme converge vers

7 . . @
zéro, tandis que la somme contenue dans le premier est 4 < dans un rap-
’ q P
q
5 el .. . Ao
port ayant 'unité pour limite, de sorte que la limite de; coincide avec

P n \ .
celle de e ® c’est-a-dire avec a.
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Dans le second cas, 01‘1;;‘ et par suite g = [7—)] restent finis, il est

. : . h , -
utile de mettre sous une autre forme la valeur limite de ~ donnée im-
P

médiatement par la derniére équation, en introduisant au lien d’une
somme unique la différence de deux autres sommes prises depuis s =1
respectivement jusqu'a s = o« et s = ¢, puis en exprimant la premiére
par une intégrale. Notre équation devient ainsi

q
1 ,
nmé_—_fff 1—'?“dq;_.fz(l_ ' )+<,_.’5._‘__)8,
P PJo 1—9 14 R P 9+«
1

et cette intégrale, qui, pour toute valeur rationnelle de «, est expri-
mable en fonctions logarithmiques et circulaires, est une transcendante
connue, et qui a été Pobjet de nombreuses recherches. Si I'on fait en
particulier p = n, il vient

g=1, ¢ =o0, e=1,

et I'expression limite devient

nmfzf"—?“dqa.
P o I—¢

A P’aide des Tables de cette transcendante données par Gauss dans le
Mémoire intitulé Disq. gener. circa seriem, etc., on peut facilement
déterminer la valeur de « 4 laquelle correspond une valeur donnée de
I'intégrale, et I'on trouve par exemple, sil’on veut que le rapport du
reste au diviseur soit au-dessous de o pour la moitié des diviseurs
1, 2,..., I, qu’il faut prendre & = 0,384686....



