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ONDES HYPERBOLIQUES NON LINEAIRES GLOBALES.

P.GODIN

0. INTRODUCTION

Dans cet exposé, on va décrire des résultats d'existence globale d'ondes
réguliéres par morceaux, solutions d'équations hyperboliques non linéaires
du second ordre. On va s'intéresser ici & deux types d'ondes :
a) ondes de choc solutions d'une loi de conservation quasi-linéaire,
b) ondes progressives continues, dont le gradient présente des discontinuités,
solutions d'une équation semi-linéaire.

La théorie d'existence locale des ondes a) et b), pour des systimes généraux, a fait
1'objet de nombreux travaux (cf [8,6,5] et 1la bibliographie de ces articles).
Cet exposé est divisé en 3 parties: dans la premiére partie, on rappelle les
résultats globaux de Klainerman [3,4] concernant les ondes lisses (sans singula-
rités); dans la deuxiéme partie, on décrit certains résultats correspondants
pour des chocs (cf [1]). Finalement, dans la troisiéme partie, on donne des
résultats sur les ondes progressives semi-linéaires ([2]).

Dans la suite, on désignera par x=(x1,...,xN) EIRN la variable d'espace,

par xy ou t la variasble de temps, et par ai la dérivation a/axi, 0<ic<N.

1. Le cas sans singularités (cf [3,4]).

On considére la probléme de Cauchy

(1)l:lu=2f13(u')3§ju+2f1(u')aiu sit>o0, x €IRN,
(2) agu=euj , J=0,1, sit=0, x €IBN,
N

oﬁl]=8§—£3§ et flJ=fJ1; flJ,fJ € ¢~ dans un voisinage de O €2Ey+1,

£ (0)=£*(0)=0, u'=(30u,3xu), u ,u, € CEGBN), et € > 0 est un petit paramétre.

0
Si € est assez petit, il est bien connu que le probléme (1),(2) posséde une
solution C~ pour t assez petit. Posons T€=sup{t > 0, (1),(2) poss&de une solution

Cm([O,tIXZBN)}.On a alors



THEOREME 1. ([3]). Pour € assez petit, on a ies résultats suivants, ol C et A
sont des constantes > O :

1) i N> k4, T =40

2) i N=3, T_> cel/€
3) si N=2, T_ > c/e?

L) si N=1, T, > C/e.

La preuve du théoréme 1 est basée sur un principe de prolongement des solutions
La méthode classique de 1'énergie montre que siu est une solution de (1),(2)
pour 0 < t < T, satisfaisant |u'| < M (assez petit), alors

t
(3) ' (s)ll. < cliu' (0l (c,| |u"(s)]as),
oﬁz;i R e MJou o)l as

ou |l "k est la norme de 1l'espace de Sobolev Wl @), si done [u'| reste assez

petit et f |u"(s)|ds reste borné quand t 4+ T, il en est de méme du premier
0]
membre de (3), et on peut prolonger la solution pour des valeurs de t supérieures

& T. L'idée de Klainerman [3,4] est d'introduire des espaces adaptés ol une
inégalité telle que (3) est vraie, avec un second membre borné quand T ne
dépasse pas les bornes inférieures données par le théoréme 1. Dans [3,4],

Klainerman introduit les champsNde vecteurs Lij=xi3j-xj8i, 0<i,j <N,
Loj=t3j+xjat, 1<J <N, S=tat+21: xjaj.

Soit K 1'espace vectoriel réel engendré par Bj, 0<Jj<N, Lij’ 0<i<j<N,sS.
K est une algébre de Lie. Pour des fonctions w(t,x), on définit les normes

pondérées llw(t)l = = Ir% w(e)ll o |w(t)] =
Q o2 Oy
T I W (e)l ,onr=r, ....r,,r.,...,I', étant les générateurs de K.
o, N 1 L2271 ')
|o| <k LR,

On peut démontrer une estimation correspondant & (3) (cf [3]):

t
(3) ' ()l < a0l exp(Cyl 107 () et 11y 72798)
bl ’ o 9
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si k>1et sup [u'(s)] X < M. Le point-clé est alors 1l'estimation de
0<s<t K, [§]

Sobolev & poids, due. & Klainerman [L4,3]:
(k) si kO > g-et si w(t,x) est & support compact en x pour tout t, alors

|w(t,x)| < C(1+lt—|x|l)_1/2(1+t+|x|)4F—1y2"w(t)%K K *
>“o

La preuve du théoréme 1 s'obtient en combinant (3') et (L4).

2. Ondes de choc ([5,1])

On considére une loi de conservation hyperbolique

(5) £ 3, (8 (9"))=0,

ol Hi € Cw. On s'intéresse & des chocs, c'est-a-dire a des solutions faibles
de (5) continues, définies sur un ouvert cr' x:mN, et qui ont la structure
suivante: il existe une hypersurface S transverse aux plans t=constante,
divisant Q N S en deux parties Q_,Q+,telle que

(i) wi=wlgt € c7(®Y).

(i1) S est non caractéristique pour les opérateurs linéarisés

1 i J + 2
5 Z(BjH +3,H ) (@ )')aij.

~

On va en fait se limiter & &tudier certaines petites perturbations d'un choc plan.
N
-+ + +
On se donne donc deux fonctions ¢ (t,x)=I a.x., a. € R, et on pose
0

Qi={(t,x) eR' XZRN, 5+(t,x) <@ (t,x)}. Pour que (67,6+) définisse une

solution faible, la condition de Rankine-Hugoniot

(6) £(i(a*)-K'(a7)) (a}-a])=0

ey oA . . - . = + N
doit etre satisfaite. On suppose que a%#aN afin que S={(t,x) ER xR ,

@ (t,x)=¢ (t,x)} soit transverse aux plans t=constante. Ce n'est pas une

_ . . C '
restriction de supposer que a§ < ay. On pose h19=%(8iHJ+ajH1)(a') et on fait
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alors les hypothéses (H1),(H2),(H3) que 1'on va décrire maintenant (cf [5]).

(H1) Hyperbolicité: ZhiJaij est hyperbolique normal de signature (1,N)

00 .
et ht >0 3

(H2) Stabilité unidimensionnelle: S est une surface d'espace pour ZhiJaij et

une surface de temps pour ZhiJaij.

- . el -+ .

On va perturber les données initiales de Y et essayer de construire un choc

- 4+ - e el . ) =—— . -
(p ,0 ) dont les conditions initiales si t=0 sont 3% @ ,0<j< 1 dans §

] =+ + =+ .

et ag ) +¢.:u'j dans @ , ol les w; € CTO)(Q N {t=0} ) sont "petites". On va
rechercher une surface de choc proche de S qui soit d'espace par rapport &

1j . ~ -_—= . - + ~ ~
zthaij. Cela conduit & prendre @ =p . Si on pose Y=p —~p , on se ramene &
trouver une surface de choc S, donnée par une équation Y=0, divisant
+ N . - .+ s -+ S 2z . +
R XIR en deux parties U ,U correspondant &8 ¢ ,0 , et & déterminer ¢ dans U .

Oe est donc ramené au probléme mixte suivant :
(1) XaiHi(a——m')=0 dans U+,

(8) T(H((37)'~0")-H ((37)")3,¥=0 sur s,

(9) 3€¢=3i(5_— 6+)—wj dans UT n {t=0}.

Pour de petites perturbations du choc plan, an sera # 0, et comme =0 sur S,

il en résulte que (8) peut €tre remplacée par
(8") Z(Hl((a—)'-tp')—ﬂl((a-)'))3i¢=0 sur S={@=0}.

Pour résoudre le probléme (7),(8'),(9) on redresse S par une transformation de
1'hodographe partielle (cf [5]): si (t,y)~ (t,y',v(t,y)) est 1l'inverse de
1'application (t,x) » (t,x',p(t,x)) (qui sera inversible), le probléme (7),(8'),
(9) se transforme en un probléme mixte hyperbolique pour v dans t > O, Iy > 0.

On impose alors la condition
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(H3) Stabilité multidimensionnelle: quand W, Zw, 20, le probléme mixte pour v
correspondant & (7),(8'),(9) satisfait la condition de Lopatinski uniforme
par rapport a Yy > O quand yN=O.

Sous les hypothéses (H1),(H2),(H3), et sous des conditions de compatibilité

naturelles des données sur 1l'aréte t=yy=0, il découle des résqltats de [5] que

le probléme (7),(8'),(9) posséde une solution ¢ pour t petit. Pour obtenir une

solution globale, on se raméne facilement, aprds un changement de variables,

d 1'étude des solutions globales du probléme mixte

.. 5 .
(10) Du=2fl'3(u')3iju sit>o, Xy > 0,
- j ' 3 =
(11) Bu=Ig(u )aju sit >0, xg =0,
(12) aJu=U; , =0, sit =0, x>0,

o =1, £19, od € c” dans un voisinage de 0€IRN+1, flJ(O)=gJ(O)¥O.

Les Uj € CTO) (lR-If) sont petites et satisfont les conditions de compatibilité
N .

naturelles sur 1l'aréte t=xN=O. B=Ib? Bj est un champ de vecteurs & coefficients
0

constants tel que {[0,B} satisfasse la condition de Lopatinski uniforme par

rapport & x

N >0 s1 xN=O.

Pour le probléme (10),(11),(12), on peut prouver une estimation d'énergie
correspondant & (3). A cause de la présence du bord XN=0, les espaces |l “11(,k de
la section 1 ne semblent pas commodes & utiliser. Soit A 1'espace vectoriel réel
engendré par Bj, 0<Jj<N-1, Lij’ 0<i<j<N-1(cf.section 1). A est une
algébre de Lie. Si A est un grand paramétre > O et s > 0, posons X(s)=

1/2 5 (32-1)"1/2

min((1+s%) ), et tpm(x')=mx(|x'|/m) sim>0 et x'=(x1,...,xN_1).
Siw>O0 et '5m={(t,x') ER XIRN_1, wm_w(x') <t < lpm(x')}, une analyse des
argumeﬁts de [4] montre qu'on peut prouver des inégalités qui remplacent (L),
pour 1'algdbre R, dans les domaines 'ﬁm' Posons alors E(e)=sup{t > 0, le probléme
(10),(11),(12) possdde une solution u € C ([0,t[ XJRI:) pour toutes données

initiales infiniment compatibles telles que I Nk A% (0)II 5

. S €. € A}.
foj <25~ L (R,) J
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Posons T€=supE(€). En intégrant par rapport & xy les estimations associées élﬁ\qui

remplacent (L4)et en utilisant 1'estimation d'énergie, on obtient alors

THEOREME 2. [1]. Pour € petit, on a (avec &s constantes A,C > 0)
1) T =+ si N > 5

Ale

2) Te > Ce si N=bL, Te > C/e2 si N=3,

A partir du théoréme 2, on obtient facilement des chocs globaux solutions de

(7),(8),(9) si N > 5.

3. Ondes progressives semi-linéaires [8,6,7;2]

On s'intéresse ici & des solutions faibles u du probléme de Cauchy
(13) Du=£fl(u')3iu sit>o0, x €IRN,
(14) Bjul =gu si t=0, x €IRN

t4e=0""") ’ ’

od f* € C dans un voisinage de 0, £~ (0)=0 et € > O est une petit paramdtre.
On suppose qu'il existe un ouvert borné V'C:B¥{ 3 bord 9V € C, situé localement

d'un seul cété de 9V, tel que

- - 00 , =
(H1) ug=u,=0 hors de ¥, u0|3v=o; uglys uyly € C (V).

I1 résulte alors de [8,6] que si € est assez petit, (13),(14) a une solution u
pour t petit. u est continue, u' est bornée et C°° par morceaux avec des sauts
seulement sur les deux surfaces caractéristiques de [, issues de 3V. Désignons
par I la surface caractéristique sortante issue de 3V (c'est-a-dire la surface
@=0 solution de 8t¢»|8x¢[=0 telle que w|t=o=w si 3V=w_1(0) et ¥ < 0 dans V,

Y > 0 hors de V).On fait 1'hypothdse
(H2) V est convexe.

On voit qu'alors I est .globale dans le futur. On suppose que
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3.9

(H3) (3"'1—’3-)ku(0,x) + 0 six €V tend vers Vet Kk € W
t Qtw J : .

dont il résulte que les solutions de (13),(14) sont singuliéres seulement sur I.

On suppose encore que

(H4) La courbure totale de V dans la direction normale est # O en tout point.

Soient Zt={(s,x) € I,s=t} et V. la composante connexe bornée de ({t} XJRN) ~ Zt.

t 0<s<t

le probléme (13,(14) poss€de une solution C([O,t[XZmN) n Cm(ﬁt). On a alors le

Finalement soit D,= U V_. Désignons par Te le supremum des t > O tels que
résultat suivant (sous les hypothdses (H1),(H2),(H3),(HY4) :

THEOREME 3 ([2]). Pour € > O petit, on a (avec des constantes A,C > 0):
1) T =+ si N>k,

Ale

2) Te 2Ce si N=3.

La preuve du théoréme 3 se fait dans 1l'esprit de celle du théoréme 1. Elle est
basée sur une estimation d'énergie. Pour contrdler les termes sur I, on utilise
1'hypothdse (H4). On peut aussi montrer le résultat suivant (sous les hypothdses

(H1),(H2),(H3)), qui généralise des exemples de [7]. Posons f(p)=£fl(p)pi.

THEOREME 4 ([2]). Supposons qu'en un point a € 3V, il y a au plus deux courbures
principales non nulles dans la direction normale & 3V. Si |f(p)] Z_Clplz, (c > o0),
on peut trouver u sy, telles que (13),(14) ne poss&de pas de solution globale

quel que soit € > O.
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