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XV-1
S o l u t i o n s g l o b a l e s des systèmes

de Di rac-KIe i n-Gordon

ALAIN BACHELOT

I N T R O D U C T I O N

C o n s i d é r o n s un système de n sp ineurs et p champs pseudo-
s ca l a i r e s en i n t e r a c t i o n quadra t ique dans l ' e s p a c e de M i n k o w s k i
IR^ muni de la m é t r i q u e de L o r e n t z g^ y = d iag (1 , - 1,- 1,- 1) :

C 1 ) - iy'ô^, + M,0, = ^V^^, , l^ff^n,
x

( 2 ) ^S^-Hn^ = ^ a P ^ ' ^ y . l ^û^P .

On f a i t la sommat ion sur les i nd ices hauts et bas ; les m a t r i c e s
de D i r a c y M v é r i f i e n t les r e l a t i o n s :

(5) y.^ + ^y. = g ' 1 v ! , î ' = g ' - ' y ^ ;

M ^ et m^ sont des p a r a m è t r e s r é e l s (masse des champs) ; V ^ î y

x
et F ^ 1 7 sont des m a t r i c e s 4x4 à c o e f f i c i e n t s cons tants ; A dé-
s igne la t r ansposée c o n j u g u é e d ' une m a t r i c e A .

On sai t que le p r o b l è m e de Cauchy a s soc ié à ( 1 ) , ( 2 ) admet
une s o l u t i o n g l o b a l e pour des données i n i t i a l e s p e t i t e s dans les
cas su ivants :

( i ) si aucune masse n ' e s t n u l l e (M^O, m^O) , le sys tème ( 1 ) ,
(2) est é q u i v a l e n t à un sys tème d ' é q u a t i o n s de K l e i n - G o r d o n à non
l i n é a r i t é s quadra t iques é tud iées par S . K L A I N E R M A N [ 9 ] . Le po in t
c r u c i a l est que les normes L"^) déc ro i s sen t comme I t l ' 1 " ^ , 0 < £ ,
si b i en que l ' é n e r g i e des seconds membres est i n t é g r a b l e sur IR ^ ;

( i i ) si tou tes les masses sont nu l l e s ( M ^ = = m ^ = 0 ) , le sys tème
( 1 ) , (2) est c o n f o r m é m e n t invar ian t et l ' e x i s t e n c e de s o l u t i o n s
g l o b a l e s est é t a b l i e par Y . C H O Q U E T - B R U H A T [ 2 ] ( vo i r aussi [3] et
[ 4 ] ) .

Dans 1 e cas où :

(H^ ) pour tout a , M^ est un réel non nul (m^g est un réel
quelconque),
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il y a a l o r s deux d i f f i c u l t é s : le système n ' e s t pas c o n f o r m é m e n t
inva r i an t et | ^ ( t ) | „ 3 déc ro î t seulement comme | t | " 1 si m^

L ( IR ) '
x

est n u l . Nous mon t rons ic i que le p rob l ème de Cauchy g l o b a l pour
des données i n i t i a l e s p e t i t e s est aussi b ien posé et que les solu-
t ions obtenues sont a sympto t iquemen t l i b r e s , sous des c o n d i t i o n s
algébriques qui appa ra i s sen t n a t u r e l l e m e n t dans les m o d è l e s de la
Phys i que :

x x

(H^) pour tout f f , 0 , Y , on a : V; ' ff y° = ^V^ 7 , F^ 7 = F^' ;

(Ha) si m^ est nul, F ^ ' ^ est proportionnel à y ° y 5 où
- y 5 = - i y 0 ! 1 ^ 2 ^ 3 .

( H g ) assure que les champs <p ^ sont r ée l s et que la charge t o t a l e
des s p i n e u r s est c o n s e r v é e :

r
(4) ^ I V ^ C t ^ ^ d x = cons t an te , t = x ° , x ^ x ^ x ^ x 3 ) ;

a = i )^

( H g ) e x p r i m e que le champ (p^g est p seudosca l a i r e et L o r e n t z - inva r tant

E X E M P L E . - Dans le m o d è l e de Yukawa, la f o r c e n u c l é a i r e en t r e le
p r o t o n et le n e u t r o n , t ransmise par t r o i s p i o n s , est d é c r i t e par
le l a g r a n g i e n d ' i n t e r a c t i o n :

^ in t = ̂  (^p-y^+^y^p)^-! (^p'y^n-^n'y^p) ^2 +

)K

+ (^py '^p-^ 'y 5^) < p 3 > , ^=^y° .

Nous u t i l i s e r o n s les es t imat ions L2-^" de S . K L A I N E R M A N dans les
espaces de S o b o l e v assoc iés à la m é t r i q u e de L o r e n t z [ 8 ] . On in-
t r o d u i t les o p é r a t e u r s ^ ( î ) i . < a < i o

(5) 3^ , o ^ y = x ^ a , - x , a ^ , o$^ ,^ ,$3 .

Pour u dans S ) ( I R ^ X l R 3 ) on d é f i n i t les normes :

(6) l | u ( t ) | | ^ = ^ i i r ' u d ) ! ! 2 ^ 3 > | u ( t ) l N = sup i r ' u d ) ! , 3
L ( R ) L ( IR )

I A I < N x | À | < N x

où À 6 M 1 0 , | À | = À , + . . . + A I O , r^ ^ , l . . . ^ l ; o .
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L ' e s t i m a t i o n f o n d a m e n t a l e de [8] assure que :

(7) l u d ) ^ ^ C ^ d + l t l ) ' 1 sup | |u(s) | |^3 .
SÉIR

La déc ro i s sance est p lus r a p i d e si u et s o l u t i o n de :

(8) ô ^ ô ^ u + n ^ u = f ( t , x ) , m^O , s u p p u C < | x | $ | t | + R > ,

et on a :

(9) |u(t) |^ ^ C ( l + | t | ) - 5 / 4 (||u(s) ||^, + sup ( l + | s | ) l + e ||f (s) 11^4) , 0 < < £
s = 0 1 s 1 < 2 1 t 1

I - E s t i m a t i o n s pour l ' é q u a t i o n de D i rac avec un p o t e n t i e l .

Nous c o n s i d é r o n s le sys tème de D i r a c :

(10) -i^a^ + M0 = (p0 , M^O

où le p o t e n t i e l <p est une m a t r i c e 4x4 à c o e f f i c i e n t s v a r i a b l e s
dans (C et v é r i f i a n t :

(11) < p ^ ° = y ° ( p ;

ce t t e c o n d i t i o n assure la c o n s e r v a t i o n de la charge :

(12) ^ ( t ^ x î ^ d x = cons tan te .

Un e n t i e r k^8 étant donné , on no te || y || =sup|| <p ( t ) || ^ et on suppose
que : tê(R

( 1 5 ) ||(p|| < œ .

E X E M P L E (champ é l e c t r o m a g n é t i q u e l i b r e ) . - On pose ( p = e A ^ Y ^ où
eÇIR et A^ est un champ rée l v é r i f i a n t : ô y ô ^ ^ = 0 ,
^ 1 1 = 0 ^ K ^ o m p a c t > a o A H l t = o € H ^ o m p a c t ^ a lors (p vér i f ie ( 1 1 )
et ( 1 3 ) .
On cho i s i t ô 6 ] 0 , l / 4 [ et on d é f i n i t la norme :

IIMH = sup< ( l + l og ( l + | t | ) ) -^IVj (t) ||^ +
tçiR

(14) ^ ( D l l k - S + ( 1 + I ^ D 1 + 5 1^ (1 ) l k - 8 > •
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THEOREME 1 - Soit 0 une solution de (10) supportée dans

< | x | ^ | t | + R > . On suppose que <p vérifie (11) et ( 1 3 ) . Alors it
existe une constante C>0 ne dépendant que de k>8 , R et §
telle que :

( 1 5 ) sup <||0 (t) llk^ (l^l) 1 + 5 1 ^ (^ Ik-s^ll^ (^ llk
teiR

et si k est supérieur ou égal à 1 5 , on a :

( 1 6 ) (M $ c||^(t)||^ , ,0 d+ IMI ) 2 1 1 ' 1 2 .

( i + I M I )
t = o

2 k - 4 .

Sous l ' h y p o t h è s e ( 1 5 ) , l ' e s t i m a t i o n (7) i m p l i q u e seu lemen t que
l ^ ^ l k - a = ^ l ' 1 ! ' 1 ) / on ne peut donc pas u t i l i s e r le lemme de
G r o n w a l l pour e s t i m e r | | 0 ( t ) l l N > l ' i d é e est a lo r s de f a i r e une
r é c u r r e n c e sur N en remarquant que (12) assure que ||0 ( t ) || o = c s t e .
La d i f f i c u l t é t e c h n i q u e est que les o p é r a t e u r s Q ^ y ne commuten t
pas avec le sys tème de D i r a c S^ = - i ^ S ^ + M . On i n t r o d u i t a l o r s
les o p é r a t e u r s p s e u d o d i f f é r e n t i e l s Q^ y = P '^S)^ y P ( 9 ) où
P (3) d i a g o n a l i s e S^ . On note € y l ' e s p a c e des o p é r a t e u r s d i f f é -
r e n t i e l s d ' o r d r e ^ N engendré par ( l \ ) i < ^ i o •

PROPOSITION 1 - II existe des algèbres d'opérateurs pseudo-

différentiels p-régulari sants sur IR^ , 2 telles que :

( 1 7 ) V^N^N . P ' 1 O^PO)-^^ S, ^ -1 + ^ - l ^ N - l 9 t >

( 1 8 ) C P " 1 O î Q ^ P O ) >^M^< ^ o ^ N - 1 ^M >

( 1 9 ) VN, V T , € 2 , , 3C,>0 , VuÇ®( IR 4 ) , VtClR IIT.ud)^ ^ Cj|u(t)| |^

où <E> désigne l'espace vectoriel engendré par E .

On éva lue | | 0 ( t ) | l N P01!' I I ^ N * ^ ) ! ! 2 où i ï N = p ' 1 (a) Qîïî> (a) en r emar -
L

quant que J^ Qyil)-(pQ^^ ne dépend que des d é r i v é e s de i/j d' o r d r e
^N-1 . On o b t i e n t une e s t i m a t i o n l o g a r i t h m i q u e de l l ^ ( t ) | l N q u ' o n
u t i l i s e avec (9) et (15) pour mon t r e r la déc ro i s sance de | ^ ( I ) | N -
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On peut dédu i re du théorème 1, l ' e x i s t e n c e et la complé tude des
o p é r a t e u r s d ' o n d e pour ( 1 0 ) . Le p rob lème a été é tudié dans [7 ]
pour des systèmes plus géné raux , mais sous la c o n d i t i o n que le po-
t en t i e l se s t ab i l i se su f f i samment v i t e à l ' i n f i n i :

I ^ ( t ) - y (œ) | , dt < œ , ce qui ne permet pas de c o n s i d é r e r deux cas
J L

phys iquement in té ressants : i) le po t en t i e l p é r i o d i q u e en temps
[ l ] , i i ) le champ é l e c t r o m a g n é t i q u e l ib re pour l eque l on a seule-
ment | < P ( t ) | . = 0 ( | t | " 1 ) . On note U ( t , s ) le p r o p a g a t e u r assoc ié

L

à (10) : 0 ( t ) =U ( t , s) yj (s) et U ^ ( t ) dés igne le g roupe u n i t a i r e
assoc ié au système l i b r e ( y = 0 ) . On i n t rodu i t :

W.^ = l i m U ( 0 , - t ) U , ( t ) V j , WV/ = l i m U, (-1) U (t , 0) ^ .
t-»+œ t-»+œ

T H E O R E M E 2 - Sous les hypothèses ( 1 1 ) et ( 1 3 ) avec k = 8 , les

opérateurs W _ et W sont des isométries définies sur tout
(L2 ( I R 3 ) ) 4 .

I l - Formes compatibles et c o n d i t i o n n u l l e .

Pour obtenir une solution globale d'un système symétrique
semi-linéaire L u = f ( u ) , f^^du^) comme perturbation de la so-
lution n u l l e , on est amené à établir une estimation du type :

y+œ
| | f ( u ( t ) ) II g dt < œ .

^-œ L

O r , la solution u^ de Lu^=0 décroît uniformément comme
Itl-^- 1^ 2 et ainsi | | f ( u , ( t ) | | , == 0 ( | 11 - < n - 1 > < d - 1 > / 2 ) . Le cas

L

n = 3 , d=2 est donc critique et il est intéressant de distinguer les
interactions quadratiques pour lesquelles l | f ( u ^ ( t ) ) | | g soit in-

L

tégrable. Une condition suffisante est que f s'annule sur le no-
yau du symbole de L : c ' e s t la notion de compatibilité introduite
par B . HANOUZET et J . L . JOLY [ 5 ] et pour l'équation des ondes, la
condition nulle de S . KLAINERMAN [ 1 0 ] . Dans le cas des systèmes de
Dirac ces conditions sont liées à l'invariance de Lorentz. On note
L Ç O ( 3 , 1 ) -> ± A Ç S L ( 4 , C ) la représentation spinorielle du groupe de
Lorentz.
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THEOREME 5 - S'oit Q une forme sesquilinéaire sur (C4 ; les

assertions suivantes sont équivalentes :
1 ) Q est invariante sous l ' a c t i on du sous-groupe orthochrone

propre de Lorentz D 0 ( 5 , l ) : V^çiC4 , V L € D O ( 5 , 1 ) ,

Q ( A ^ ^ A ^ a ) = Q (^i , 0 2 ) >

2) Q est compatible avec le système de Dirac sans masse
^==-1-^3, : V^GIR^O, VV€Ker^y^ Q ( V , V ) = 0 ;

5) la forme N (0 , , i/j g ) =Q (J?^ ^ ,J?,0 g ) , ̂  , GC 1 (IR4 , C 4 ) , satisfait la
condition nulle : si 0 i = (^h) i < n < 4 ^ on a :

3^
(20) VXCIR 4 , g^ 'X .X , = 0=^Vh,k, ^ ————^—————— X,X, = 0 ;

O^M,^^5 30^^ )3 (3 ,02 )

4) il e x i s t e C>0 te^ que pour tout ^ ^ dans C^IR 4 ,^ 4 )

( 2 1 ) |Q(^,0i ^0^2 ) ( t , x ) |$C ( l + | t | + | x | ) - 1 sup |r,0, ( t , x ) | IF^g ( t , x )
0 $ ( T , T $ 1 0

où I \=x^3,, t = x ° , x = ( x l , x 2 , x 3 ) ;

5) la matrice de Q est combinaison linéaire de y ° et y ° y 5 .

THEOREME 4 - Soit Q z/ne forme sesquil inéaire sur (C4 ; les

assertions suivantes sont équivalentes :
1 ) pour tout 0 ^ dans (C4 et tout L dans 0 ( 5 , 1 ) orz a :

Q ( A 0 , , A ^ 2 ) = (detL)Q (^ ,^3) ;

2) Q est compatible avec le système de Dirac <^M=- i Y tl 3^ +M , M/^0 ,
V ^ e i R 4 , VV€Ker (^y^+M) , Q ( V , V ) = 0 ;

5) Z a ^orwe N (^ ^ , ̂  g ) =0 (^o^ i ̂ o^ 2 ) -^ë'1 ' y Q 0^ i , 9p ̂  2 ) satisfait
la condition nulle ( 2 0 ) et il existe C>0 teZ qz/e pour tout
^, de C 1 (IR4,!;4) :

(22 ) |N(^ , ^ 2 ) ( t , x ) |$C ( l + | t | + | x | ) " 1 sup |r^i ( t , x ) | | r^2 ( t , x )
l^T ,0^10

4) la matrice de Q est proportionnelle à y ° y 5 .
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Un po in t c r u c i a l est que l ' o p é r a t e u r de r a d i a t i o n I\ qui in te r -
v ien t dans (21) n ' a p p a r a î t , pas dans ( 2 2 ) ; en e f f e t , on a
1:^,I\]=^ et donc C ^ M ^ o ^ ^ o et on ne P®^ u t i l i s e r I\ dans
le cas de champs m a s s i f s .

I I I - Le problème non l i n é a i r e .

Une f a ç o n d ' o b t e n i r des s o l u t i o n s g loba l e s d i s p e r s i v e s de
l ' é q u a t i o n ô ^ ô ^ u = ô ^ u . ô ^ u est de la t r a n s f o r m e r en une équa t i on
à second membre cub ique : 3^3" (u- 1 u ^ ^ u S ^ u a ^ u . De m a n i è r e ana-
l o g u e , l ' é q u a t i o n : 2

(23) 9^9^ ::: Q ^ i , ^ ) / Q c o m p a t i b l e avec £^ , M^O

est é q u i v a l e n t e à :

(24 ) 3 , 3 ' ( y ) + ( M . + M g ) - 2 Q(^ ̂ ^N^, ,^ )+^

où N s a t i s f a i t la c o n d i t i o n n u l l e et (22 ) et ^ est cub ique si
^M ^ i = ê i ^ ^ i , M ^ O . On i n t r o d u i t pour k>16 la norme [ 0 ^ ] :

^ i ^ = lit ^ i 111+ sup< ( 1 + l o g ( l + | t | ) ) " 8 ( 1 + | t | ) \\S^ 0 ( t ) | | i ,
t € I R i

+ ( l + | t | ) 2 + 5 1^^ ^ ( t ) | ^ . , } ;

on a p p l i q u e à (24) l ' e s t i m a t i o n d ' é n e r g i e de [10] qui assure que
la s o l u t i o n u de a ^ u = f , suppuC< | x | $ | t | + R > v é r i f i e :

r"(25) | |u(t) | | , $ C ^ ( | | u ( t ) | | , + | ( l + | s | ) | | f ( s ) II , d s | ) .
t = o ^ o L

L ' e s t i m a t i o n ( 2 2 ) pe rme t d ' a b s o r b e r le po ids ( l + | s | ) qui appara î t
dans (25) et on o b t i e n t la :

PROPOSITION 2 - Soit (p une solution de ( 2 3 ) supportée dans

< | x | ^ | t | + R > . If existe C>0 ne dépendant que de k > 1 6 , R et ô
telle que :

(26) |M|= sup | | (p ( t ) ||^ $ C ( | | ( p ( t ) 11^
tÇIR

+ [v^n^])
t = o
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M a i n t e n a n t , on peut r é soudre par une méthode c lass ique le p r o b l è m e
de Cauchy pour (1) (2) à l ' a i d e des es t imat ions (16) et ( 2 6 ) .

T H E O R E M E 5 - On suppose que ( H ^ ) ( H ^ ) et ( H ^ ) sont vérifiées et

on donne 0 ^ 3 dans ^(IR3 , ! ;4), (p ̂  o et ^ ̂  dans © ( [ R 3 , ! » ) .
Alors si ces données sont suffisamment petites dans H 1 6 ^ 3 ) , te
système ( 1 ) ( 2 ) admet une unique solution globale C" vérifiant :

l^û^n, l^ô^p, 1^ ( 0 , x )=y j ^ o (x) ,<^ (0 , x )=<p^ o (x) ,3^ (0,x)=<^ , (x) .

On montre facilement que cette solution est asymptotiquement libre

THEOREME 6 - Sous tes conditions précédentes, it existe des so-

lutions libres 0 ^ , <p^ vérifiant :

l^a$n, l$0$p, - iy ' a^ :+M^: = 0 , Spa '^+m^ = 0

l i m (||^ ( t ) -0 : (t) | | ,+| |ç), ( t ) - ^ ^ (t) | | 9+113,^ ( D - â t ^ ^ ( t ) l l g ) - 0 .
1->±œ H H H

Remarque : On peut a isément g é n é r a l i s e r ces r é su l t a t s aux cas de
coup l ages d ' o r d r e p lus é l evé : on cons idè re 1 ' é q u a t i o n :

x
(2 b i s ) S^^s+m^v , = < ^ , F ^ ' 7 ^ , + f , (^P, $) , l$0$p ,

où ^= (i^ , a , i / » , ) i < . < n , $= (y , ,3^9) i < f l < p , et f g v é r i f i e l ' h y p o -
0 < n < 3 0 < H < 3

thèse

î p est une fonction C*' à valeur réelle vérifiant :

I f » (^,$)I < C ( | ^ | + | $ | ) 3

(H.) et si m , = 0 on a .'

f f l ( Ï ,^)| <£ C l ^ l ( l ^ l + l ^ l )

Sous les hypothèses ( H ^ ) ( H ^ ) ( H , ) et ( H ^ ) les énoncés des théo-
rèmes 5 et 6 s ' é t e n d e n t aux systèmes ( 1 ) - ( 2 b i s ) .
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