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Solutions globales des systémes

de Dirac-Klein-Gordon

ALAIN BACHELOT

INTRODUCTION

Considérons un systéme de n spineurs et p champs pseudo-
scalaires en interaction quadratique dans 1’ espace de Minkowski

Rf muni de la métrique de Lorentz €u,» = diag(l,-1,-1,-1)
(1) -iy*3d, ¥, + My, = ¢,Vi-Ty, , 1l<a<n,

x
() 9,3"¢ tmie, = W, F3 v, , 1<B<p

On fait la sommation sur les indices hauts et bas
de Dirac y*

; les matrices
vérifient les relations

x

(3) L2 S e SO S SRV A - A A

M, et my, sont des parameétres réels (masse des champs) ; Vﬂ”

X
et Fg’’ sont des matrices 4X4 & coefficients constants ; A dé-

signe la transposée conjuguée d’ une matrice A

On sait que le probléme de Cauchy associé & (1), (R) admet
une solution globale pour des données initiales petites dans les
cas suivants

(i) si aucune masse n’est nulle (M, 70, my,70), le systéme (1),
(R) est équivalent & un systéme d’ équations de Klein-Gordon & non
linéarités quadratiques étudiées par S. KLAINERMAN [9]. Le point
crucial est que les normes L“(Rg) décroissent comme |t| !"¢, O<eg,
si bien que 1’énergie des seconds membres est intégrable sur R, ;

(ii) si toutes les masses sont nulles (M,=m,=0), le systéme
(1), () est conformément invariant et 1l’existence de solutions

globales est établie par Y. CHOQUET-BRUHAT [R] (voir aussi [3] et
[4]1) .

Dans le cas ou

(H)) pour tout a, M, est un réel non nul (m, est un réel
quelconque) ,
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il ¥y a alors deux difficultés : le systéme n’est pas conformément

invariant et |e,(t)| , , décroft seulement comme |[t|~ ' si m,

L (R )
X

est nul. Nous montrons ici que le probléme de Cauchy global pour
des données initiales petites est aussi bien posé et que les solu-
tions obtenues sont asymptotiquement libres, sous des conditions
algébriques qui apparaissent naturellement dans les modéles de la
Physique

x X

(H,) wpour tout a,B,¥, on a : V& % y° = y°vh:?, F§°Y = Fi>°% ;

7

~

(H,) si m, est nul, Fi*" est proportionnel & ¥°¥® oun

¥5 = —iyoyly?y3.

(Hy) assure que les champs ¢, sont réels et que la charge totale
des spineurs est conservée

n

(4) Z J lw,(t,x)|%*dx = constante, t=x°, x=(x',x?,x*) ;
1 3
[Rx

a =

(H,) exprime que le champ ¢, est pseudoscalaire et Lorentz-invariant.
EXEMPLE . - Dans le modéle de Yukawa, la force nucléaire entre le

proton et le neutron, transmise par trois pions, est décrite par
le lagrangien d’ interaction

L, = gL QYR YY) e -1 (UL YR, - YR ) e, 4
_ - - X
SO ARSI AL IO K S TELE B
Nous utiliserons les estimations L2%-L° de S. KLAINERMAN dans les
espaces de Sobolev associés & la métrique de Lorentz [8]. On in-
troduit les opérateurs (I'y) ,coc10
(8) 3, , Q - x,0

Pour u dans @(R,XR?) on définit les normes

) luct)ly = ) IT*uct)I?y, 5 , lu(t)ly = sup [Tru(t)| ,
L

(R ) L (R )
A1 <N X A1 <N X

ot AEN'®, |A|=A,+...+A,, , T*=T,*...T, L0



(9)
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L’estimation fondamentale de [8] assure que

7) Iu(t’)|N < Cn(1+'t|)-l sup “u(s)||N+3
s€ER
La décroissance est plus rapide si u et solution de

(8) - 3,0"u+m?u = f(t,x), mzO, suppuc{|x|<|t|+R} ,

et on a

fut) Iy € CA+HIL]) 37 (luls) lyys + sup (L+]1s1) P NE(s) lyyq) 0<e
s=0 IslI<21lt]

| - Estimations pour |’équation de Dirac avec un potentiel.
Nous considérons le systéme de Dirac
(10) -iy*d,¥ + My = ey , MZO

ou le potentiel [0} est une matrice 4X4 & coefficients variables
dans € et vérifiant

(11) Y’ = ¥°e

cette condition assure la conservation de la charge

(12) J |¥ (t,x)]|2dx = constante
Un entier k2>8 étant donné, on note [e|[=suplle(t)]], et on suppose
que t€ER
(13) lell < o
EXEMPLE (champ électromagnétique libre). - On pose w:eA“x“ ou
e€ER et A, est un champ réel vérifiant : 3,3’A, = 0 ,
k - . P .
Ault:O EHcom])a(:t ’ aoAult=0 EH::(o;lpact ) alors ¢ vérifie (11)

et (13).
On choisit 68€]10,1/40 et on définit la norme

Mol = sup{(1+log (1+]1t])) " *Jw (L), +
t€R

(14) IO () lyog + LHILI) P 2 W () [4oq)-
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THEOREME 1 - Soit ¥ une solution de (10) supportée dans

{]lx|<€]t|+R}. On suppose qué ¢ vérifie (11) et (13). Alors 1l
existe une constante C>0 ne dépendant que de k28, R et §
telle que

(18)  sup QU)o gt L+ P P2 Q0 () |, - g XSCHW (1) Iy (L+fo]) 2% 4;
t€R t=0

et st k est supérieur ou égal & 15, on a

(16) Mol € Clw () i eao (Hlel)**7E?

Sous 1’ hypothése (13), 1l’estimation (7) implique seulement que

e (t)|,-53 = OCJt] "), on ne peut donc pas utiliser le lemme de
Gronwall pour estimer |[u(t)|ly ; 1’idée est alors de faire une
récurrence sur N en remarquant que (l12) assure que Y (t)|,=cste.
La difficulté technique est que les opérateurs QM’V ne commutent
pas avec le systéme de Dirac £, = -iy*d,+M . On introduit alors
les opérateurs pseudodifférentiels ﬁu,v = P'l(a)Qu,pP(a) ol

P(3) diagonalise &, . On note 6, 1’espace des opérateurs diffé-

rentiels d’ordre < N engendré par (I',) ,¢,<10

PROPOSITION 1 - Il existe des algébres d’ opérateurs pseudo-

différentiels p-régularisants sur Ri , Z_p telles que

(17) VQu€06, , P71 (@) QP@)-Qu€< 2, 6y_, + £_, 6,_,9, >

(18) [P ' (3)QyP (), 2,1€< 5, 6,_, 2, >

(19) VN, VT, €Z,, 3C,>0, Vu€d(R*), VtER [T, u(t)lly € C lluct) iy,

ou <E> déstigne 1’ espace vectoriel engendré par E

On évalue | (t)]ly par HQNw(t)H s ol QN:P'I(B)QNP(B) en remar-
L

quant que £, @Nw—¢§Nw ne dépend que des dérivées de Y d’ordre

€N-1 . On obtient une estimation logarithmique de ¥ (t)|]y qu’on

utilise avec (9) et (13) pour montrer la décroissance de [V (t)],.
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On peut déduire du théoréme 1, 1l’existence et la complétude des
opérateurs d’onde pour (10). Le probléme a été étudié dans [7]
pour des systémes plus généraux, mais sous la condition que le po-
tentiel se stabilise suffisamment vite & 1’infini

le(t)—w(m)l . dt < o, ce qui ne permet pas de considérer deux cas
L

physiquement intéressants : 1) le potentiel périodique en temps
[1], ii) le champ électromagnétique libre pour lequel on a seule-

ment le(t)| , = O(Clt] '). On note U(t,s) le propagateur associé
L

a

a (10) : v (t)=U(t,s)yv (s) et U, (t) désigne le groupe unitaire
associé au systéme libre (¢=0). On introduit

Wy = 1im U(O,-t)U, (), WY = 1lim U (-t)U(t,0)¥

12+ t2+0
THEOREME 2 - Sous les hypothéses (11) et (13) avec k=8, les
opérateurs W._ et W sont des isométries définies sur tout

(L2 (R%))*.

Il - Formes compatibles et condition nulle.

Pour obtenir une solution globale d’un systéme symétrique
semi-linéaire Lu=f(u), f(u)=0(Ju|?) comme perturbation de la so-
lution nulle, on est amené & établir une estimation du type

+o
J Ifu(t))ll , dt < o
-® L

Or, la solution u, de Lu,=0 décrolIt uniformément comme
[t 1272 et ainsi [f(u, (t)]] , = O(Jt] " (12 C4-1072y  TLe cas
L

n=3, d=2 est donc critique et il est intéressant de distinguer les
interactions quadratiques pour lesquelles |f(u,(t))]l , soit in-
L
tégrable. Une condition suffisante est que f s’annule sur le no-
Yau du symbole de L : c’est la notion de compatibilité introduite
par B. HANOUZET et J.L. JOLY [5] et pour 1’équation des ondes, la
condition nulle de S. KLAINERMAN [10]. Dans le cas des systémes de
Dirac ces conditions sont liées & 1’ invariance de Lorentz. On note

LEO(3,1) » 2A€SL(4,C) la représentation spinorielle du groupe de
Lorentz.
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THEOREME 3 - Sott Q wune forme sesquilti

assertions sutvantes sont équivalentes

1) Q est itnvariante sous l’action du so
propre de Lorentz DO(3,1) : Vy,€C*,
QIAY, ,AY,)= QW ,¥,)

2) Q est compatible avec le systéme de
2,=-iy"3, : VEER*\O, VVE€Keré, y*, Q(V,

3) la forme NU,,¥,)=Q(L,¥,,2,¥,),¥,€C’
condition nulle : si Y, =" cneca -

néaire sur C* ; tles

us-groupe orthochrone
VLEDO (3,1),

Dirac sans masse
Vv)=0 ;

(R*,C*), satisfait la
on a

3N

(R0) VXER*, g“°'X,X, = 03Vh,k,
O<H,v<3 3 (3

4) il existe C>0 tel que pour tout Y,
(R1) |Q(Z,¥,,2,¥,) (,x) [SCA+|t|+|x[) "' sup

0<0, <

o —_—u - - 1 2 3 .
ou T, =x*3,, t=x°, x=(x',x*,x") ;

5) la matrice de Q est combinatson lin

THEOREME 4 - Soit Q@ wune forme sesqutilt

assertions suitvantes sont équivalentes
1) pour tout ¥, dans C* et tout L
QAY, ,Av,)=(detl)Q (¥, ,¥,) ;

X, X, =0 ;

RESEACHED
dans C! (R*,C*)
[T, (t,x) [T v, (t,x)|

10

éaire de Y° et ¥°y?%.

néaire sur C* ; 1les

dans O0(3,1) on a

2) Q est compatible avec le systéme de Dirac QM:—ix“8“+M,M#O,

VEER?, VYV€Ker (&, ¥*+M), Q(V,V)=0 ;
3) la forme N@W,,¥,)=Q(L,¥,,2 V,)+g"°"Q
la condition nulle (20) et il existe

¥, de C'(R*,C*)

(232)  INQW,,%,y) (t,x) |SC(Ll+|t|+]x|) ! sup
1<t ,0<

4) la matrice de Q est proportionnelle

(3,%,,3,¥,) satisfait
C>0 tel que pour tout

[T v, (t,x) [T v, (t,x)]
10

Y

a y°y°®



Un point crucial est que 1’opérateur de radiation T qui inter-
vient dans (81) n’apparait pas dans (RR) ; en effet, on a
(¢,, ', 1=¢, et donc [%,,[ /1=¢, et on ne peut utiliser T dans

o
le cas de champs massifs.

Iy - Le probléme non linéaire.

Une fagon d’ obtenir ges solutions globales dispersives de

1’ équation 9,3%u = 9,u.d*u est de la transformer en une équation
34 second membre cubique : 3,3" (u- % u?)=ud,ud*u . De maniére ana-
logue, 1’ équation : 2

(R3) 3,8"¢ = QW ,,¥,), Q compatible avec £,, MZO

est équivalente &

(24) 3,3 (p+ (M, +My) "% QU, ,¥))=NW, ,¥b,)+&

ol N satisfait la condition nulle et (R22) et ® est cubique si

Ly ¥, = 8,9¥,, M,#Z0. On introduit pour k=216 1la norme [Y;]
Cw; 1= I v, I+ sup{ (1+log (1+1t D) "2 L+t 112y W (L),
t€R :

FHIL) 2212y V(L) g}
i
on applique & (R4) 1’estimation d’ énergie de [10] qui assure que
la solution wu de J,3%u=f, suppuC{|x|<|t|+R} vérifie

t
(23) fluct)l, € Cxfuct) |, + | J (I+lsPIfsH)l 4, ds|)
t=20 L

o
L’estimation (R2) permet d’absorber le poids (l+|s|) qui apparalt

dans (R5) et on obtient 1la

PROPOSITION 2 - Soitt ¢ une solution de (23) supportée dans

{Ix|<|t]|+R}Y. Il existe C>0 ne dépendant que de k=216, R et §
telle que

(26) lell= sup e(t), € Clet) ], + (v, 1lw,1).
t€ER t=0
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Maintenant, on peut résoudre par une méthode classique le probléme

X

de Cauchy pour (1) (R) & 1l’aide des estimations (16) et (86).

THEOREME 35 - On suppose que (H,) (H,) et (H,;) sont vérifiées et

on donne ¥, , dans @D(R®,C*), ¢, , et ¢, , dans P (R?,R) .
Alors si ces données sont suffisamment petites dans H!S (R3), 1e
systéme (1) (2) admet une unique solution globale C° vérifiant

1<asn, 1<B<p, ¥, (0,x)=¥, o (X),0,(0,%x)=0, ,(x),3,0,(0,X)=¢, , (X).

On montre facilement que cette solution est asymptotiquement libre.

THEOREME 6 - Sous les conditions précédentes, i1l existe des so-

lutions libres WY,, ¢, wvérifiant
l1<a<n,1<B<p, -iy*3,v,+M,v; = 0, 3,3"¢p,+mip, = O

Iim (o, () =W, (Bl g+lles (B)—ea ()l g+18, 0, (L) -3, 0, (L) ]| 4)= O
t9tw H H H

Remarque : On peut aisément généraliser ces résultats aux cas de
couplages d’ordre plus élevé : on considére 1’ équation
* -~ -~
(2 bis) 3,3, +mie, = W, F5 > uw +f,(¥,9),1<B<p,
ou @:(wa,a"wa)l<a<n , @:(wﬂ,8“¢5)1<5<p , et f, vérifie 1’ hypo-
o<u<3 0<u<3
thése
f, est une fonction C° a valeur réelle vérifiant
£, (¥,8)| € C(l¥|+|e])°
(H,) et st my=0 on a
£, (E,8) | < Cl1¥| (|B+1¥])?

Sous les hypotheéses (H,) (H,) (H,) et (H,) les énoncés des théo-
rémes 5 et 6 s’ étendent aux systémes (1)-(2 bis).
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