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O - INTRODUCTION

Ceci est la premiére partie d'un survey d'une série de travaux
des auteurs. La deuxiéme partie, consacrée a une théorie des résonnances
apparaitra dans les comptes rendus du Colloque Nato sur 1'Analyse Microlo-
cale, Italie 1985 dans Reidel Publ. Co. Il s'agit de montrer comment des
méthodes plus ou moins modernes en E.D.P. permettent d'obtenir des résul-
tats rigoureux (bien que parfois "bien connus" par des physiciens) sur le
comportement des valeurs propres quand h > O de 1l'opérateur de Schrddinger

- th + V(x).

1 - ESTIMATIONS DE DECROISSANCE EXPONENTIELLE

Ces estimations développées par S. Agmon [ 1] dans un autre con-
texte jouent un rdéle fondamental dans notre approche et dans le contexte
semi-classique, B. Simon [2] a observé 1'intérét de ces inégalités. On
suit ici la présentation de Helffer-Sjdstrand [3,4]. Dans la suite, M dé-
signera soit une variété riemannienne compacte de dimension n, soit Rr".
Pour simplifier notre exposé au maximum,on supposera souvent que M est
compacte mais on travaillera en coordonnées locales, comme si M était ®".

. [0 0]
Soit V€ C (M ; R).

THEOREME 1.1

N 2 . .
. Soit 2 CC M un ouvert a bord de classe C, et soit ® une fonction
~ ’ . . w =
Lipschitzienne réelle sur §. Alors V® est bien défini dans L (2 ; R) et

pour tout u € Cz(ﬁ ; R) avec u|8ﬂ = O0Oon a :

(1.1) h? J 119e¥ )| |%ax + J (vix) - (vo(x))2)e?¥P|u] %ax
Q Q
= J e2q>/h Pu(x) u(x)dx

Q



. © 2 2 2
Si 0O« F €L (Q) et Vv - (VO)" = F, - F_ presque partout, alors

2 ®/h (2 1 ®/h
(1.2) h“||V(e u)IILz(Q) + 5 [lF,e™  ul 5
L7(R2)
1 ®/h_ (2 3 ®/h |2
s || o= ¢ rull + 5 |[r_e” ]|
(F++F_) Lz(Q) 2 - LZ(Q)

Ici (1.1) s'obtient par des intégrations par parties (et une ré-
[o o]
gularisation pour se ramener au cas ou ® est C ) et (1.2) résulte facile-

ment de (1.1).

Pour illustrer 1l'utilisation de (1.2), supposons que M soit com-

2 N 2
pacte, u = U, €L (M), Ilu|| 2 =1, (P - E(h))u =0, ou P=-h"A+ V(x),
L™ (M)
A = 1'opérateur de Laplace et E(h) € R, E(h) > 0, h > 0. Soit
K={x €M ; V(x) < 0} "la réunion des puits", soit max(V(x),O)dx2 la mé-

, | 2 ., . s \ . .
trique d'Agmon (ou dx designe la méetrique riemanienne sur M) et soit d la

distance (dégénérée) associée a cette métrique. Alors pour tout € > O, on a

(1.3 [ Py 12w [ E D Py |2 o N
L (M) L™ (M)
Pour démontrer (1.3), on pose ®(x) = (1-8§)d(K,x), § > 0. Puisque

(Vd(K,.))2 < max(V,0) presque partout, il existe une constante a(§) > O
2 . .
telle que:V(x) - E(h) - (V&(x))” > a(§), pour presque tout x dans la région

d(K,x) » 8, quand h > O est assez petit. On choisit alors F+ et F_ tels que

F_(x) = 0 pour d(K,x) > § et tels que F,+F_ > const. > O, V - E(h) - (V@)2
= Fi - FE presque partout. Il suffit alors de choisir § > O assez petit

en fonciton de € > O pour déduire (1.3) de (1.2) (avec V remplacé par
V - E).
Combinant (1.3) avec des inégalités a priori standard pour le

Laplacien,on gagne ensuite un contrdole ponctuel uniforme sur u et ses dé-

rivées.



(1.4)

tante C
a

4

e e . n . .
Pour tout multi-indice 00 €N et tout € > 0, il existe une cons-

e > 0 telle que

|3au(x,h)| L C

1
a,€ exp [- H(d(K,x)—E)] , ¥x € M.

Il est aussi commode de discuter des majorations sur le noyau de

la résolvante

DEFINITION 1.2

Soit Ah, h € J’ c Jo,1], o E}. , une famille d'opérateurs bornés

2 1
de L' (M) dans H (M). Si f € CO(M Xx M ; R), on dit que le noyau A(x,y) de A

1\
est 6Wexp(—f(x,y)/h)) si pour tous xo,yo € M et tout € > 0, il existe des

voisinages V de X et U de Yo et C > O tels que

(E—f(xo,yo))/h

| | aul | £ Ce | ul | , Yh€Z, hg 1/C
(V) L3(v) 7

u € L2(M) avec supp u € U.

La définition est valable aussi quand M est une variété a bord.
A

- - A s
par définition : G (e /P + & 9/hy o G ™n(E9) /Ry

Soit M compacte (éventuellement avec bord) et supposons que

o
U={x €M: Vix) € 0} soit contenu dans M (si OM# @), et de dia-

métre O pour la distance d'Agmon. Soit Kh c¢C, h E‘} une famille de com-

pacts avec Kh + {0} quand h + 0. Soit a > O et supposons que :

(1.5)

1 (ate)/h

C
€

Pour tout € > O, il existe C€ > 0 tel que dist(Kh,O(P)) >

pour tout h € J a%c|h|<6g



Ici P désigne la réalisation autoadjointe associée a la condition
de Dirichlet sur dM et O(P) est son spectre. Soit N > O petit mais indé-
pendant de h et posons M, = M\Bd(U,n), ou Bd(U,ﬂ), ou Bd(U,n) =

= {x €M ; d(U,x) < n}. soit PM la réalisation de Dirichlet correspondante.

o

On montre alors par des estimations du type (1.3) que pour z € K :
- A

(1.6) le noyau de (PM -z) ! est (l(e d(X'Y)/h) ,

o

uniformément par rapport a z. Soit 6 € C:(Bd(U,Zn)) égal a 1 prés de
E;TTTE;Y et soit 2§ € d:(Bd(U,4n)) égal a 1 prés de 5;7??756). On remarque
que

(1.7) (p-z) | = (1-0) (2, ~2) T (1-6) + (p-2)”

o

'8

1A -
+ (P-2) 19[9,9](9M ~2) 1 (1-8).

o
N - 2 2 -1
L'hypothese (1.4) entraine que la norme L + L de (P-z) est

+€)/h . S s e
GSe(e(a )/ ) pour tout € > O et combinant avec une inégalité a priori

. . A . . 2 1 .
simple, on obtient la méme majoration pour la norme L -+ H . A l'aide du
théoréme 1.1, on obtient alors

A l(—d(U,x)+a+4n)
-1 " h
(1.8) Le noyau de (P-z) O est Of(e ).

Ceci avec (1.5) et (1.6) donne

(1.9) Le noyau de (P—z)_1 est

é;(é-d(x,y)/h + e—d(x,U)+d(U,y)—a—8n)/h).

Ici N est arbitrairement petit, et donc sous 1'hypothése (1.4) :

a l
=-—(d(x,U)+d(U,y))
- A -

(1.10) Le noyau de (P-z) ! est B (e d(x,y)/h + eh h )

Considérons maintenant le cas de plusieurs puits. On suppose



que K = U, U ... UU., ou les Uj sont disjoints et de diametre O, (et que

OM = @). Pour n > O assez petit, mais indépendant de h, on pose:

(1.11) . M, =M\ U B(U, /M) .
J k#3
Soit S. = min d(U.,U ). On suppose qu'il existe a. € [0,2s.[
k#3 x ) )

tels que pour tout € > O,

-(a.+€)/h
]

(1.12) dist(Kh,O(PM )) > e » pour O £ h £ j=1,...,N.

1
_C_ ’
3 € €
Ici Py désigne la réalisation de Diriclet de P dans L2(Mj). Des arguments
J
comme ci-dessus montrent que si: 2n < 2Sj - aj, alors 1'hypothese (1.12)

reste vérifiée si 1l'on diminue encore n.

Soit 6 eC (Bd(U ,2n)) égale a 1 pres de Bd(Uj,n) et soit

#Jk

A . . v .
sant avec X fixés, on obtient supp(1—xj) N supp Xj = @. Pour construire

)
Z 6, . Soient Xj € C (M ) avec I X 1. Si on diminue n suffi-
k

la résolvante de P,on pose d'abord :

Alors (P-z)Ro = I-K, ou

_]r\,
(p, ](P -z)
=), [».8 X;
k#j
On cherche alors a écrire :
1 T )
(P-z) =R +) RK,
o o}
2‘_
. . -1 .
et connaissant une majoration de type (1.9) pour chaque (PM -z) ', on voit
J

facilement que cette série converge en norme pour z € Kh, h assez petit, si

mﬂq?

(1.13) d(Uj,U ) -

k .
—_—_— > .
K > O pour tous j # k



On obtient :

PROPOSITION 1.3

Sous les hypothéses (1.12) et (1.13), si h E(; est assez petit,
-1 . . . N
alors (P-z) existe pour tout z € Kh et,uniformement par rapport a z,

son noyau est

N ] _
(1.14) Qe dxr¥)/h r_o Dl @ OF 1)frawn,

v

-a., a. a
¥ ‘= - ]'k Y = -_ ...._J_ - __E —
i~ JDS = (18, e Vo ds o= dtugu) - gt - SE L Ty =
_J_
> d(Uj,y))/h

= (e ), (matrice colonne)

On remarque ici que,si tous les a, sont nuls, alors (1.14) se

/N j
U . | h, . %3 ;
réduit a (9 (e (x.y)/ ). Si x,y € U Bd(Uj'El)' on peut ecrire (1.14)
3=1

A
comme O (e flx,y)/n

), ou f(x,y) est 1'infimum des "longueurs" des courbes C1
de y a x ou par "longueur" on entend la longueur d'Agmon de la partie qui
N :
est dans M\(u B_(U.,a./2)).
\w 8,052,

2 - MATRICE D'INTERACTION

R" on suppose que lim V(x) > 0). On
Ix->oo

... UU_, ou les U, sont dis-
1 N Jj

Soit M sans bord (si M

I
=
1l
c
(e

. -1
suppose toujours que V (]-,0])
joints, de diamétre O pour d, et pour n > O assez petit, on définit Mj
par (1.11). On se donne un intervalle compact I(h), h € Jvcyﬁ.tend vers

{0} quand h tend vers O et on suppose :

(2.1) I1 existe une fonction a(h) > O avec log a(h) = o(%), a(h) » O,

h + 0, telle que P et PM n'ont pas de valeurs propres dans

J
(I(h) + [-2a(h),2a(h)])\I(h).



Les arguments developpés ci-dessus montrent qu'il suffit essen-

tiellement de faire cette hypothese sur les valeurs propres des PM.' Dans

la suite on utilisera tacitement que le nombre de valeurs propres ge P et
-N

PM. dans I(h) est @ (h o) pour un certain No (conséquence d'une formule

de]Weyl sur le nombre de valeurs propres dans un intervalle). Soient

. .reeerH. les valeurs propres de P dans I(h) et soit ®. _,...,0.
My uj,mj prop Mj (h) 5, 1 CPJ"“J-

. 2 "
une famille orthonormale correspondante dans L (Mj). On ecrira

a = (j,k), j(a) = j. Avec Xj =1 - z Sk comme ci-dessus, on pose
k#3 ~ -y ) ex)/h
wa = Xj(a) @a. Nous avons vu que wa, ¢a = Bl(e ! ) et de méme
2 -f(x)/h (f(x)-€(M))/h

pour les dérivées. Ici " (G(e )" signifie G(e ) unifor-

mément en x, ou €(n) > 0, n »> O.

. 2 , . 2
Soit E € L (M) l'espace engendré par les wa et soit F C L 1l'es-

pace associé a O(P) N I(h). Les Wu forment presque une base orthonormale

-d(Uj,Uk)/h
’ . ’ . l - -
dans E. Plus précisément, si D= (1 Gj,k)e )1sj,k$N , alors
en notation abrégée :
(2.2) (Wylbg)) = T+ G(D+D?)
ce qui signifie que (Y Ill) ) =6 + 5(({0‘+®‘2) ).
a' 'k a,B j(a),3(p)
Remarquons maintenant que
~ —d(Uj(a),x)/h
(2.3) Pwa = Uy ¢a+Ya P Yy = Gl(e ) »supp Y, € U B(U, /M) .
k#j(a)

Soit HF le projecteur orthogonal sur F et posons Vo = I vy

F "o’

Alors :

(2.4) v = SL (z-p) " ¥, 4z . jg - ﬁhj



oul :

4 ya
A N
L A
a(h)
o t e—
a(h) I(h) a(h)
N AN
rd rd
Utilisant (1.14) avec [ = Kh et aj = 0, on trouve :
~ _d(U(a),X)/h .
(2.5) v. = B(e ] ) et de méme pour les dérivées.

Grace a (2.3), on trouve :

-1 -1 -1 -1
(z-P) wa = (z-ua) Y+ (z-P) (z'“u) Y. o

Qa a

et aprés intégration sur T :
(0} Q

v.o- . = 4a(z—;>)'1(z—um)‘1 AT

A l'aide de (2.3) et (1.14), on trouve :

~ _dj(d.)(X)/h

(2.6) VgV = Gle )
ou §.(x) = min d(U.,Uk) + d(Uk,x). Si S, = min d(U.,Uk), on voit par (2.6)
k#l- -s_/h i7k
que va—wa = O(e ) dans L~ et on en déduit facilement que :
~ _S /h
(2.7) d(e,F) = Ge © )
ol d(E,F) = sup inf ||v-ul|. (Ici on utilise aussi que dim E = 6(h ©°)).
VEE u€F
= )
0 t i maj d(F,E). Soit 1 =% +) X X. € Co(B.(U,,~ s +n))
n peut aussi majorer +E). Soi = X, 1 Xj avec Xj oBaU5r7 S, n),



(Y © 1 . . . . .
Xo € co(M\UBd(Uj'ESo_n))' Soit u € F une fonction propre normalisée. Puis-

[ %4 - 'a . . N\
que u = G (e d(K )/h), on montre comme ci-dessus, que pour j 2 1, X.u est
~ -S /2h ]

a une distance 0O (e ) dans L~ de l'espace E. C E engendré par les ¢a

avec j(0) = j. Donc dist(u,E) = ©(e
~ -S /h

de difficulté que a(F,E) = G (e © ). Donc dim E = dim F et puisque

), et on montre ensuite sans trop

+ ’ . ~ . .
"d" est symetrique sur les espaces de meme dimension on trouve :

~ =S /h
(2.8) d(E,F) = d(F,E) = B(e © ).

Notre but est de décrire la matrice de P|F dans une base orthonor-

male convenable. Par 1l'orthogonalité entre F et va—wa, on trouve :

(volvg) = (W [¥g) = (v =¥ |vg-bg) =

= 1 =~ 1
= - — 1 = 6 - —
G (exp 0 m;n(éj(a)(X)+6j(B)(X))) (exp b Tj(a),j(B)L
X€M
ou Tj,k = @%n' (d(U.,Uj,) + d(Uj,,Uk,) + d(Uk,,Uk)).
3'#3
k'#k
Donc en notation abrégée :
(2.9) (v lva)) = (b)) + 6(D 2+ D13
) a' B a' B :
i = - = 5 DA = .
Soit T = ((1 Gj(a),j(B))(waNB)) 2h , v ((valvB))

Alors,

(2.10) v=I+T+6($‘2+9’3)

et donc,

(2.11) v”=1+;&%+ 6(@'2+.@’3> ,

pour tout ’%’6 R. Comme pour (2.9), on obtient :



- 10_

_ = q)'2 ’3
(2.12) ((valpo)) = ((walpws)) + LJ(QD + ﬂ) ).

Ici,

(W, [Pbg)) = (%(walpwe) + %(Pwalws)) -

1 1 1
(GUHHH ) (B Thg ) + (G, lvgh) + (Glyylug)) =

. 1 . 1. 1 1
diag(u,) + 5 T diag(u ) + 5 diag(h )T + (E(WGIYB) + 5(ya|¢8>>
~ m72 73
+ D+ D>,

Soit,

=>

1 N .o .
= (E(wa,8+w8,a)) r OU Wy g =0 sijla)= J(B) et

’

(2.13)

2 .. .
Wy, B " h J xj(a)((pBcha - (paV(pB).ij(B)dx si jla) # j(B).
Alors on trouve :

A N ) \
T diag(ua) + % diag(ua)T + W+ 6(,’[) 2+ ~D 3').

N =

(2.14) ((vavaB)) = diag(u,) +

1

> >
Introduisons maintenant la base orthonormale e = v V 2 ("1'ortho-

>

normalisée" de v = (Va))' Dans cette base la matrice de P|F devient
-1/2 -1/2 . A ~ 72 J3

v /((valpo))v / = aiaglu) + W+ 6@ 2+ D73,

grace a (2.14) et (2.11). On a donc montré le

THEOREME 2.1 ([4]).

. L, =12
La matrice de P|F pour la base orthonormalisee e = v V / est

A > ) ] < N\ .
de la forme diag(ua) + W+ 6D 2 + D 3), ou W est donnée par (2.13).

COROLLAIRE 2.2

~ —ZSo/h
La méme matrice s'écrit : diag(ua) + W+ O(e ).




EXEMPLES :
On suppose que chaque PM admet exactement une valeur propre uj

. j
dans I(h).

1 : Le double puits. Si SO = d(U1,U2),on obtient la matrice de

P p pour la base e,r e,
N -
+ G (e 2So/h) '
w M,
—(so—e)/h
ot w= 0O(e ) pour tout € > O. (On verra dans la section 3 des cas

S /h
odwe® admet un développement asymptotique en puissance de h). Les va-

leurs propres de P dans I(h) sont donc,

/ 2
Mo+ Ho-H) ~ ~25_/h
N =2, L2 2 v+ Gle ©°

+ 2 = a
~ =25 /h
d'ou A+ -A_= /ﬁwz + (u1—u2)2-+€;u3 ° ). on peut en particulier consi-

dérer le cas symétrique ou il y a une isométrie j : M * M qui conserve V

et qui échange U1 et U,. On choisit alors M, = j(M1) et alors My =W, et

on trouve :

~ —ZSo/h
X+ - A= lw| + G (e )
2 : On suppose que l'on a exactement N puits U1""'Un et une
. P 4 . v .
isométrie j : M > M qui conserve V telle que j(U1) = U2, ](Uz) = U3,...,
j(UN) = U1. Soit So = mlnv#u d(Uv'Uu) on suppose que ce minimum est atteint
seulement pour |V~u| = 1 ou pour (v,u) = (1,N) ou (N,1). Soit S1 > So la

séparation. minimale entre Uv et Uu pour les autres valeurs de V,U, V # U.

dif

vk . _ _
Avec Mk =3 (M2) on obtient My o= .o = Mg

U , et la matrice de PIF



pour la base S IARRRL e devient :
o w 0--------0 w
N
N
N
w o w o)
N N i
? W\\ O\\ \‘\ : ~ -51/h
_/{/l=u1+ : ~\\ \‘ \\\ ('3 + (e )
! DR NS
‘' ~ \\ N
(o} SN N w
N ‘\
w O=-=mmm=- o “w o
On obtient les valeurs propres dans I(h) :
>\j=u+2wcos(—ﬁl)+6(e ) » 0K J N1,
-~ "So/h 1 ~ So/h
Ici w = Gl(e ). Si l'on suppose que o= 6‘(e ), alors les valeurs

propres Ao et XN/Z (si N est pair) sont simples, les autres sont doubles
-S./h
o

au moins modulo (& (e ! ). Ces valeurs sont vraiment doubles car «/‘Z

est réelle et les vecteurs propres uy correspondant a Aj pour j ¢ {0o,N/2}

ne sont pas proportionnels a des vecteurs réels, donc u, et u. engendrent

un espace propre de dimension 2.

3 : Voici un exemple "d'interaction moléculaire", ou il devient

~m’ )
important de majorer les restes par (S(QD 2 + QD 3) et pas seulement par
~ —2So/h

O(e ) :





















