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0 - INTRODUCTION

Ceci est la première partie d'un survey d'une série de travaux

des auteurs. La deuxième partie, consacrée à une théorie des résonnances

apparaîtra dans les comptes rendus du Colloque Nato sur l'Analyse Microlo-

cale, Italie 1985 dans Reidel Pubi. Co. Il s'agit de montrer comment des

méthodes plus ou moins modernes en E . D . P . permettent d'obtenir des résul-

tats rigoureux (bien que parfois "bien connus" par des physiciens) sur le

comportement des valeurs propres quand h -> 0 de l'opérateur de Schrôdinger
- h^ + V ( x ) .

1 - ESTIMATIONS DE DECROISSANCE EXPONENTIELLE

Ces estimations développées par S. Agmon [ l ] dans un autre con-

texte jouent un rôle fondamental dans notre approche et dans le contexte

semi-classique, B. Simon [ 2 ] a observé l'intérêt de ces inégalités. On

suit ici la présentation de HeIffer-Sjôstrand [ 3 , 4 ] . Dans la suite, M dé-

signera soit une variété riemannienne compacte de dimension n, soit [R .

Pour simplifier notre exposé au maximum^on supposera souvent que M est

compacte mais on travaillera en coordonnées locales, comme si M était tR .

Soit V e C° ° ( M ; IR) .

THEOREME 1.1

2, Soit iï ce M un ouvert à bord de classe C , et soit $ une fonction
— QO _

Lipschitzienne réelle sur Î2. Alors V $ est bien défini dans L (Sî ? tR) et
2 —

pour tout u ^ C (iï } (R) avec u | „ = 0 on a :
| dù6

( 1 . 1 ) h2 [ | IVfe^u)! ^dx + [ ( V ( x ) - [VÎ{x))2)e2î/h\vi\2âx
iï Sî

= e P u ( x ) u ( x ) d x
n



Si 0 <: F e 1e0 { S I } et V - ( V < î > ) 2 = F2 - F2 presque partout, alors

— ^ii^'ii^^ii^ii,..
L (dû /

. | i 1 $/h_ | | 2 3 | | <î>/h | 1 2
^ l l (p +p ^ e Pu I I 9 + ^ l l F e u

^^ L2^) 2 ~ L2^)

Ici ( 1 . 1 ) s'obtient par des intégrations par parties (et une ré-
00gularisation pour se ramener au cas où $ est C ) et ( 1 . 2 ) résulte facile-

ment de ( 1 . 1 ) .

Pour illustrer l'utilisation de ( 1 . 2 ) , supposons que M soit com-

2 i i i i 2pacte, u = u <= L ( M ) , | | u | | = 1, ( P - E ( h ) ) u = 0, o ù P = - h A + V ( x ) ,
L ( M )

A = l'opérateur de Laplace et E ( h ) e (R, E ( h ) -^ 0, h ^ 0. Soit

K = {x ^ M ? V ( x ) -^ 0} "la réunion des puits", soit m a x ( V ( x ) , 0 ) d x la mé-

trique d'Agmon (où dx désigne la métrique riemanienne sur M) et soit d la

distance (dégénérée) associée à cette métrique. Alors pour tout € > 0, on a

( 1 . 3 ) ' \\ed(w/h^\\2 . He^^^x)!!2 ^ C e6^.
L ( M ) L ( M )

Pour démontrer ( 1 . 3 ) , on pose $ ( x ) = ( 1 - 6 ) d ( K , x ) , 6 > 0. Puisque

( V d ( K , . ) ) ^ max(V.O) presque partout, il existe une constante a ( 6 ) > 0

telle que;V(x) - E ( h ) - ( V < I > ( x ) ) > a ( 6 ) ^ p o u r presque tout x dans la région

d ( K , x ) > 6, quand h > 0 est assez petit. On choisit alors F et F_ tels que

Fjx) = 0 pour d ( K , x ) >y 6 et tels que F + F_ ^ const. > 0, V - E ( h ) - ( V $ ) 2

2 2= F - F presque partout. Il suffi t alors de choisir 6 > 0 assez petit

en fonciton de C > 0 pour déduire ( 1 . 3 ) de ( 1 . 2 ) (avec V remplacé par

V - E) .

Combinant ( 1 . 3 ) avec des inégalités a priori standard pour le

Laplacien^ on gagne ensuite un contrôle ponctuel uniforme sur u et ses dé-

rivées.
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( 1 - 4 ) Pour tout multi-indice a e (N et tout £ > 0, il existe une cons-

tante C > 0 telle que
Cf. fE

la^x.h)! ^ C exp [- ^ ( d ( K , x ) - C ) ] , Vx e M.ex f c n

II est aussi commode de discuter des majorations sur le noyau de

la résolvante :

DEFINITION 1.2

Soit A , h e^ c ]o, lL 0 €: 1 , une famille d'opérateurs bornés

de L ( M ) dans H ( M ) . Si f e c°(M x M ? CR) , on dit que le noyau A ( x , y ) de A
^

est £ ) ( e x p ( - f ( x , y ) / h ) ) si pour tous x ,y ^ M et tout C > 0, il existe deso o

voisinages V de x et U de y et C > 0 tels que

( C - f ( x ,y ) ) / h
| |Au| | ^ C e ° ° | |u | | , Vh e Z , h <: 1/C

H ( V ) L ( U ) v

2
u ̂  L ( M ) avec supp u c u.

La définition est valable aussi quand M est une variété à bord.

- . , . . . ^, -f/h -g/h, ?, -min( f ,g ) /h ,Par définition : 6(e + e ' ) = ô(e — ) .

Soit M compacte (éventuellement avec bord) et supposons que
o

U = {x e M : V ( x ) ^ 0} soit contenu dans M (si 9M^ 0 ) , et de dia-

mètre 0 pour la distance d'Agmon. Soit K c <c, h ̂  ̂ une famille de com-

pacts avec K ->• {0} quand h -> 0. Soit a > 0 et supposons que :

( 1 . 5 ) Pour tout C > 0, il existe C > 0 tel que dist(K , a ( P ) ) ^
1 -(a+C)/h , _ - « | 1— e pour tout h € j avec | h | < — .
c c
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Ici P désigne la réalisation autoadjointe associée à la condition

de Dirichlet sur 3M et C T ( P ) est son spectre. Soit il > 0 petit mais indé-

pendant de h et posons M = M \ B , ( U , r i ) , où B , ( U , r i ) , où B , ( U , T 1 ) =o d d u
= {x € M ? d ( U , x ) < r|}. Soit P la réalisation de Dirichlet correspondante.

M
0

On montre alors par des estimations du type ( 1 . 3 ) que pour z ^ K :

( 1 . 6 ) le noyau de (P,. - z )~ 1 est (!;Ï(e~d{xfY}/h) ,
M
0

oo
uniformément par rapport à z. Soit 6 s c ( B ( U , 2 r | ) ) égal à 1 près de
_____ .̂ \ oo _____
B ( U , n ) et soit 6e c ( B ( U , 4 r | ) ) égal à 1 près de B ( U , 2 n ) . On remarque

que

( 1 . 7 ) ( P - z ) ~ 1 = (1-9)(P, , -z^n-ê) + (P-z)" 1 ^
M
0

+ (P-z)~ 1ê[p,9](P. . , -z)'~\ 1-9').
M
0

2 2 ~ 1L'hypothèse ( 1 . 4 ) entraîne que la norme L -^ L de (P-z) est

Ô (e ) pour tout € > 0 et combinant avec une inégalité a priori
c

2 1simple, on obtient la même majoration pour la norme L -^ H . A l'aide du

théorème 1.1, on obtient alors

^ ^ ~ ( - d ( U , x ) + a + 4 n )
( 1 . 8 ) Le noyau de (P-z)"" 6 est 6(e ) .

Ceci avec ( 1 . 5 ) et ( 1 . 6 ) donne

( 1 . 9 ) Le noyau de (P-z) est

^ (- d ( x , y ) / h ̂  - d ( x , U ) + d ( U ,y)-a-8n)/h

Ici r| est arbitrairement petit, et donc sous l'hypothèse ( 1 . 4 ) :

1 ^ ^^A. ^ — ( d t x . U i + d d J . y ) )
( 1 . 1 0 ) Le noyau de (P-z )" ' est ©(e^^ 7 7 7 " + e n / -

Considérons maintenant le cas de plusieurs puits. On suppose
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que K = U U . . . U U , où les U . sont disjoints et de diamètre 0, (et que

3M = 0) . Pour r| > 0 assez petite mais indépendant de h , on pose:

( 1 . 1 1 ) . M . = M \ U B ( U , n ) .
: k^j k

Soit S . = min d ( U . , U ) . On suppose qu'i l existe a. e [o,2S [
: k^j : : :

tels que pour tout C > 0,

^ - ( a . + c ) / h
( 1 . 1 2 ) dist(K^o(P^ ) ) > ^- e D , pour O f h 4 : — , j = 1 , . . . , N .

J £ C

Ici P désigne la réalisation de Diriclet de P dans L ( M . ) . Des arguments
J J

comme ci-dessus montrent que si: 2r| < 2S. - a . , alors l'hypothèse ( 1 . 1 2 )

reste vérifiée si l 'on diminue encore r|.

Soit 9 . e c ( B , ( U . , 2 n ) ) égale à 1 près de B - ( U . , n ) et soit
D ° d D d D

r" ^ œ ° %
X • = 1 - 2. v!,- soient X - e c ( M - ) avec ^ X - = 1 - Si on diminue r\ suffi-

J i y ' — " l O I "1

^ , ^
sant avec x . fixés, on obtient supp(1-x . ) n supp x . = 0- Pour construire

la résolvante de P^on pose d'abord :

N -1 ^^^(v-z) x,.

Alors ( P - z ) R = I-K, oùo

K = i ï ^e^^M-2^-
k^J J -

On cherche alors à écrire :

woo

+ 1 R ̂0 Li °( P - z ) ~ 1 = R + Y R K ,
< t̂ " r^

et connaissant une majoration de type ( 1 . 9 ) pour chaque ( P -z) , on voitM .D
facilement que cette série converge en norme pour z ̂  K , h assez petit, si

a . a
( 1 . 1 3 ) d ( U . , U ) - -2 - — > 0 pour tous j ^ k.

J K. 2. £•
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On obtient :

PROPOSITION 1.3

Sous les hypothèses ( 1 . 1 2 ) et ( 1 . 1 3 ) , si h e ^ est assez petit,

alors (P-z) existe pour tout z <= K et^uniformément par rapport à z ,

son noyau est

( 1 . 1 4 ) ^(e-^'y)/11 + ̂  (^(^4...^^-^T ( y ) ) ,
a a a a

-à
où ̂  = (d-ô^)e ^k), ̂  = d(U^) - ̂  - ̂  , ^(y) =

a .
-^ J-d(U.,y)) /h

= (e ) , (matrice colonne)

On remarque ici que^ si tous les a . sont nuls, alors ( 1 . 1 4 ) se

réduit à ^(e ^^ / ) . Si x,y ^ u B ^ ( U . , — ) , on peut écrire ( 1 . 1 4 )
.̂ \ ,;, . ,- i== i

comme 6(e y y ) , ou f ( x , y ) es t l ' in f imum des "longueurs" des courbes C

de y à x où par "longueur" on entend la longueur d'Agmon de la partie qui
N

est dans M\(U B ( U . , a . / 2 ) ) .

2 ~ MATRICE D'INTERACTION

Soit M sans bord (si M = IR11 on suppose que lim V ( x ) > 0) . On
-1 Tx'T'̂ 00

suppose toujours que V (]-°°,o]) = K = U, U ... U U , où les U sont dis-
1 N j

joints, de diamètre 0 pour d, et pour n > 0 assez petit, on définit M .

par ( 1 . 1 1 ) . On se donne un intervalle compact I ( h ) , h s 3,qui tend vers

{0} quand h tend vers 0 et on suppose :

( 2 . 1 ) II existe une fonction a ( h ) > 0 avec log a ( h ) = o(-1-) , a ( h ) -^ 0,
h

h -> 0, telle que P et P n'ont pas de valeurs propres dans

( I ( h ) + [ - 2 a ( h ) , 2 a ( h ) ] ) \ I ( h ) .
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Les arguments développés ci-dessus montrent qu'il suffit essen-

tiellement de faire cette hypothèse sur les valeurs propres des P . Dans
M .

D
la suite on utilisera tacitement que le nombre de valeurs propres de P et

-N
P dans I ( h ) est 6 (h ) pour un certain N (conséquence d'une formule

de Weyl sur le nombre de valeurs propres dans un intervalle). Soient

H . . r . - . r P . les valeurs propres de P dans I ( h ) et soit cp. , . . . , c p .

une famille orthonormale correspondante dans L ( M . ) . On écrira

a = ( j , k ) , j ( a ) = j . Avec X • = 1 ~ I Si. comme ci-dessus^ on pose
k^-i

^ "^^(a)^^
^ = X - / ^ \ ^ ' Nous a^0^ vu que c p . iD = 6(e J! ) et de même

Ufc J ^ m / Ud C X C X

pour les dérivées. Ici " Gîe"^^) " signifie 6(e (f (x ) "c( r1 ) )/h) unifor-

mément eux , où c(r|) -> Or r i - ^ 0 .

2 2Soit E c L ( M ) l'espace engendré par les lp et soit F c L l'es-

pace associé à 0 ( P ) H I ( h ) . Les lp forment presque une base orthonormale
- d ( U . , U ^ ) / h

dans E. Plus précisément, si 3)i = ( ( 1 - 6 . , ) e J ^ ̂  ' i, ' alors3 , K '^D ' ••^^N

en notation abrégée :

( 2 . 2 ) ((^kû)) = 1 + 6(2)'+<^'2) .ex p

ce qui signifie que (^|^) = 6^^ + 6 ((^ 1+(s) <2)^) .^} '

Remarquons maintenant que :

- "^-«(a)^^( 2 . 3 ) P^ = u^ ^+y^ , y^ = 6(e J v / ) , supp Y^ c U B(U^n)
k^ j ( a )

Soit II le projecteur orthogonal sur F et posons v = II lp .
r (X F (X

Alors :

( 2 . 4 ) v = |> (z-P)-1 ^ dz ̂ ^f
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où r :

a ( h )
A——••——————————h

a ( h ) I ( h ) a ( h )
a ( h ;

Utilisant ( 1 . 1 4 ) avec r = K, et a . = 0, on trouve :h 3

- -d(U ,x) /h
( 2 . 5 ) v == 0(e ) et de même pour les dérivées

Grâce à ( 2 . 3 ) , on trouve :

(z-P)~ 1 ^ = (z-u^r1^ + (z'P)~\z^}"\^ ,

et après intégration sur T :

v^ - ̂  = ^ (z-pr^z-u^r1 y^ dz

A l'aide de ( 2 . 3 ) et ( 1 . 1 4 ) , on trouve :

- "^(a)^^( 2 . 6 ) v^ = © ( e 3 v a ) ) ,

où ô . ( x ) = min d ( U . , U ) 4- d ( U , x ) . Si S = min d ( U . , U ) , on voit par ( 2 . 6 )n , i . I . K K. o . , - " ] . K
^ -SoA 2

que v -lp = 6(e ° ) dans L et on en déduit facilement que :a "a

^ ^ -S /h
( 2 . 7 ) d ( E , F ) = 6 ( e ) ,

où d ( E , F ) = sup inf | | v-u | | . (Ici on utilise aussi que dim E = <5(h ) ) .
V^E U^F
l | v | | = 1

•^ ^ ^ ^ % oo 1
On peut aussi majorer d ( F , E ) . Soit 1 = X + À X - avec x . e C (^^-^ s + r 1 ) ) ^^o L ^j ^j o' d' Y2 o



- 9 -

^ œ \ 1
X^ e ^'^d^-i^o^11^ ' soit u e F une Onction propre normalisée. Puis-

^, -d(K,00/h ^
que u = o ( e ) , on montre comme ci-dessus, que pour j ^ 1, y u est

- "V^ 2 :

à une distance G (e ) dans L de l'espace E. c E engendré par les lp
^ -S /2h 3 a

avec j ( a ) = j. Donc dis t (u.E) = Ô ( e ° ) , et on montre ensuite sans trop
^ ^ -S/h

de difficulté que d ( F , E ) = 6 (e ) . Donc dim E = dim F et puisque
->•

"d" est symétrique sur les espaces de même dimension on trouve :

^ ^o^( 2 . 8 ) d ( E , F ) = d ( F , E ) = 0 (e ) .

Notre but est de décrire la matrice de P i dans une base orthonor-

male convenable. Par 1'orthogonalité entre F et v -ip , on trouve :

^a'V - ^JV = -^JvV '
- 0(exp - ^ ^(^^(x).6^^(x))) = 0(exp - ^ .^ ̂  .

OU T = min ( d ( U . , U . . ) + d ( U . . , U , . ) + d ( U , . , U , ) )
J ' ^ - , » ^ - J J 3 ^ K K

k'^k

Donc en notation abrégée :

( 2 . 9 ) «vjvn)) = ( (^ 1 ^ ) ) + G (S /2 + S) '3) .(x p a p

S o i t T = ((l-^^),,^))^'^^ = ô ( ï i ) ' v = ̂ ^^

Alors,

(2 . 10) V = 1 + T + (^(U) <2 + S) / 3 ) ,

et donc,

( 2 . 1 1 ) V ^ = I + ^ T + 6 ( J D f 2 + S 4 3 ) ,

pour tout ^ e (R. Comme pour ( 2 . 9 ) , on obtient
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( 2 . 1 2 ) ( (v jpvg)) = ( ( ^ | P ^ ) ) + 6'(3)'2 + ^D'3).
01 P CX p

Ici,

1 - i-,. > . 1
(CPjP^)) = (^JPV -^^J^ =

= (^V^^J^ + ̂ J^ + ̂ JV =

= diag(p^) + ^ T diag(u^) + ^ diag(p^)T + (^(^lïg) + i^a^g^

. G^'2 . iD^3 ) .

Soit,

W = 4(w Q+WO ) ) , où w o = 0 si j(a) = j ( B ) et
2 01, p p,0t 01, p

( 2 . 1 3 )

Vp = h2 j ^(oD^a - V^^^jt^)^ si ^a) 7' j ( f 3 ) -

Alors on trouve :

( 2 . 1 4 ) ( ( v IPV.)) = diag(p) + ^ T diag(U) + ^ diag(p )T + ^ + 6 ( S ) 1 2 + ^ 3 )d p ex z UL z UL

^
-^ ->• 2Introduisons maintenant la base orthonormale e = v V ("l'ortho-

normalisée" de v = (v ) ) . Dans cette base la matrice de P| devient :
01 l r

V-^vipv.m-172 =d iag (u ) + ^ + 6(3)'2 + ̂  >3) .(X p Cx

grâce à ( 2 . 1 4 ) et ( 2 . 1 1 ) . On a donc montré le

THEOREME 2.1 ( [ 4 ] ) .

. -^ -> -V2
La matrice de P| pour la base orthonormalisee e = v V est

de la forme diag(p ) + W + © ( < 2 ) + < 2 ) ) , o ù W est donnée par ( 2 . 1 3 ) .

COROLLAIRE 2 .2

^ ^ '^o^La même matrice s'écrit : diag(y ) 4- W + Q{e }



EXEMPLES :

On suppose que chaque P admet exactement une valeur propre ] l .
J D

dans I ( h ) .

1 : Le double puits. Si S = d ( U , , L U . o n obtient la matrice de~ o 1 2 '
Pi pour la base e , e :

1^ w

. ̂ (e-^)
w l̂

-(S -C)/h
où w == 0(e ) pour tout c > 0. (On verra dans la section 3 des cas

S /h ,
où w e admet un développement asymptotique en puissance de h ) . Les va-

leurs propres de P dans I ( h ) sont donc,

/————————^
V,-^ /. /^i-M •- "^^•, I z / z i l z ^ o ,À^ = —^— j^ /w + ——^——— + Q(e )

/~2————————T " ""2so/h
d'où \^ - \_ = /4w + (p -p ) +<?(e ) . On peut en particulier consi-

dérer le cas symétrique où il y a une isométrie j : M -^ M qui conserve V

et qui échange U et U . On choisit alors M = j ( M ) et alors p = p et
1 £• £. \ \ 2,

on trouve :

^ -2S /h
X^ - \_ = |w| + 0 (e ° )

2 : On suppose que l'on a exactement N puits U , . . . , U et une1 n
^ ^isométrie 3 : M ^ M qui conserve V telle que j ( U ) = U , j ( U ) = U , . . . ,

j ( U ) = U . Soit S = niin d ( U ,U ) on suppose que ce minimum est atteint

seulement pour \\)-\l\ = 1 ou pour (\^p) = ( 1 , N ) ou ( N , 1 ) . Soit S > S la1 o

séparation minimale entre U et U pour les autres valeurs de \),\l, \) ^ p.

Avec M^ = j ( M ^ ) on obtient p = ... = u dïf \i , et la matrice de P]
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pour la base e , . . . , e devient :

0 W 0 -
\,

• 0 W ^

W 0v
W

A- M 1 +

0 W
1

0
^ -S /h

+ 6(e )

0

<W 0 - -0

W
N

'\

^W ^0

On obtient les valeurs propres dans I ( h ) :

2IT-1 " - S / h
À . = p + 2 w cosî—2) + 6 ^ ( e ) , 0 ^ j ^ N - 1 .

-S /h S /h<^» 1 ^-^
Ici w = (5'(e ) . Si l 'on suppose que — = ^ (e ) , alors les valeursw

propres À et \ ,y^ (si N est pair) sont simples, les autres sont doubles
0 Lv/ ~ o /U

^ ^1^ //

au moins module 0 (e ) . Ces valeurs sont vraiment doubles car ( / ( /

est réelle et les vecteurs propres u . correspondant à X . pour j f. {0 ,N/2}

ne sont pas proportionnels à des vecteurs réels, donc u . et u . engendrent

un espace propre de dimension 2.

Jî : Voici un exemple "d'interaction moléculaire", où il devient

important de majorer les restes par G(j) + Ju ) et pas seulement par
-9.CÎ /h^ -2S /h

6(e ° ) :














