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Conférence n° 7

REGULARITE HOLDERIENNE DE CERTAINS PROBLEMES

AUX LIMITES ELLIPTIQUES SINGULIERS

par O. DEBBAJ

il

. P - . n .
Soient ) un ouvert borné assez régulier dans R et '+ une fonc-
tion positive dans () assez réguliére et €quivalente 3 la distance au bord. Soit
L un opérateur du second ordre, elliptique dans ( et dégénéré au bord T = 3Q,

du type

L=2" +¥2P +vnq+ R

[ee]
avec A un champ de vecteurs réels, C et transversal a I', P un opérateur diffé-
. -~ . . o - - .
rentiel du second ordre A coefficients C dans Q) et Q et R deux opérateurs dif-

férentiels du premier ordre 3 coeffcients ¢” dans Q.

Soit Y l'application trace sur I'. On va donner ici un résultat
PP

de régularité Holdérienne du probléme du Dirichlet

f dans

c
]

———
ol

(%)
Y sur T

Y u

L'étude de la régularité H® des problémes de type (%) est clas-
sique voir par exemple M.S. Baouendi [2] , M.I. Vi%ik-V.V. Gru%in [16] ,
P. Bolley-J. Camus-B. Helffer [4] ,... La régularité Holdérienne pour les pro-
blémes aux limites elliptiques est &tudié par S. Agmon-A. Douglis-L. Nirenberg
[1]. La régularité Holdérienne des problémes aux limites pour d'autres opéra-
teurs elliptiques dégénérés est étudiée récemment par C. Goulaouic-N. Shimakura
[ 12] et aussi par Damlakhi [ 8] avec, pour ce dernier, des donnés dans des espaces
de HOlder avec poids.

Dans le cas qui nous intéresse ici, on suivra une méthode tota-
lement différente de [ 12] et [ 8], on construit les 'noyaux de Poisson et de Green"
du probléme (*), puis on étudie leurs actions sur les espaces de HGlder. Pour

8tudier l'action du noyau de Green sur les espaces de Holder on aura besoin d'étu-



dier 1l'action des opérateurs OPSm’k de L. Boutet de Monvel [ 6] sur ces espaces.

Avant de préciser les hypothéses et 1'énoncé du résultat prin-
cipal je tiens 3 remercier J. Camus pour sa contribution 3 la réalisation de ce

travail ainsi que G. Métivier et J.F. Nourrigat.

Précisons maintenant les hypoth&ses et 1'&noncé du résultat.

Soit 9 un ouvert borné de R" de bord I'. On suppose que {) est une variété a

bord de classe C . On se donne une fonction Ye CmGRnJR) et vérifiant :

~
Q=1{x€R" ; P&x) >0}

{ Ir={xer"; Px =o0}

grand ¥ # 0 sur T

o

Pour y € ]0,1l[ nous notons

H@ =fue @ ; ||ul]. = sup |u| + sup LEEUGD] o oy
oo xQ |x-y M
X#y
Plus généralement, pour £ €N, u € ]0,1[ et comme ci-dessus

nous notons

r
CK+U<§) = {u€ec°@ ; % € Cu(ﬁ) pour |a| < 2}
C?”“@') - we M@ 9lue @)
Cf;”"“('ﬁ) ={ue cfp”‘”“(ﬁ) . 12u e Yy

munls des normes naturelles.

1 les parties principales respectivement

de P, Q et R. On fait les hypothé&ses suivantes :

On notera P2, Q1 et R

(Ho) L'opérateur L est elliptique dans Q.
(Hl) Pour tout x € I' et pour tout £ € T;F\{O} le polyndme
P(1) = T2 + 1 Q](x,E)T + Pz(x,g) admet deux racines T+(x,£)

et 1_(x,8) telles que Im T+(x,£) >0 et Im t_(x,8) < 0.



(Hz) Pour tout x € ', pour tout & € T:F\{o} tel que le probléme
Lo(x,t,g,Dt) u(t) =0
u(o) =0

n'admet que la solution u = O dans *ﬁi;).

Lo(x,t,S,Dt) étant 1'opérateur différentiel défini par

LG 6,6,D,) = D2 + €% B (x,E) + i Q (x,E)E D, + B, (x,6).

On peut, maintenant, &noncer le ré@sultat principal :

Théoréme :
Sous les hypothéses (H ), (HZ) et (H ) ona : pour £ €N et

uweEloIl , pour f € C£+H(Q) et Y € C£+]+U(Q) st u € H (Q) avec s > %—est

solution du probléme

= f dans Q
(%)
=1y sur T

alors u € E£+]+U(Q).

Pour établir ce théoréme on construit un noyau de Poisson
f)e *J(C (F), ¢ (R)) et un noyau de Green (3 € fﬂ(Cw(ﬁ), Cw(ﬁ)) qui se prolon-
gent respectivement de ¢**!*(r) dans I U@ et de PU@ dans AR (0)

et tels que :
L . Pye @

vy Pyv-vecm

T

et
L ﬂf -fec’®

Y Gt € ¢ (I)

(T

[

De la régularité H® du probléme (*) on déduit que
‘v =u - (Cvf + ¥) € ¢”(). Il en résulte que u € CB*I+UC§)



On va donner les grandes lignes de la démonstration de ce théo-

réme. D'abord on commence par localiser le probléme. On notera x = (x',xn) €

n

R -1 xRet £ = (E',En) € Rn-l x R. Dans une carte locale convenable 1'opéra-

teur L s'écrit sous la forme :

2 n-1 n-1 9
L=D" + a.(x) x D_ D. + b.,.(x) x_ D D+
X §=1 h| n xj X ;,k=l jk noUX. X
n-1
c(x) D + Z dj(x) D, + e(x).
n j=1 J

- . . . ) =n
oli les coefficients sont des fonctions C sur R+.

Soient (Ho)', (Hl)' et (HZ)' les hypothéses (Ho), (Hl) et (HZ)

traduites dans le demi-espace :

(Ho)' L'opérateur L est elliptique pour X #0

n-1

(Hl)' Pour tous x' € R et £' € m““l\{o} le polyndéme en €y

n-1 n-1

2 .
En ¥ z=1 aj(x',o)gjgn + § el bjk(x',o)gjgk admet deux racines

9

E;(x',g') et E;(x',i') avec Im E;(x',g') >0 et Im E;(x',g') < 0.

(HZ)' Pour tous x' € Rn-l et £' € R““l\{o} le probléme
Lo(x,i',Dxn) u(x)) =0
u(@) =0
ue fR,)

n'admet que la solution identiquement nulle.

On commence par &tudier le noyau de Poisson associé i L.

Noyau de Poisson :

. D RS -
Un noyau de Poisson S’ € X™ est un opérateur de c? ®" l)
dans C, @®") tel o
ans C; (R,) tel que

Py = m~ @D f | e L) DEnyae
R™



ol p(x,£') est une fonction c” sur Ri X Rn_l qui vérifie pour tous M € N,
a € " et B' € Nn_l et pour tout compact K de ﬁ? il existe une constante
C > 0 telle que
o

n M
REIURR
M .a B’ 2 2
%, 3y B+ POLED] < c1+ [E'D

pour tous x € K et §' € Rn-l.

Alors en s'inspirant de certains travaux de L. Boutet de Monvel
[5] et de F. Tré&ves [ 15] et en utilisant quelques résultats de P. Bolley-

J. Camus-B. Helffer [ 4] on montre ([7] ou [8]) :

Théoréme 1 : (Noyau de Poisson)

N r e . ) ’C'
Sous les hypothéses (HO)', (Hl)' et (H2) i1 existe (€ K
tel que

L Pett ok

© . .
omp® s C )

NS S
]

-1 0 n-l))

1 4 M
y J-T¢€ -.,U(ccomp(m ), C (R

On a de plus,

Théoréme 2 :
) - .
o/ 1}

4 ;70
Un noyau de Poisson \ € K ﬂﬁﬁ) se prolonge, pour tous
LEMWN et yu€l0,1l, en un opérateur lindaire continu de C£+]+U0Rn_1) dans

C£+1+U _ +1+p =1, 2 +04+U =1 g comp #U =
x ,Lloc (H_?Z) = {ue loe (®,); x, u€ c(goc (E,) et anu € dgocm?+) :

‘ Pour démontrer le théoré&me 2, on &tudie le noyau distribution
K(x',xn,y') de 5) et on montre (cf [ 11]), en procédant un peu comme dans [ 7]
ou[ 3], que K(x',xn,y') € Coo(an—l xR x m“’l) et se prolonge en une fonction
c” sur Rn_l X ﬁ; X Rn-l - Aot A= {(x',0,y"), x' = y'} et vérifie

(i) ! V K compact C R™ !, v o € N avec lal €1, 3 C, > 0 tel que



Q
. -n+l-|a'| - 72
|9, K(x'sx 5y | & Ce(|x"-y'| + x)

pour tous x' € K, X €]0,1[, y' € Rn—l

(ii) vye®™,
ge en une fonction c” sur ﬁf. De plus, YR 2 1, V K compact de

Rn—l, JC >0 tel que VS €]JO,R, ¥ x' EK et x €1]o,1l

la fonction JK(X',Xn,y') x(x'-y')dy' se prolon-

< C

~

lJK(x',xn,y')dy'

8<|x'-y'|sR
Nous obtenons par un découpage d'intégrales comme dans [ 14],

Théoréme 3 :
Soit K(x',xn,y’) e @ x ﬁ; x B - ) et vérifiant (i)

et (i1) ci-dessus. Alors l'opérateur A défini par
A u(x) = JK(x',xn,y') u(y') dy'

se prolonge, pour tout y € 10,1[, en un opérateur lindaire continu de CV ®1)

Lo comp
dans CZocaR+)‘

¢ Par suite, du théoréme 3, on déduit qu'un noyau de Poisson

o : ‘ —
PeX G§2) se prolonge en un opérateur linéaire continu de CgompGRn l) dans
Cgoc(Rn-l). Et par '"dérivation et intégrations par parties'" on déduit le théo-
réme 2.

On étudiL maintenant le noyau de Green :

Noyau de Green :

\ .
On commence par prolonger les coefficients de 1'opérateur L en

. o | . . . . . - . .
des fonctions C sur R de sorte que la condition d'ellipticité (Ho) soit satis-
faite pour tout X # 0. Soit alors z la variété caractéristique associée a L ;

vu 1'hypothese ()', ] = {(x,€) € ®" x R"\{o}, x_=¢&_ = o}.



n . -
On notera I = R+ et on dira qu'on opérateur P sur R" admet la

ropriété de transmissi i e ¢’ Q ° € c®@ : u°
prop e nsmission si pour tout u Ccomp(Q)‘P(u ) aSC @@ 5u

désignant le prolongement de u & R" par O dans R'\Q. Et on notera par PQ 1'opé-~

rateur u > P(u°) Q°

En utilisant encore certains travaux de Boutet de Monvel [ 5]

et [6] on montre [11].

Théoréme 4 : (Noyau de Green)

Sous les hypothéses (HO)', (H,)" et (Hg)' il existe

Q€ ORS_Z’_2(ﬁﬂ,Z), possédant la propriété de transmission et un opérateur
' . =1, 1n ' - Q o Q 9
d'Hermite H € OP#% ~ (R ,X) tels que l'opérateur 1= - '~y @ + H  vérifie
LG-TI€LC @, @)
7 comp
= =] <+ U o) IOO
Y4 ”(Ccomp(Q) , C (T))
(j)étant un noyau de Poisson appartenant q fﬂﬁ'proprement supporté associé a4

l'opérateur L).

De (HO)' et (Hl)' on déduit que L est transversalement ellipti-
que. Ceci permet de construire explicitement le symbole q de Q sous forme d'un
développement asymptotique. Et alors on vérifie que q satisfait la '"condition
de transmission". Pour construire H on utilise une méthode un peu analogue 3

celle utilisée pour construire le noyau de Poisson.

Théoréme & :
Le noyau de Green g, défini ci-dessus, se prolonge pour £ € IV

. .. , +U on +1+U =

et W€ 10,1 en un opérateur linéaire continu de CZ Y ®") dans EK T#u ®").
comp ~ + xn,loc +

Remarque : On retrouve et on améliore, dans un cas particulier, un résul-

~

tat de régularité Holdérienne a 1'intérieur obtenu récemment par L. Rothschild-

E. Stein [ 13].



Pour démontrer le théoréme 5, on est amené & étudier essentiel-
lement l'action des opérateurs OPS_Z’—ZGRH,Z) sur les espaces de Holder. En fait,
on &étudie les opérateurs OPS-I’-ZGRn,Z) c ops®*°®",)) C OPS | et par dériva-

2°2
tion on déduit le résultat pour les opérateurs OPS—Z’-ZGRn,Z). Pour ceci on a
besoin de faire une &tude fine des noyaux distribution associ@s aux opérateurs
OPS_I’_ZGRH,X). Soit K(x,x-y) le noyau distribution associé a un opérateur
A € OPS_I’—ZGRH,Z) modulo un régularisant. Alors K(x,z) € Coo(\Rn x R™\{0}) et
vérifie (c£[11]).

(1) V¥ compact K C R™, 3 CK > 0 tel que ¥ a, B € N® avec
la'| + |B'| €1 et o + B =1 on ait

1
' ' "1’1+“"‘|0'-'I‘|B"
|3g- 3E.IR(x,Z)| < CK(|z'| + zi) 2

a B
n ., n 2,-n 2

IBXn an;KKx,z)l < CK(Iz'| + zn) | Log(lz'l + zn)|

V x € K et z € R™\{0}.

(ii) Il existe des fonctions K € ¢ @®R™ x R®\{0}) ; j=1,...,n"1,
n-1 ]
telles que K= 2 Bz XK. et vérifiant pour tout compact K C R",
=1 7]
il existe une constante CK > 0 telle que, pour tout j

ly...,n-1,

]
pour tous x € K et z € R™\{0}.

Soit 6 € CzGRn) avec 6 = | dans un voisinage de z.= 0 et soit

Ke(x,.) la distribution sur R™ associé & K(x,.) défini pour u € Cz(Rn) par
Kg (x,.),u> = fJ<(x,Z)(u(Z) - u(o)6(z))dz

Soit maintenant :Ké 1'opérateur défini sur C:GRn) par

.:K.e U(X) (Ke(X9') * U) (X)

ﬁK(x,z)(u(x—z) - u(x)6(z))dz



Alors par un découpage d'intégrale nous obtenons (cf [ 11])

Théoréme 6 :
L'opérateur ':16’ défini ci-dessus, se prolonge pour tout

. o . u n u n
ru € 10,1[, en un opérateur linéaire continu de Ccompm? ) dans CZOC(IR ).

Du théoréme 6, on déduit que A se prolonge en un opérateur li-

néaire continu de cM @®R™) dans ¢! (R™). En fait on a :
comp loc

Théoréme 7 :
Un opérateur A € OPS—’Z’—g(IRn, )), se prolonge en un opérateur
:Sai - Mo ~H nyoCpeh
lindaire continu de Céompaﬁ ) dans = ,Zoc(ﬁ ) = {u Cloo® ) 3
x2 u € C'Hu(ffn)' "
n loc' T4/} «

Pour avoir le théoréme 7, il reste & montrer que 1'opérateur

B = x2 A se prolonge de c! GRn_l) dans Cl+u(Rn). Pour ceci, on étudie le
n comp loc
noyau distribution K(x,x-y) de 1'opérateur C = DiB avec |a| = 1. On montre

(cf [11]) que X(x,x-y) s'écrit essentiellement sous la forme :
K&x,2) = Kx,2) + (x,2)

avec _F}(x,z) € ¢C@®R™ x R™{0}) et vérifiant les propriétés (i) et (ii) précé-

dentes et ,Ké(x,z) € ¢”@®R™ x R™\{0}) et vérifiant

i)' ¥V compact K C [Rn, 1 CK > 0 tel que Vo, B Gan avec

la| + |B] € 1 on ait

\
I < ! -n—- -—
L 1% 88 35,0000 | € cplx | (la'| + [x | |2 [y lol=I8I

l)—n-—l

j\z(x,z)l € Cy x§(|z'| + x| |zn

pour tous x € K avec x # 0 et z € R™\{0}.

(ii)' ] sz(x,z) € ¢ ®" x R"™\{0}), j = 1,...,n-1, telles que pour

tout j = 1,...,n-1 on ait : V compact K C R", :SICK > 0 tel que :



10

[Ky; @s2) | € Gl (2| o+ [ ] |2, H7™!

VXEK, x #0etzE€ ®™\{0}.

Soit, comme précédemment, ,er 1'opérateur associé a :K (x,2).

Alors on déduit le théoréme 7 du théoréme 6 et du théoréme 8 suivant (cf [11]):

| Théoréme 8 : L'opérateur JK' se prolonge, pour tout u € 10,1[, en un opéra-
teur linéaire continu de Cu ﬂRn) dans C (En)

Par suite, par ''dérivation et intégration par parties'" on mon-
tre qu'un opérateur Q € OPS_Z’-ZGRH,Y), 3 fortiori un opérateur d'Hermite
H € Ong—l(Rn 2), se prolonge, pour tous £ €N et p € 1]0,1[, en

L+u £+ 1+p .
un opérateur linéaire continu de Ccom (R™) dans E x, 1OC(R ). Si

de plus Q possé&de la propriété de transmission, QQ se prolonge,
pour tous £ € N et u ]O,1[ en un opérateur linéaire continu de

£+u L+ 1+ . . ~ ' .
comp(R ) dans E X, loc(m ). Mais si H est un opérateur d'Hermite

appartenant a OP?ﬁ (R"™ Z), Q se prolonge toujours en un opéra-

L+u L+1+y ,=n
teur linéaire continu de Ccomp(m ) dans Cx ,loc(R ).

Exemple

Considérons dans Rz, l'opérateur LA = D% + tzDi + AD,

avec A # - 2k + 1, k € N - {0} ([.14] et [9]). Alors on a pour

L+ £+1+u
L €EN et y € 10,1[, pour f € Ccomp(R ) et Y € ccomp(m) si

u € loc(R ), s > 7 est solution du probléme du Dirichlet

_ 2
LAu = f dans R+
Y u = ¥ sur R
L+1+y =2, _ L+1+qp L+y
alors u € C_ 1oc(R+) = {u € Cloc (R )/8 u € Cloc(m ) et

t2u c C£+2+u(IR )7},
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