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Conférence n°® 18

ESTIMATIONS L2 POUR LES NOYAUX SINGULIERS

par

R. R. COIFMAN, A. MCINTOSH et Y. MEYER

Commengons par rappeler quelques définitions.
n n
Soient A € R" xR" 1la diagonale (définie par y=x, x € R , y € R )

n
et Q <R x®R" le complémentaire de A .

Désignons par K : ) » ¢ une fonction possédant les deux propriétés
suivantes ‘ v
C
(1) IK(x,y) | <
: n
I x-yl
(2) K est localement lipschitzienne sur et 1l'on a
VR, <€ —S— et V&I < —S .
x ' n+1 y ! n+1
Ix=-yl Ix-yl

A l'aide d'un tel noyau K(x,y) on définit, pour tout € > O, l'opérateur tronqué Te

par

(3) Tsf(x) = K(x,y)£(y)dy .

ny—xl? €
P . . 2
Le probléme fondamental de la théorie est alors de décider si T envoie L (155
- n 2, _n
dans lui-méme et si la norme, notée "Teuop' de l'opérateur Te : LZ(II) > L°(R)
est bornée uniformément par rapport a € > O.

Lorsque, c'est le cas, nous dirons que K(x,y) est un noyau de

Calderdn-Zygmund.

Si K(x,y) est un noyau de Calderédn-Zygmund, il existe un opérateur
. 2 ,
continu T : L (Ifl) - L2(Ifl) tel que pour toute fonction f € C:(Ifi) et tout x

n'appartenant pas au support de f on ait

(4) Tf (x) = J K(x,y)f(y)dy .
-



Naturellement T n'est pas unique et un choix possible de T est la limite faible

d'une sous-suite Téj ’ ej - 0.

On définit également 1'opérateur maximal T, par

(5) T E(x) = sup IT _f(x)]|
£>0
Avec ces notations, on a le théoréme suivant (A. P. Calderdh, M. Cotlar et

A. Zygmund).

Théoréme 1 : Pour tout noyau K(x,y) vérifiant (1) et (2), les deux conditions

suivantes sont équivalentes

n
(@) il existe une constante C > O telle que, pour toute fonction f € c:(nz) et

> i <
tout € > O, gg_g}ﬁ HTg(f)II 2 cli £l

(b) il existe un opérateur continu T : L*(R") - 1?(R") tel que K(x,y) soit la

restriction au complémentaire de la diagonale du noyau-distribution S(x,y) de T.

Si 1'une de ces deux conditions est satisfa}telvalgp§mlprégatguf maximal T*

se prolonge & tout Lp(I{5 pour 1 < p < +o : HT*pr < Cp"f"p gg_cp ne dépend que

de p, n, "T"op et de la constante C figurant dans (1) et (2).

On pourra se rapporter, par exemple, & [2] , chapitre IV.
Donnons des exemples de tels noyaux K(xX,y) en commencant par les exemples historiques

qui ont motivé la théorie .

Si K(x,y) = A(x,x-y) ol A(x,u), x € IJI, u € R\ {0}, vérifie les

conditions
(6) Ax,\) = A\ "Aa(x,u) pour tout A > O
(7) ~J A(x,u)do(u) = O pour tout x €2Rn
jul=1
(8) |8:3§A(x,u)l < Ca,B pour tout x € Rr" et jlul =1,

alors K(x,y) est un noyau de Calderdn-Zygmund (et certains auteurs appellent
"noyaux de Calderdn-Zygmund" les noyaux vérifiant (6), (7) et (8)).
L'opérateur T associé est alors défini par

(9) Tf(x) = v.p. [ nK(x,y)f(y)dy = lim K(x,y)f(y)dy
R

€0 JIy—x]?E

et, pour toute fonction f € L2(IJH 1'intégrale singuliére (9) existe presque partout.



Un second exemple est celui des opérateurs pseudo-différentiels classiques
d'ordre O. C'est & dire gque l'on part d'un symbole 0O(x,§) € Cm(lflx Ifs vérifiant

les conditions de HArmander

a.B < - lal
(10) I'ag'aX ox,8) | < Ca,s (1 +1€l)
et 1'on définit T = 0(x,D) par le formalisme usuel
(11) O(x,D)E(x) = —— J %8 g, ey f(B)at .
n n
(2m) R

Alors le noyau distribution de o(x,D) s'écrit S(x,x-y) et la distribution

S(x,.) € 45'(155 vérifie les propriétés suivantes

(12) o(x,8) = I rle‘l‘E'u S(x,w)du € L (R" x R")
R B
et plus généralement |3£0(X,E)| < C8 si B E N" . D'autre part
(13) S(x,u) € C(R™ x R™ {o}
. . . - s 2 = a B < _n—|8! .

et satisfait aux inégalités IBX Bus(x,u)l < Ca 8 Jul si 0 < |Jul <1

’

. o B -N . n n

tandis que I8x Bus(x,u)l < CNIuI pour tout N=>1 si |ul>1, o€ N, RBEN .

Les inégalités vérifiées par le noyau distribution sont bien plus précises

que (1) et (2) et pour montrer que 0(x,D) est borné sur L2(I55 , on écrit, gréce

a4 une partition Cw de 1'identité, S(x,u) = Sl(x,u) + Sz(x,u) ou S1 a les mémes

propriétés que S mais est, de plus nulle si |ul = 1 et ou S, est nulle si |ul < 1/2.

Alors ISZ(x,x—y)l < ¢ 1 et 1l'action de l'opérateur correspondant est triviale.
1+ x-yl

En ce qui concerne Sl, on est ramené a prouver une estimation locale.

On définit, si £ € L2(RY), veETR', x€R , Flv,x) = [ L S(vux-y)£(y)dy.

Alors on a R

IF (v, x) 5 <ol II‘fII2
L (dx)
et, plus généralement
1wl ,  <nafol nel,
L™ (dx) X

pour O < |[RB| < m.



. n PN . ,
Puisque m > 2 le théoréme de trace de Sobolev s'applique et permet de restreindre

s X . . 2 .
F(v,x) a la diagonale v = x et d'obtenir une fonction F(x,x) dans Lloc . Ceci

termine la démonstration de la continuité de o(x,D) : LZ(IJS - L2(153 .

L'exemple suivant est de nature tout & fait différente. On désigne par
A : R - € une fonction lipschitzienne : il existe une constante C 2 O telle que,

pour tout couple (x,y) de deux nombres réels on ait

(14) IA(x) - a(y)| < clx-yl
Le noyau que l'on considére est K(x,y) = éiil_:_ééll_ et A. P. Calderdn a démontré
(x-y)

en 1965 [1] que, pour toute fonction f € LZ(IU , l'intégrale singuliére

v.p JK(x,y)f(y)dy = g(x) existe presque partout et que ”g"2 <da'll_ ”fH2 ou

C est une constante absolue. L'opérateur T défini par T(f) = g peut étre considéré

comme un opérateur pseudo-différentiel. Son symbole est alors, en posant a(x) = A'(x),
i ol =

donné par la formule g(x,8) = elmx —Jé;gﬂ——igl-g(a)da et n'appartient pas a

© n n S e .

L (R X R ). Or aucune des classes existantes d'opérateurs pseudo-différentiels
2 -

ne permet de donner des estimations L™ (R) pour des symboles non bornés.

L'opérateur de Calderdn se situe donc "au deld des opérateurs pseudo-
différentiels". En 1974 puis en 1976 deux des auteurs [2] généralisaient le théoréme
i k

{ - v
154§L~—{g%22—— ot A : R » ¢ est lipschitzienne et k € N .
(x-y)

,
de Calderon aux novaux

En 1977, A. P. Calderdén démontrait [1] qu'en appelant L, 1'opérateur
défini par le noyau ci-dessus, on a “Lk"op SZCk HA'HE ou C =21 est une
constante absolue dont la valeur n'était pas connue.

En présentant ses résultats au congrés international d'Helsinki,

A. P. Calderon pose le probléme de montrer que "Lk”op < C€(1 +e)k HA'Hi pour
tout ¢ > O.
Nous allons maintenant donner une réponse positive & cette conjecture et,

ce faisait, établir une liste de nouveaux noyaux de Calderén—Zygmund, c'est-a-dire

de noyaux décrits par le théoréme I.

Théoréme II : Soient K une partie compacte et convexe du plan complexe, U un

ouvert contenant K et F : U » € une fonction holomorphe dans U.

Désignons par A : R - € une fonction telle que, pour tout x € R et tout y € R,

A -2 ¢ x . alors le noyau N(x,y) = r AZELZ 2L, 1

X -y T e e X -y X -y

_ 2
opérateur borne“§gr L (R).

on ait définit un




En employant la méthode de transférence de R. Coifman et G. Weiss, on
peut donner a ce résultat une forme plus abstraite.
Soient (R,%,U) un espace muni d'une tribu et d'une mesure o-finie Yy = 0O

sur G. Désignons par U_ un groupe d'automorphismes de (f,G,u) indexé par R,

t
préservant la mesure U et tel que si E € ] et U(E) < + o , la mesure de la
différence symétrique entre Ut(E) et E tende vers O avec t.

Nous dirons qu'une fonction A : § - ¢ est lipschitzienne relativement a

Ut s'il existe une constante C = O telle que

AU (x)) - A(x)
S

I <c.

Lm(dx)

S

Soient, de nouveau, K une partie compacte et convexe du plan complexe, U un ouvert

contenant K et F : U » € une fonction holomorphe dans U. Soit A : §§ - ¢ une fonction

lipschitzienne tellé que, pour tout s € R, on ait

A(Us(x)) - A(x)

€ K.
s

Alors l'opérateur T défini par

.

A(Ut(x)) - A(x)
t

dt
) £ (Utx)-t—

+00
Tf(x) = v.p. J F(

-00

est borné sur L2(Q,15 dy) .

Un cas particulier du théoréme II a une signification géométrique si
particuliére qu'il convient de le regarder comme un énoncé indépendant.
_ On désigne par ¢ : R -» R une fonction lipschitzienne
( lo(x) - oy < h|x—y| pour tout x réel et tout y réel) et par
T = {(x,y)EjZIR2 ; = @(x)} le graphe de la fonction ¢ . Soient Ql et 92 les
ouverts limités par T et définis par y < @(x) et y > @(x). Suivant C. Kenig [4]
on leur associe deux espaces de Hardy généralisés Hz(Ql) et H2(92) définis comme suit

F € H2(Ql) signifié que F : Ql - T est holomorphe et que

sup J |F(x+i¢@ (x) - ielzdx < + @
>0 ‘R

et de méme pour. H (92). Naturellement si ¢ = O, on retrouve les espaces de Hardy

usuels.



on peut définir [4] un opérateur de trace 61 : H (Q ) > L (T) gréace
2
auquel H (Ql) s'identifie & un sous-espace vectoriel fermé, note H (Q ), de
L (T) et 1'on définit, de méme, le sous-espace vectoriel fermé

1{2(92”F c 1?2 = 1%, as)  ou Vit o 2 ax .

Théoréme III : L'espace L (I') est la somme directe des deux sous-espaces fermés
2 2
H (Ql)ll“ et HY(Q) 1,

La somme directe n'est orthogonale que si @(x) = ax + b. Cet énoncé
avait été obtenu par A. P. Calderdn en 1977 [1] sous 1l'hypothése restrictive
|Im'Haf< § ( § > O venant de la méthode de perturbation employée). Notre contribution
fut donc de nous affranchir de § . En outre la méthode de A. P. Caldercn reposait
sur des techniques de variable complexe et, en particulier, sur 1l'usage de la représen-
tation conforme. Nos démonstrations constituent un retour & l'analyse réelle et
il y est fait un usage important des "mesures de Carleson" et des inégalités qui
s'y rattachent.
Un dernier résultat intéressant est 1'extension des théorémes précédents

a Igl. Elle est obtenue par la méthode des rotations de Calderon.

P n n . .
Théoréme IV : Supposons que A : R > R et ¢ : R - R soient deux fonctions

lipschtiziennes. C'est-a-dire qu'il existe une constante C > O telle que l'on ait

lox) - @y)l < Clx - y| pour tout x € r" et tout y € Ifl (et de méme pour A).

Alors le noyau K(x,y) = AR A oa1 Jeéfinit un opérateur borné

2

—'

r 2
Lix-y12 + (0x) - oy ?]
sur LZ(I{3 .

Trés curieusement le point de départ de ce travail fut une conjecture de Kato
que nous avons pu résoudre par les mémes méthodes d'analyse réelle.
Voila ce dont il s'agit.

=

En retournant & la dimension 1, on désigne par D 1l'opérateur -i g;-et par
a € Lm(lﬂ une fonction essentiellement bornée telle que e ax) > 1 presque-
partout.

Suivant Kato [3] on peut définir la racine carrée V' de 1l'opérateur
accrétif T = DMaD comme un opératcur non borné dont le domaine est un sous-espace

dense dans LZ(IU .



7

00
' . s 2 A
Plus précisément VT = T T J ___d__2_ . Le probléme posé par Kato est
o T+ A1 :
de montrer que le domaine de l'opérateur VT est 1'espace de Sobolev 5 (R) .
Théoréme V : Soit Hl(IO c L?(IU l'espace de Sobolev usuel. Alors, avec les
notations précédentes, VT : H1 (R) - L2 (R) est continu.
Les démonstrations de ces résultats paraitront ultérieurement.
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