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HYPOELLIPTICITE POUR UNE EQUATION D'EVOLUTION

ABSTRAITE DU SECOND ORDRE
par

P. BOLLEY, J. CAMUS, B. HELFFER

Dans cet article, on étudie 1'hypoellipticité de 1'opérateur suivant :

P= (3, +at A3 +bt'n) + A ab 3 =2,
dans un espace de Hilbert H., a,b,c sont des nombres complexes et k est un

A est un opérateur auto-adjoint

entier impair > 1 . Plus précisément, on démontre le résultat suivant :

THEOREME - Si Re a.Re b < 0 et si % ¢7 , 1'opérateur P est hypoelliptique en
t=0.

Cette notion d'hypellipticité est précisé€e plus loin ; en particulier,

lorsque H = LZ(R) et A=-i 58)—(- , on retrouve 1'hypoellipticité classique.

Cette €tude vient 3 la suite de plusieurs travaux faits sur des opérateurs
de la forme (3, + at A) (8p *+ bt A) + cA (cf. (*), ("), ...) ou plus généralement
(3p + at¥) 3y + b)Y + ct®TA (eE. (), (), (), (), ...

La démonstration du résultat annoncé est faite tout d'abord dans le cas ol
A est un opérateur auto-adjoint, défini positif et a inverse borné par une méthode
qui nous a été inspirée par les techniques utilisées dans (7) et (3) ; puis dans le
cas général on opére comme dans ().

Notons que les méthodes de réduction a une variable et d'homothéties dans

le cas o A = -1 g% , utilisées par exemple dans (?), ne semblent pas s'adapter ici.

1

1. CAS OU A EST DEFINI POSITIF SUR H ET A INVERSE A~ BORNE

1.1 Notations

On utilise les notations de (’) (cf. aussi (*)) que 1'on rappelle ici.
Dans ce chapitre 1, A désigne un opérateur linéaire, non borné dans un

espace de Hilbert H de domaine dense dans H , auto-adjoint défini positif et

ayant un inverse borné A_1 (Par exemple 1'opérateur A peut étre (I-Ax)e/ 2

’

oi © >0, sur R" ou bien une extension auto-adjointe de le] sur E1)~
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On introduit une famille d'"espaces de Sobolev'' HS pour s €R ("dans
la variable x') définis par A de la facon suivante : si s » 0, HS est 1'espace
des éléments u de H tels que ASu € H muni de la norme fullg = 1ASul, ob l[ull,
désigne la norme de u dans H ; si s< 0, HS est le complété de H pour la
norme |lull = ||Asu||0 . Etant donnés s et m dans ® , A" est un isomorphisme
(pour les structures d'espaces de Hilbert) de S sur B (Par exemple, 1'opéra-
teur A étant 1'opérateur (1-Ax)e/2 ,o0 6 >0, sur R , alors 1'espace HS est
1'espace de Sobolev classique dans R" d'ordre s6) .

On note par H® 1'intersection des espaces H> et par H © leur réunion.
On munit le premier de la topologie limite projective et le deuxiéme de la topologie
limite inductive. Puisque pour chaque s € R , HS et HS peuvent étre regardés
comme dual 1'un de 1'autre, H” et H ~ peuvent &tre regardés comme dual 1'un de
1'autre.

Soit J un sous-ensemble ouvert de R . On note C™(J;H®) 1'espace des
fonctions C® dans J 3 valeurs dans H™ . C'est 1'intersection des espaces
Cj (J;Hk) (des fonctions j fois continuement différentiables dans J & valeurs
dans HY) pour tous j et k entiers 3 0 . On mnit C”(J;H") de la topologie
C” naturelle. Si K est un sous-ensemble compact de J , on note C::(K;Hm) le
sous-espace de C”(J;H™) formé des fonctions qui s'annulent identiquement hors de
K . C'est un sous-espace fermé de C”(J;H™) et on note C_:;(J;Hw) la limite induc-

tive des C:;(K;Hm) pour tout sous-ensemble compact K de J .

On note par @'(J;H ™) 1le dual de C:;(J;Hw) ; c'est 1'espace des distri-
butions dans J 4 valeurs dans H © .

Soit 1'opérateur P différentiel sur R défini par :
P= (3, +at A)(3, *+ btXA) + cA

ou a,b,c sont des nombres complexes, k est un entier impair > 3 et Rea.Reb < 0 .

DEFINITION 1.1 - On dit que P est hypoelliptique dans un ensemble ouvert J de R
si, pour tout sous-ensemble J' de J et toute distribution u €@'(J;H ) tels
que Pu € C*(J";H") , alors u € CT(J";H") . On dit que P est hypoelliptique au
point t =0 s'il existe un voisinage ouvert J de 0 tel que P soit hypoellip-
tique dans J .

Le résultat important de ce chapitre 1 est :

THEOREME 1.1 - L'opérateur P est hypoelliptique en t = 0 dans chacun des cas
suivants :
i) Rea>0, Reb<0, S#1,2,..

ii)Rea <0, Reb>0, Z#0,-1,-2,....
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1.2 Une estimation sous-elliptique

Si J est un intervalle de R , on note V(J) le complété de C:(J;Hm)
pour la norme :
k+1 1 %
_ 2 7R 212
lollygy = € o+ e ™ sl + 12 ulfyen

et V'(J) 1le dual de V(J) .

On a 1'estimation suivante :

PROPOSITION 2.1 - Si Re a(|a[2 - 2Re c @) > 0, alors il existe T>0 et C> 0

tels que pour tout u tel que A1/2 u éV(-T,T) , on ait :

"u”V(-T,T) € C "Pu”\l'(-T,T)

Démonstration - Pour ué C‘:(J;Hw) ot J=1-T,7[ ona :

K - 2 k
IJ((8t+bt Ay, (3,-atA)u) (dt = JJ (It llAull2 + b(tkAu,atu)o - a( v, th) )dt .

Or, par intégrations par parties on a :
2 Re I (Btu,tAu) dt = - J (u,Au) dt
J ° J

k1

2 Re L (0 u, t5aw) dt = - k[ (w, t* aw) gt .

J
Par conséquent :

Re {2 m J (3 urbt Au,d u—atAu) dt - ca T%—e%r JJ (Au,u)odt}

2
-rex R [ ot} - lal? SRR [T aiZar s B0 R G e
+ Re (3b ngT J (t%Au,5,u)dt) - Re(ca T{;fir J (Au,u) dt)

J

Rea

- 2 40 . Jal’ k+1 oy 12 la]2 .
|Rea| J ||atu||0 dt TReal Rea Reb JJ t ||Au||o dt + (-5~ - Re ca) TReal

Rea k _ = Rea k
JJ (Au, u) dt + Re @b T_T Re(J (t Au,atu)odt Im ab TRea] Im JJ (t Au,atu)odt

2 2 -
_ 2 __la k+1 2 Rea  |a|“ _ = _ . Reab
= |Rea| J llogully dt - ypar Rea Reb IJ 7 [Au]g dt + JJ TET(LZL Recd =

)(Au u) dt - Im @b T%Ea—r Im f (tkAu,atu)0 dt
J
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Mais
il existe T

Rg: (Ial2 -2Reca) >0, k>1 et A est défini positif ; donc

;>0 et C1 >0 tels que si u est nul pour |t| >T ;rona:
1
Rea _ Re ab ;. k-1 2 12
I TReal ( - Re c@ ‘ kto ) (Au, u) dt > C1 JJHA u”o dt
De plus, pour tout & >0 : !

| -
21 [ Kl < e fJ logul? + 1 jJ KT T )2 ae
J T

Comme Rea Reb < 0 et k+1 pair, on voit qu'il existe C,>0 et T,> 0 tels que
si u est nulle pour |t >T,,ona:

2 |
|Rea| JJ IIBtullg dt - T%-l— Rea Reb JJ k1 ||Au||§ dt - Im 3b 1321.1_ Im JJ(tkAu,atu)odt

13 ul? k1
> CZ{[ Popolg ac « [J T au)2 dty

Donc, pour T = m1n(T TZ) , il exlste C> 0 tel que pour tout u € C°°(J H®) on
ait (avec J =]-T, TD

2 |
lubygy < €lePou>y gy

Soit maintenant u tel que A1/2 u €V(J) . Alors Pu €V'(J) ; en effet Pu s'écrit :

k+1 2 k

| —
Pu=aEU+abt u+atAatu+bktk1Au—bt Adu+chAu

et V'(J) s'écrit :
k+1 1
2

V'(J) = H (JH)et L(JH)QL(JH)
ol H-1(J ;H) est 1'espace de Sobolev classique d'ordre -1 sur J 3 valeurs dans H ;
on vérifie alors que si AV2 u €V(J) , alors chaque terme de Pu appartient a V'(J).

1/2

Soit alors une suite (v) de C:(J ;H ) convergeant vers A u dans V(J) ; la

suite (un)' ol u, = A 1/ 2 v, , qui appartient a C:(J ;Hm) , converge vers u dans
| 1ol Ge1r] -
VJ) et < Pun’un > V' (V) iconverge vers < Pu,u > V' (V) D'ol le résul

tat.

COROLLAIRE 2.1 - On suppose que Re a (lal® - 2 Re cd) > 0 . Il existe T > 0 et
C>0 telsquesi u€V(-T,T) et A2 pu V'(-T,1) , alors A2 u eV(-T,T) .

Démonstration --A est le générat?‘ur infinitésimal d'un semi-groupe (Th)h>0 de
?

N

contractions sur H . De fagon classique, grice a ce semi-groupe et a 1'estimation
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de la proposition 2.1 on obtient le corollaire 2.1.
On définit 1'espace W(J) par :
WE) = WE€P WH , du, T A, ta s, jel?Usm)

On a le résultat de régularité maximale suivant :

COROLLAIRE 2.2 - On suppose que Rea(|a]® - 2Re ca) > 0 . Il existe T > 0 tel que
si u €V(-T,T) et Pué€ L’(-T,T;H) alors u €W(-T,T) .

Démonstration - Ce résultat se déduit du corollaire 2.1.

1.3 Les espaces Hn’h et Wn’h

Ftant donnés un entier n >0 , un entier impair h et un intervalle ouvert
borné J de R , on définit 1'espace H“P(J) par (cf. () :

W) = 120w

Hn’h(J) = {U€Y'(J;H) ; du , A€ I—III"1’h(J)} pour n 3 1 ;
cet espace étant muni de la norme canonique.

On définit également 1'espace Wn’h(J) par :

WP = wed @™ ok, A%, e, tas u e POy

cet espace étant muni de la norme canonique.

L'opérateur P est linéaire et continu de Wn’h(J) dans Hn’h(J) et
1'espace Wn’h(J) est 1'espace de régularité maximale associé 3 1'espace Hn’h(J)
pour 1'opérateur P . Notons que Wo’h(J) =WJ) .

On définit de facon habituelle les espaces W?(’)?(J) et H?SE(J) .

PROPOSITION 3.1 - Etant donné n 21 , 1'espace " ’h(J) s'injecte continuement
T n-1.h
dans HY PGy .

Démonstration - Ce résultat se démontre facilement par récurrence sur n .

PROPOSITION 3.2 - Si 0 ¢3 , les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
i) uenv P
ii) u €P'U,H ) avec 8% AT u €L2(U3H) pour 0« j<n.

<
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Démonstration - Il est immédiat d'aprés la définition de Hn’h(J) que 1i) implique
ii).

On démontre que ii) implique i) par récurrence sur n 3 l'aide de 1'inégalité de
Hardy.

On caractérise maintenant 1'espace Hn’h(J) 3 1'aide de 1'opérateur
h-1 1
tT A’Z et d'un opérateur Z du type Z = 3 * dth

tel que Red > 0 .

A ol d est un nombre complexe

PROPOSITION 3.4 - Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
i) ueH P .

h-1 j %_ )
ii) u €@'(J;H™) avec 2 ATy e LJ;H) pour 0¢j<n .

Démonstration - Dans une premiére étape, on démontre que Hn’h(J) coincide avec
1'espace Kn’h(J) défini par :

o,h _ 12,7,
K" = L°(J;H) h-1 1
2 A’Z

Kn’h(J) = UeD'TH) ; Zu, t u € Kn-1’h(J)} pour n 31 .

Tout d'abord, si u est a support compact dans J , on vérifie (grice a une intégra-
tion par parties) que l'on a :

h-1 1
h ||tT A uliz = - 2Re J (Zu,th Au) dt + 2 Red |]th Au ||22
(J;H) J L7(I;H)
d'ol pour tout € >0 :
het 1
(2 Red-e) [ItN Auf?, < 1zl +he? At
L (J;H) L™ (J;H) L°(J;H)

D'od 1'on déduit le résultat pour n = 1 . Le cas général se démontre par récurrence
sur n en utilisant 1'inégalité de Hardy pour vérifier que si u & Hn’h(J) alors
ue KRy |

Ayant démontré cette premiére étape, il est immédiat que i) implique ii).
Inversement, on montre que ii) implique i) par récurrence sur n en utilisant la
proposition 4.1.
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PROPOSITION 3.5 - Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

. ,h
i) u ew' @ hetl 3
Sl

ii) u €' (T;H™) avec t P73y €W(J) pour 0gjgpegn.

Démonstration - La démonstration de ce résultat est basée sur des formules de commu-
-1. j

J s
tation de 1'opérateur t 2 A2 7P7) et des opérateurs qui interviennent dans la

définition de 1'espace Wn’h(J) .

1.4 Propriétés des opérateurs X et Y

Soit 1'opérateur Z = 3t + dth A ol d est un nombre complexe et h un

entier impair 1 .

On donne tout d'abord quelques inégalités.

PROPOSITION 4.1 - On suppose Red 0 . Etant donnés deux entiers q et j » 0,

il existe une constante C» 0 telle que pour tout u 3 support compact dans J ,
on ait :

. b1, 1 ‘
t%uy 5 £ C i Ne 2 A2 (@371 731 ) 5
L4 (J;H) 1=0 L°(J;H)

Démonstration - Par intégration par parties, on a :
h+1 1
—_

(2q+1) Nt%u =-2Re J %7 zu, ) dt + 2Red Mt & A% ul
12(J; J

b

LZ(J;H)
d'ol 1'on déduit le résultat pour j = 1 .

Le cas général se démontre par récurrence sur j .

PROPOSITION 4.2 - On suppose Red < 0 . Etant donnés deux entiers q et j 0, il

existe une constante C S 0 telle que pour tout u & support compact dans J , on
ait :

Ity , & CItdI 7 gy )
L“(J;H) L*(J;H)
Ch-1 0§
q+j :
It 2 AZ ) ) ¢ citdzd oy,
L%(J;H) L*(J;H)
It a+j h A ull < ¢l Zj ull

L2(J;H) L2(J;H)
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Démonstration - L'intégration par parties faite dans la proposition 4.1 permet
d'obtenir la premiére inégalité pour ‘j = 1 . Le cas général se démontre par récur-
rence sur j .

Des techniques analogues donnent les autres inégalités.

On rappelle maintenant un résultat de résolubilité locale relatif & 1'opé-
rateur Z démontré dans (7) :

DEFINITION 4.1 - On dit que Z est localement résoluble en t = 0 s'il existe un
voisinage ouvert J de O tel que j)our tout f € CE(J;H ) il existe u€d'(J;H )
tel que Pu=f .

PROPOSITION 4.3 - L'opérateur Z est localement résoluble (resp. hypoelliptique) en
t =0 siet seulement si Red > 0 (resp. < 0).

Démonstration - C£. (7) .

k

On note maintenant X = 3, + at A et Y=23,_+DbtA ol k est un entier.

t
On a les formules suivantes :

PROPOSITION 4.4 - Pour tout entier n 3 1, il existe des coefficients e p et fp
pour 1 g pg inf(k,n+1) tels que :
inf (k,n+1) ~ _
XY+ cma)D)Y + ) e t<P A yNPH
1 P
inf (k,n+1) _ _
MY+ (cn))X® + ) £ tKP AP
p=1 P

Y (XY+cA)

X (XY+cA)

Démonstration - Ces formules se démontrent par récurrence sur n .

PROPOSITION 4.5 - Pour tout entier n 3 1, il existe des coefficients complexes
gp et h.p pour 1g p g inf(k,n) tels que :

inf(k,

Y% = 0™+ na A YT 4 § n)gptk'PAYn‘P
p=1

inf (k,n) ) )

VY s A e
p=1

Démonstration - Ces formules se démontrent par récurrence sur n .



24
Plus généralement :

PROPOSITION 4.6 - Pour tous entiers m et n 2> 1, il existe des polyndmes
Q(t;x,y) et R(t;x,y) en x et y et d coefficients polynmes en t et des
polyndmes qu(t) et rjq(t) pour 0L j€n et 05 j+q< m tels que :

Y= 1 p;

0<jsn Jq
0<j+q<m

X" = 1 r.q(t) A ymasd g R(t;?

o<jsn I
0<j+gsm

(©) A XU 4 Q(e;9,,4) ¥

A X

Démonstration - Pour m fixé, ces formules se démontrent par récurrence sur n 2
partir de la proposition 4.5.

1.5 Une condition nécessaire et suffisante d'hypoellipticité lorsque Rea < 0 et
Reb > 0

Le principal résultat est le suivant :

THEOREME 5.1 - On suppose Rea < 0 et Reb > 0 . Les deux propositions suivantes

sont équivalentes :

i) il existe un entier n, > 0 tel que étant donnés un entier n 2 ng et un inter-
valle ouvert J de R contenant 0 , pour toute distribution u € @'(J;H ) ,

alors Pu € H?c;}:((‘]) implique u evffélc((J) 5

ii) —g—# -p pour tout entier p3 0 .

On a ainsi un résultat de régularité maximale dans ces espaces avec poids
qui permet d'en déduire facilement le théoréme 1.1.

1.5.1 Démonstration de la condition nécessaire d'hypoellipticité

On transforme tout d'abord la propriété d'hypoellipticité de P sous forme
d'une estimation :
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PROPOSITION 5.1 - On suppose que étant donnés un entier n 3» 0 et un intervalle
ouvert J de R contenant O , pour toute distribution u € J'(J ;H-m) , alors
Pu el-llllc”lc((J) implique u ew’ll(;]é(J) . Alors il existe T >0 et C> 0 tels que
pour tout u GCZ(—T,T;W) on ait :

lul < Clpul .

Wk, K,

Démonstration - Par un procédé classique (cf. () par exemple), on montre que pour
tout compact K de J et tout 6, € C:(J) , il existe 6, € C;’(J) et une cons-
tante C > 0 tels que pour tout u € VfllélC((J) a support dans K , on ait :

+ Jull,

] g C 6,Pu )
lle ull Wk ( l8,Pul k) 20

De 13 on déduit qu'il existe T' >0 et C' > 0 tels que pour tout u € C:’(—T',T';Hw)
on ait :

llul * Jlul

kg, € ¢ CInl

K LZ(J;H))

Comme de plus Jlull s T |loul] s Tl
et I g wekay

on en déduit alors le résultat.

On peut alors démontrer la condition nécessaire d'hypoellipticité pour
1'opérateur P :

PROPOSITION 5.2 - On suppose qu'il existe un entier n 30 , T>0 et C>0 tels
que pour tout u € C:(-T,T;Hw) on ait :

C [Ipull

<
"u”wn’k(-'r,'r) HYK 1,7

Alors g—# -q pour tout q entier 30 .
Démonstration - Supposons qu'il existe q entier » 0 tel que c+ga = 0 . Appliquons
1'hypothése 3 X% pour u € C:(J;Hm) ot J=]-1,7[ :

Dl < IRl
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Or, d'aprés la proposition 4.4, on en déduit puisque c+qa =

pxd=xay- mf%(’qﬂ) £ KL p xalH

k-1 - k-1-j yp-h-j_

B inf (k-1,p-h)
De plus YP h(t ) ’

gj t pour certains coefficients

j=0
complexes gj .

Utilisant alors les équivalences de normes données par les propositions 3.5 et 3.4,
on en déduit qu'il existe une constante C > 0 telle que pour tout u € CZ(J ;l-f°) ,

on ait :
k-1 h h k-1 h h
It " AZyP Ry < ¢ 7 e 2 aZyPrhyat vul| ,
0gh<pgn '(6)) 0shgpsn L2(J;H)
. ) T htk=1-3 ’Z + yPh-i ar Ly
O¢hepsn  Tclginf (k,q+1)  Ogjginf(k-1,p-h) L2(JH)

On va montrer que chaque terme du second membre est de la forme | QYu| 2
L%(J;H)
ol Q est un "opérateur en 3 ¢ et A" ou bien peut &tre "absorbé'" par un terme du

~

premier membre 3 condition que u soit 3 support assez petit au voisinage de t =10 .

D'aprés la proposition 4.6, on a :

k-1 h |
h+k-1- +1 .
v ! -h- 1-1
It PO e I I [
L2(35H) L (J3H)
k-1 . h
> h+k-1-j r+5 1 een
+ z "t AZXq+1lsrA”2 )
Ogrgp-h-j L*(J;H)

Ogs+rgq+1-1

En utilisant la proposition 4.2 et 1'inégalité de Hardy, on obtient :

—2— h+k-j-1+s-r+n-h l‘[ n -h

h
h+k-1-j 1+ e
Z A Zxa s T g < Ct

X% Aul|

L2 (7;H)

Or r g p-h-j donc k-j-1+s-r+n-h » k-1 » 2 ; on en déduit donc que ce terme peut
8tre absorbé par X%

Wk

En conséquence, il existe un entier m > 0 et deux constantes T' > 0 et

pour u 3 support assez petit au voisinage de t =0 .

C > 0 tels que pour tout u GCZ(—T',T';HOO) on ait :
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X%

c 53 A v
WK j+EA<m o u"LZ(J;H)

Or, d'aprés la proposition 4.2 :

b

< C |x%
"u"LZ 01 " "LZ 33

Ainsi il existerait T' > 0 , C' >0 etunentier m > 0 tels que pour tout
u € C:(-T',T' ;Hoo) on ait :

lul

j ,h
< ¢ 7 el A" wy
t 12(J;

12(3;H) j+hem H)

Or, une telle inégalité entrainerait que Y* = - (3 - BtkA) est localement résolu-
bleen t =0 (cf. (7)) ; ce qui n'est pas d'aprés la proposition 4.3.

1.5.2 Démonstration de la condition suffisante d'hypoellipticité

La démonstration de la condition suffisante d'hypoellipticité de P est
basée sur le résultat de régularité suivant :

PROPOSITION 5.3 - On suppose que Rea < 0 et Reb > 0, qu'il existe un entier
n>»1 tel que —(|a|2—2 Re(c+na)d) > 0 et %i‘ 0,..., -(n-1) . Alors il existe
T >0 tel que pour u vérifiant :

k-1, h

t 2 AZYPhy e y(r,T)  pour 0<hsp<n

k1, h

t 2 AZyPhpy e L2(-T,T;H) pour O<h<psn (ie Pu € HMX(-T,m)
alors k=1 . h

2 AZyPhy ¢ W(-T,T) pour O0<hspsn (ie uewn’k(-T,T)) .

Démonstration - 1. On démontre le résultat pour h = 0 , ie YPu €W(J) pour 0<p<n
od J=]-T,T[ . Cette démonstration est faite par récurrence sur p .

1.1 On montre tout d'abord que Y € W(J) . Comme -(|a|2 - 2 Re(c+na)a) > 0 , il
suffit d'aprés le corollaire 2.2 que Ylu €V(J) et que (XY+(c+na)A)Ynu € L2 (J;H).
Or, par hypothdse, Y'u €V() , Y'Pu e LZ(;H) et t¥P A Y P e12(0;m)
pour 15 p & inf(k,n+1) car f-W2h \h/2 yn-hy, €V(J) pour 0€ hgn.
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Tenant compte de la formule de concatenation de la proposition 4.4, on a le
résultat cherché.

1.2 On suppose que pour un p donné avec 1 ¢ p ¢n-1, ona Y €W(J) pour
pt1 € q ¢n . On montre alors que YPu € W(J) . Pour cela on calcule :
YPru - YP* Ry = (¥PX - x¥P)vu + (Xx-V)YP Ty - ¢ A YPu
d'aprés la proposition 4. 5 : mfék,P)

= (pa+c+g1 “Ha YPu ¢k-h

AYPP o GabeK Ty APty
or YPpu GLZ(J ;H) par hypothése, k h AYPP, e LZ(J ;H) pour 2 ghginf(k,p)
car gk—T)/Z)h Ah/2 Yp u €V(J) pour 0 ¢hg pgn par hypothése,

Yp+2u é L2 (J;H) car YP* 1u €W(J) par hypothese de récurrence et

A Yp+1u € LZ(J ;H) car Yp+1u €W(J) par hypothése de récurrence. De 13, on en
déduit que si patc # 0 , il existe T éventuellement plus petit que le précé-
dent tel que A YPu € L2(J;H) avec J = J-1,7C

Par suite, pour tout nombre complexe A , compte tenu de 1'hypothése YPPu €
L2H) , ona YPO-m)u € L2 . or <P AYPT N 6 L2 pour

1 ¢ h ¢ inf(k,p+1) . Donc, d'aprés la formule de concatenation de la proposi-
tion 4.4, on a (XY+(A+pa)A)YPu GLZ(J;H) avec YPu €V(J) ; le corollaire 2.2
montre alors que YPu € W(J) d&s que -(|a|2 - 2 Re(A+pa)d) > 0 .

1.3 On montre enfin que u € W(J) . Pour cela on calcule :
Pu-You = (a-bt"" Nt AYu+cAu.oOr Puell@H) , You € L2(J;H) car
Yu € V(J) par hypothése et (a—btk'1)t AYu € LZ(J;H) car Yu € W(J) d'aprés
1.2. De 13, on en déduit que si c # 0 , alors Au 6L2(J;H) . On termine comme
en 1.2.

2. Soit maintenant h tel que 1< h ¢ n-1 et supposons que
gk-1)/2)1 1/2 YPly 1 €W(JJ) pour 0 €lgpgn avec 1 £ h-1. Montrons que
tk'WZ)h h/2 YP~hy h €W(J) pour h¢pgn.

2.1 On montre d'abord par récurrence sur p que A gk-"/ 21h Ah/ 2 Yp_hu € L2 J;H) .
Pour cela, on forme A h/2 x £-1/2)h yp-h+1 u - Ab/2 $=W2h yp-h p,

_ _ inf (k,p-h) _ _
k—1) {lk W2)h Ah/Z YP hu _ Z’ g tk 1+{k-1/2)h Ah/2 +1
1=2
. On examine chacun des termes ; ce

(-c-(p-h)a+g t
p-h-1+1 k=1 p ab/2 $k-2)h-1 yp-h+1,
qui permet de montrer que si c+(p-h)a # 0 , il existe T eventuellement plus

petit que le précédent tel que A !k W2)h h/ 2 YP- -h ué€ L (J;H) pour
J=]-T,TC .
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2.2 On montre maintenant que ,gk-ﬂ/Z)h Ah/2 Yp_hu €W(J) pour hgpgn . Dece

qui précade, on déduit, comme en 1.2, que (XY+(A+(p-h)ad)) (FK-/2)h 4h/2 yp-h )
é LZ(J;H) pour tout A et gk-1)/2)h Ah/2 Yp'hu el (J;H) . Le corollaire 2.2

montre alors que fk-1/2)h \h/2 yPhy eww) .

3. On démontre enfin que $e-2)n A2y €W(J) . Le calcul fait en
2.1 vaut pour p=h=n, d'ol 1'on déduit que A tk_1/2 n An/2 u G.LZ(J;H) . Puis

on termine comme précédemment.

La proposition 5.3 est ainsi démontrée.

On peut alors démontrer la condition suffisante d'hypoellipticité. Soit n,
tel que -(|a|2 -2 Re(c+noa)§) > 0 . Soient un entier n > n, J un intervalle
de R et u une distribution de &2 '(J;H ) telle que Pu € HIL’)IC((J) . En dehors de
t=0, P estelliptique ; par suite, le résultat de régularité est vrai en dehors
de t =0 et il suffit de démontrer cette régularité sur un voisinage J = ]-T,T[
de O . Tout d'abord, coome t = 0 n'est pas caractéristique pour P , il existe

s €R tel que H-W2h ph/Z yp-h ps €EV(J) pour 0 hgpgn . Comme on peut
supposer s ¢ 0 , 1'hypothsse Pu € H“X(3) implique que P(A%w) € HX(3) . Donc,
d'aprés la proposition précédente 5.3, on en déduit en particulier que

f-W2)h \h/2 Yp_h(AS+1/2u) € V(J) pour 0< hgp<n . Deproche en proche, on
arrive ainsi a S W2Ih \W/2 yp-h e yiry sor 0¢hgepen et donc u €Wk

d'aprés la proposition 5.3.

Remarque 5.1 - Lorsque Rea <0 et Reb >0, 1l'opérateur X est hypoelliptique
en t=0 alors que Y n'est pas hypoelliptique en t = 0 , d'aprés la proposition
4.3. La régularité de 1l'opérateur P = XY+cA faite précédemment est donnée dans

~

des espaces construits 3 partir de 1'opérateur Y qui n'est pas hypoelliptique.

1.6 Une condition nécessaire et suffisante d'hypoellipticité lorsque Rea > 0 et
Reb < 0

Le principal résultat est le suivant :

THEOREME 6.1 - On suppose Rea > 0 et Reb < 0 . Les deux propositions suivantes
sont équivalentes :

i) il existe un entier n, % 0 tel que étant donnés un entier n 3 n, et un inter-
valle ouvert J de R contenant O , pour toute distribution u € 9'(J ;H_m) ,
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alors Pu el-llll’1(J) implique u € 16(1:(J) 5
oc

ii) %74 p pour tout entier p » 1 .

On a ainsi un résultat de régularité maximale dans ces espaces avec poids
qui permet d'en déduire facilement le théoréme 1.1.

Les démonstrations sont analogues au cas précédent (ol Rea < 0) ; en fait,
elles se simplifient notablement puisque les espaces Hn’1 et w“" ne font plus
intervenir de poids lorsqu'on les définit 3 partir des opérateurs A1/ 2 et X.la
démonstration de la condition nécessaire utilise 1'inégalité

llul

1 @)

que 1'on applique a Yq-1u (et non 3 Y% , car il y a une commutation de X et de
Y 3 effectuer) si 1'on suppose que -c+ga = 0 pour un q entier » 1 ; on arrive
ainxi 3 une inégalité qui montrerait que X* = - (at -atA) est localement réso-
luble en t = 0 ; ce qui n'est pas.

Remarque 6.1 - Lorsque Rea > 0 et Reb< 0, l'opérateur X n'est pas hypoellipti-
que en t =0 alors que Y est hypoelliptique en t = 0 d'aprés la proposition 4.3.
La régularité de l'opérateur P = XY+cA faite précédemment est donnée dans des es-
paces construits & partir de 1'opérateur X qui n'est pas hypoelliptique.

2. CAS GENERAL

2.1 Notations

Soit (E)\)_mqu la résolution spectrale de A (cf. (®)). On utilise les
notations de (*) que 1l'on rappelle ici.

Pour € > 0 , on considére- les trois projections orthogonales de H défi-
nies par les opérateurs E.,E,
dants H_ = E_€H , H0 = (E€ - E_E)H et H, = (I-ES)H . Ces espaces sont orthogonaux
deux a deux et déterminent H par H=H_ @H @H, . Soit A_ la restriction de A
aux €léments de son domaine qui sont dans H_ ; dans H_ , 1'opérateur A_ est auto-

- E_’3 et I - Ee et les sous-espaces cOrrespon-

adjoint, défini négatif et a inverse borné. Soit Ao la restriction de A aux élé-
ments de Hj ; dans Hj , 1l'opérateur A  est auto-adjoint et borné. Enfin soit A,
la restriction de A aux &léments de son domaine qui appartiennent & H,_ ; dans H_,
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1'opérateur A, est auto-adjoint, défini positif et a inverse borné. Ces trois opé-
rateurs déterminent 1'opérateur A par A = A_ + Ay + AL

Puisque - A_ est un opérateur auto-adjoint, défini positif et a inverse
borné dans H_ , on peut définir comme en I 1la famille d'espaces de Sobolev H°
pour s €R . De méme, puisque A, est un opérateur auto-adjoint, défini positif
et a inverse borné dans H, , on peut définir la famille d'espaces de Sobolev Hf
pour s € R . On pose alors HS = H e Ho [ Hf et on définit comme en 1. les espaces
CWUH et @'(JH™ ot J est un intervalle ouvert de R .

DEFINITION 1.1 - On dit que P est hypoelliptique dans un ensemble ouvert J de R
si pour tout sous-ensemble ouvert J' de J et toute distribution ue€@'(J;H ™)
tels que Pu €C7(J';H) , alors u €C7(J'";H”) .

On dit que P est hypoelliptique au point t = 0 s'il existe un voisinage ouvert J
de O tel que P soit hypoelliptique dans J .

2.2 Condition suffisante d'hypoellipticité quand Rea Reb < 0

L'opérateur P est le méme qu'en I . Le principal résultat est le suivant :

THEOREME 2.1 - Si Rea Reb < 0 et si % n'est pas un entier de 7 , alors P est
hypoelliptique en t =0 .

Démonstration - Supposons par exemple Rea > 0 et Reb < 0 .

Si %# P pour tout entier p 3 1 , le théoréme 1.1 de 1. montre que 1'opé-
rateur P, = (at +at A) (at + btk A) + c A_ est hypoelliptique en t = 0 relati-
vement 3 1'espace H,_ .

Si %7‘ - p pour tout entier p > 0 , le théoréme 1.1 de 1. montre que
1l'opérateur P_ = (Bt + (-a)t(-A_))(Bt + (-b)tk(-A_)) + (-c)(-A_) est hypoelliptique
en t =0 relativement & 1'espace H_ .

. . k -
Enfin, 1'opérateur P0 = (at + at AO) (at + bt Ao) +C Ao est hypoellipti-
que en t =0 relativement 3 1'espace H, puisque A  est un opérateur borné dans
Ho .
Comme P est égal @ P_+ Py + P, , on en déduit que P est hypoelliptique
en t=0 dés que %74 p pour tout entier p de Z.
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