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HYPOELLIPTICITE POUR UNE EQUATION D'EVOLUTION

ABSTRAITE DU SECOND ORDRE

par

P. BOLLEY, J. CAMUS, B. HELFFER

Dans cet article, on étudie l'hypoellipticité de l'opérateur suivant :
P = (9^ + at A) (9^ + bt A) + cA où 9^ = -̂  , A est un opérateur auto-adjoint
dans un espace de Hilbert H . , a , b , c sont des nombres complexes et k est un
entier impair > 1 . Plus précisément, on démontre le résultat suivant :

THEOREME - Si Re a.Re b < 0 et si J- ̂ J , l'opérateur P est hypoelliptique en
+ — nt = 0 .

Cette notion d'hypellipticité est précisée plus loin ; en particulier,
9 ^lorsque H = L (R) et A = -i -̂  , on retrouve l'hypoellipticité classique.

Cette étude vient à la suite de plusieurs travaux faits sur des opérateurs
de la forme (^ + at A)0^ + bt A) + cA (cf. ( 5 ) , ( 7 ) , . . . ) ou plus généralement
(3^ + at^C^ + bt^) + ct̂ A (cf. ( 4 ) , ( 3 ) , ( 6 ) , ( i ) , . . . ) .

La démonstration du résultat annoncé est faite tout d'abord dans le cas où
A est un opérateur auto-adjoint, défini positif et à inverse borné par une méthode
qui nous a été inspirée par les techniques utilisées dans ( 7 ) et ( 3 ) ; puis dans le
cas général on opère comme dans ( 1 ) .

Notons que les méthodes de réduction à une variable et d'homothéties dans
le cas où A = -i — , utilisées par exemple dans ( 2 ) , ne semblent pas s'adapter ici.

1 . CAS OU A EST DEFINI POSITIF SUR H ET A INVERSE A" 1 BORNE

1 . 1 Notations
On utilise les notations de ( 7 ) (cf. aussi ( 3 ) ) que l'on rappelle ici.
Dans ce chapitre 1 , A désigne un opérateur linéaire, non borné dans un

espace de Hilbert H de domaine dense dans H , auto-adjoint défini positif et
ayant un inverse borné A" 1 (Par exemple l'opérateur A peut être (1-A )e//2
où 6 > 0 , sur (R11 ou bien une extension auto-adjointe de |D | sur tR^) •
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On introduit une famille d'"espaces de Sobolev" H5 pour s €(R ("dans
la variable x") définis par A de la façon suivante : si s > 0 , H5 est l'espace
des éléments u de H tels que A^ € H muni de la norme j|u|| = HA^I où |[u||
désigne la norme de u dans H ; si s < 0 , H5 est le complété de H pour la
norme [|u[[^ = [[A5^^ . Etant donnés s et m dans (R , A111 est un isomorphisme
(pour les structures d'espaces de Hilbert) de H3 sur H3""1 (Par exemple, l'opéra-
teur A étant l'opérateur (I-A^)672 , où 6 > 0 , sur CR11 , alors l'espace H3 est
l'espace de Sobolev classique dans (R11 d'ordre s9).

On note par H°° l'intersection des espaces H3 et par H"00 leur réunion.
On munit le premier de la topologie limite projective et le deuxième de la topologie
limite inductive. Puisque pour chaque s € (R , H5 et H"3 peuvent être regardés
comme dual l'un de l'autre, H°° et H~°° peuvent être regardés comme dual l'un de
1'autre.

Soit J un sous-ensemble ouvert de (R . On note C00^";!-!00) l'espace des
fonctions C*0 dans J à valeurs dans H°° . C'est l'intersection des espaces
C-'CJîH ) (des fonctions j fois continuement différent tables dans J à valeursT,
dans H ) pour tous j et k entiers > 0 . On munit C^JîH00) de la topologie
C°° naturelle. Si K est un sous-ensemble compact de J , on note C^CKîH00) le
sous-espace de C^CJîH00) formé des fonctions qui s'annulent identiquement hors de
K . C'est un sous-espace fermé de C^ÇJ^îf) et on note C^CJ'.H00) la limite induc-
tive des C^CKîH0^ pour tout sous-ensemble compact K de J .

On note par -0'(J;H~00) le dual de C^(J;H°°) ; c'est l'espace des distri-
butions dans J à valeurs dans H~°° .

Soit l'opérateur P différentiel sur [R défini par :

P = (9^ + at A) (^ + bt^) + cA

où a,b,c sont des nombres complexes, k est un entier impair > 3 et Rea.Reb < 0 .

DEFINITION 1.1 - On dit que P est hypoelliptique dans un ensemble ouvert J de (R
si, pour tout sous-ensemble J' de J et toute distribution u é<0'(J;H~°°) tels
que Pu é C^CJ'iH00) , alors u é C^CJ'iH00) . On dit que P est hypoelliptique au
point t = 0 s'il existe un voisinage ouvert J de 0 tel que P soit hypoellip-
tique dans J .

Le résultat important de ce chapitre 1 est :

THEOREME 1 . 1 - L'opérateur P est hypoelliptique en t = 0 dans chacun des cas
suivants :
i) Re a > 0 , Re b < 0 , j- + 1 , 2 , . . .
ii) Re a < 0 , Re b > 0 , | ̂  0 , - 1 , - 2 , . . . .
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1.2 Une estimation sous-elliptique

Si J est un intervalle de IR , on note V(J) le complété de C^CJîH00)
pour la norme :

k+1 J_ 1

INIvGJ) = {! ^t ^Ê + II^A^É + "A2 ̂ lo^7
j

et V (J) le dual de V(J) .

On a l*estimation suivante :

PROPOSITION 2.1 - Si Re a(|a|2 - 2Re c a) > 0 , alors il existe T > 0 et C > 0
tels que pour tout u tel que A1^2 u 6V(-T,T) , on ait :

Nlv(-T,T) < ^lIrC-T.T) •

Démonstration - Pour u ê C^(J;H°°) où J = ] -T,T[ on a :

^((a^bt^u^-atAîu^dt = J (H^ - abt^1 ||Au||^ + bA^^u)^ - a(^u,tAu)^)dt

Or, par intégrations par parties on a :

2 Re f (9^u,tAu)^dt = - f (u,Au)^dt
J J

2 Re f (a.u^Auîdt = - k f (u^^Au) dt .
î5 L ° •'J °

Par conséquent :

ĵëlr f/3^^".3!11-5^^-^-^ fjCA"."^
= ̂ T^T L"8^ - ^i2 'f̂ F I, ̂  iiAuli; dt. i42 ̂  ̂  cu,Au), dt

+ Re ̂  W fj ( t̂̂ ) - Re(ca ̂ - ^ CAu,u)^dt)

= |Rea| ^ ||3^ dt - ̂  Rea Reb ^ t^ IJAulg dt . (î  - Re c-a) ̂

Jj ^".^o^ + Re ab 7^ ̂ ^Jj ^Au^u^dt - Im 3b ̂  Im |j (^,8^)0^

= |Rea| ^ ||8,u||,2 dt - ̂  Rea Reb ^ t^1 HAu|^ dt . ̂  ̂ ^- - Reca- - k ̂

tk"1)(Au,u)^dt - Imab-pll,- Im f ^Aa.a^u)^ dt .
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Mais |^| ( | a [ 2 - 2 Re ça) > 0 , k > 1 et A est défini positif ; donc
il existe T. > 0 et C^ > 0 telis que si u est nul pour 11| > T. , on a :

| T^^-^"-^1^'1^'"'"^ > ^ | l ^ u l g d t .

De plus, pour tout t >0 :

| 2 I m f (t^â^tl < e j lISt"!!^ J t^1 t^1 l lAull^ dt .
J J J

Comme Rea Reb < 0 et k+1 pair, on voit qu'il existe C., > 0 et T^ > 0 tels que
si u est nulle pour |t[ ^ T^ , on a :

|Rea| J || 9^ dt - J|î  Rea Reb J t^1 ||Au||^ dt - Im âb ygp Im | (tV^dt
'-' J J

>- C^l P t U B ^ d t . J t^1 llAull; dtj .
.1 <J
J^-t-0- Jj -——0

Donc, pour T = min(T.,T-) , il existe C > 0 tel que pour tout u ê C^(J;rf°) on
ait (avec J = ]-T,T[) :

1<(J) ̂  ̂ ^^^WÇJ^ •

Soit maintenant u tel que A ' u €.V(J) . Alors Pu & V (J) ; en effet Pu s'écrit ;

7 Tc+1 7 l V 1 "k-Pu = a^u + aht^ ' A"u + ât A 3^u + bkt1" Au - bt" A 9^u + c Au

et V'CJ) s'écrit : !

k+1 _ 1 _
V (J) = H'^JîH) © t 2 L2^;^ © L2^ 2)

où H (J;H) est l'espace de Sobôlev classique d'ordre -1 sur J à valeurs dans H ;
on vérifie alors que si A / u €V(J) , alors chaque terme de Pu appartient à V (J).

Soit alors une suite (v ) de C^CJîH ) convergeant vers A / u dans V(J) ; la
— 1 / 7 oo oo

suite (u ) où u = A / v^ , qui appartient à C (J;H ) , converge vers u dans

V(J) et < Pu^,u^ > ^ y^v(J) ^^g6 vers < ^^ > y' (J)^V(J) • Dtoù le résul"
tat.

COROLLAIRE 2.1 - On suppose que He a (la|2 - 2 Re câ) > 0 . Il existe T > 0 et
C > 0 tels que si u € V(-T,T) ^t A1^2 Pu V (-T,T) , alors A1/2 u €V(-T,T) .

Démonstration —A est le générateur infinitésimal d'un semi-groupe (T,), . / . den n^u
contractions sur H . De façon classique, grâce à ce semi-groupe et à l'estimation
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de la proposition 2.1 on obtient le corollaire 2.1.

On définit l'espace W(J) par :

W(J) = {ué<?'CJ;H~00) , 3^u , t̂ *"1 A^ , t A a^u , Au CL2^;^} .

On a le résultat de régularité maxijnale suivant :

COROLLAIRE 2.2 - On suppose que Rea(|a|2 - 2 Re ça) > 0 . Il existe T > 0 tel que
si ué.VC-T,T) et Pu € I^C-TJîH) alors u ÀW(-T,T) .

Démonstration - Ce résultat se déduit du corollaire 2.1.

1.3 Les espaces H^ et ^fh

Etant donnés un entier n > 0 , un entier impair h et un intervalle ouvert
borné J de CR , on définit l'espace rf^CJ) par (cf. (3)) :

H^CJ) = L2^)

H^CJ) = {ué^'CJiH"00) ; 3^u , ^Au éH11"1'11^)} pour n > 1 ;

cet espace étant muni de la norme canonique.

On définit également l'espace W^GJ) par :

W^CJ) = {u 6^' (J;H'°°) ; 9^u , t^1 A^ , Au , t A ^ u é ̂ ^(J)} ;

cet espace étant muni de la norme canonique.

L'opérateur P est linéaire et continu de ^^(J) dans H11' (J) et
l'espace W^CJ) est l'espace de régularité maximale associé à l'espace H11' (J)
pour l'opérateur P . Notons que ^^(J) = W(J) .

On définit de façon habituelle les espaces ^?CJ) et H^CJ) .

PROPOSITION 5.1 - Etant donné n >1 , l'espace H^CJ) s'injecte continuement
dans H11"'1'11^) .

Démonstration - Ce résultat se démontre facilement par récurrence sur n .

PROPOSITION 3.2 - Si 0 ^î , les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

i) uCH^CJ)

ii) u ^^'(J,^00) avec ^ A11'-! u é L2^) pour 0^ j ^ n .
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Démonstration - II est immédiat d'après la définition de Ĥ  (J) que i) implique
ii).
On démontre que ii) implique i) par récurrence sur n à l'aide de l'inégalité de
Hardy.

On caractérise maintenant l'espace H11'11 )̂ à l'aide de l'opérateur
h-1 1

7 y -i
t A et d'un opérateur Z du type Z = a. + dt A où d est un nombre complexe
tel que Red > 0 .

PROPOSITION 5.4 - Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

i) u € PMCJ) ^ ^

ii) u €^'(J;H"00) avec t^~ A2 Z11"3 u é L^H) pour 0 <: j ^ n .

Démonstration - Dans une première étape, on démontre que H^CJ) coïncide avec
l'espace K^CJ) défini par :

K^GJ) = L2(J;H) ^ ^

K^GJ) = {u€^'(J;H"°) ; Zu , t 2 A ^ u € K11"1»11^)} pour n $. 1 .

Tout d'abord, si u est à support compact dans J , on vérifie (grâce à une intégra-
tion par parties) que l'on a :

h-1 1
h \\t^~ A7 u[[2 = - 2 Re [ (Zu,!11 Au) dt + 2 Red |[t11 Au||2

Ï^CJîH) h ° L^JîH)

d'où pour tout c > 0 :
h-1 1

(2 Red-c) H^AuJI2 < 1 [|Zu|[2 + h ||t 2 A2 u|2,
L'(J;H) £ I/(J;H) L2^;^

D'où l'on déduit le résultat pour n = 1 . L e cas général se démontre par récurrence
sur n en utilisant l'inégalité de Hardy pour vérifier que si u £ ̂ ^(J) alors
u € K11'11^) .

Ayant démontré cette première étape, il est immédiat que i) implique ii).
Inversement, on montre que ii) implique i) par récurrence sur n en utilisant la
proposition 4.1.
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PROPOSITION 5.5 - Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

i) u^CJ) ^ ^

ii) u CoZ)' (J;H"^) avec t~^~ A2 zP"3 u 6 W(J) pour 0 ^ j ^ p < n .

Démonstration - La démonstration de ce résultat est basée sur des formules de commu-
llilj i

tation de l'opérateur t A zP~3 et des opérateurs qui interviennent dans la
définition de l'espace ^^(J) .

1.4 Propriétés des opérateurs X et Y

Soit l'opérateur Z = à^ + dt11 A où d est un nombre complexe et h un
entier impair^1 .

On donne tout d'abord quelques inégalités.

PROPOSITION 4.1 - On suppose Red > 0 . Etant donnés deux entiers q et j > 0 ,
il existe une constante C > 0 telle que pour tout u à support compact dans J ,
on ait :

-j h+1 i 1

Itt^U 2 ^ C ± Ht 2 A7 t^-1 Z-i^ull ,
L'CJîH) 1=0 L'CJîH)

Démonstration - Par intégration par parties, on a :
h+1., 1

(2q+1) Itt^U . = - 2 Re f (t^1 Zu , t^) dt + 2 Red H t 2 A2 u \\ .
L"(J;H) Jj ° L-CJiH)

d'où l'on déduit le résultat pour j = 1 .

Le cas général se démontre par récurrence sur j .

PROPOSITION 4.2 - On suppose Red < 0 . Etant donnés deux entiers q et j ^ 0 , il
existe une constante C > 0 telle que pour tout u à support compact dans J , on
ait :

llt^Jl, ^ Cllt^ 7) u» ,
L"(J;H) L'(J;H)

q+j 11.1 1
Ht 2 A2 u|| , ^ C (̂  Z3 ul( -

L-CJiH) L^JîH)

l|t^ h^ ull , ^ CHt^ uU,
L^H) L2^^)
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Démonstration - L'intégration par parties faite dans la proposition 4.1 permet
d'obtenir la première inégalité pour j = 1 . L e cas général se démontre par récur-
rence sur j .
Des techniques analogues donnent les autres inégalités.

On rappelle maintenant un résultat de résolubilité locale relatif à l'opé-
rateur Z démontré dans (7) :

DEFINITION 4.1 - On dit que Z est localement résoluble en t = 0 s'il existe un
voisinage ouvert J de 0 tel que pour tout f € C^CJîH ) il existe u é^)' (J;H"°0)
tel que Pu = f .

PROPOSITION 4.5 - L'opérateur Z est localement résoluble (resp. hypoelliptique) en
t = 0 si et seulement si Red > 0 (resp. < 0).

Démonstration - Cf. (7) .

•j,
On note maintenant X = 9. + at A et Y = 9 + bt A où k est un entier.

On a les formules suivantes :

PROPOSITION 4.4 - Pour tout entier n > 1 , il existe des coefficients e et f
pour 1 < p < inf(k,n+1) tels que :

Y^XY+cA) = (XY+(c+na)A)Yn + ^ e t^P A Y11"^1

p=1 p

X^XY+cA) = (XY+(c-na)A)X11 + ln ^n f t^P A X11"^1 .
p=1 p

Démonstration - Ces formules se démontrent par récurrence sur n .

PROPOSITION 4.5 - Pour tout entier n -> 1 , il existe des coefficients complexes
g^ et lu pour 1 < p < inf(k,n) tels que :

Y^ = XY11 + na A Y11"1 + ̂ ^ . ^-P ^ y11'?
p=1 ^

X^YX^naAX^. 'T^ t^AX^ .
p=1 p

Démonstration - Ces formules se démontrent par récurrence sur n .
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Plus généralement :

PROPOSITION 4.6 - Pour tous entiers m et n > 1 , il existe des polynômes
Q(t;x,y) et R(t;x,y) en x et y et à coefficients polynômes en t et des
polynômes p. (t) et r. (t) pour O ^ j ^ n et 0^ j + q < m tels que :

J M. J i

Y^ = 1 P,.Ct) ^ ^-^ + Q(t;^,A) Y
(Xj^n Jq

O^j+qôn

XV1 = I r. (t) A-i Y"1"^ + R(t;9.,A) X .
(Xj^n 3q

(Xj+q<m

Démonstration - Pour m fixé, ces formules se démontrent par récurrence sur n à
partir de la proposition 4 . 5 .

1.5 Une condition nécessaire et suffisante d^ypoellipticité lorsque Rea < 0 et
Reb > 0

Le principal résultat est le suivant :

THEOREME 5.1 - On suppose Rea < 0 et Reb > 0 . Les deux propositions suivantes
sont équivalentes :
i) il existe un entier n > 0 tel que étant donnés un entier n > n et un inter-

valle ouvert J de CR. contenant 0 , pour toute distribution u 6 S>' (JîH^) ,
alors Puêïî^CJ) implique u é.W^CJ) ;

J.OC -LOC

ii) c- f -p pour tout entier p > 0 .a

On a ainsi un résultat de régularité maximale dans ces espaces avec poids
qui permet d'en déduire facilement le théorème 1.1.

1.5.1 Démonstration de la condition nécessaire d^ypoellipticité

On transforme tout d'abord la propriété d'hypoellipticité de P sous forme
d'une estimation :
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PROPOSITION 5.1 - On suppose que étant donnés un entier n > 0 et un intervalle
ouvert J de R contenant 0 , pour toute distribution u C^CJ^H"00) , alors
Pu € tf^CJ) implique u € ^^(J) . Alors il existe T > 0 et C > 0 tels que

ioc oo oo -oc

pour tout u € C (-T,T;H ) on ait :

l u l . i , < ^I^ILk
W^ (-T,T) H^C-T,'!')

Démons trat ion - Par un procédé classique (cf. (3) par exemple), on montre que pour
tout compact K de J et tout 6., ^ (^(J) , il existe 89 6 C°°CJ) et une cons-
tante C > 0 tels que pour tout u ê ^n. (J) à support dans K , on ait :

l le.u]] , < c (He^ l l + ]]ul| ^ ) .
' ^"(J) " ^'"CJ) L"CJ;H)

De là on déduit qu^l existe T» > 0 et C* > 0 tels que pour tout u 6 C^C-P ,T' ;H00)
on ait :

||u|| , < C' ( ||Pull, + ||u|| ) .
V^CJ) rf^^CJ) L^JiH)

Comme de plus H u ) ] . < 1" |]8 u|| . ^ T» ||u| ^
LZCJ;H) t L^JîH) IT^CJ)

on en déduit alors le résultat.

On peut alors démontrer la condition nécessaire d'hypoellipticité pour
l*opérateur P :

PROPOSITION 5.2 - On suppose qu'il existe un entier n > 0 , T > 0 et C > 0 tels
que pour tout u fc C^C-T.TiH00) on ait :

||u|| , < ^l^llnk
W^C-T,'!1) H^C-T,'!')

Alors c- f -q pour tout q entier > 0 .a

Démonstration - Supposons qu'il existe q entier > 0 tel que c+qa = 0 . Appliquons
l'hypothèse à X^ pour u é C^(J;H°°) où J = J - T , T [ :

IX^l], < C H P X ^ H
T^^CJ) ^'"CJ)
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Or, d'après la proposition 4.4, on en déduit puisque c+qa = 0 :

P ̂  - ̂  Y - "f^ . ̂  A X^
1=1 1

i i , inf(k-l,p-h) i i • r
De plus YP-^t^u) = ^ g , t^-1-^ Y^^u pour certains coefficients

j=0 J

complexes g. .

Utilisant alors les équivalences de normes données par les propositions 3.5 et 3.4,
on en déduit qu'il existe une constante C > 0 telle que pour tout u 6 C'^CJîrf0)
on ait :

k-1 h h k"1 h h

I Ht"7" A^P-^uH < C I \\t^~ A2 YP-11 X^1 Yu|[ ,
0<h^n W(J) O^h^n 1/(J;H)

„ ^ h+k-l-j h +1 , .
+ L I I ||t̂  A7 yP-^ x^^un

Oçh$p$n 1$l^inf(k,q+1) 0^^inf(k-l,p-h) L2(J;H)

On va montrer que chaque terme du second membre est de la forme |[ QYu|[
I/(J;H)

où Q est un "opérateur en 8 et A" ou bien peut être "absorbé" par un terme du
premier membre à condition que u soit à support assez petit au voisinage de t = 0 .

D'après la proposition 4.6, on a :

h.k-1-j ̂  .1 ̂ .̂  ^

L'CJîH) I/CJîH)
k-! h+k-l-j r-A i -,

I | |t2 A ^^-^Aull, ) .
0<r<p-h-j L^CJîH)

O^s-t-x^q+1-1

En utilisant la proposition 4.2 et l'inégalité de Hardy, on obtient :
k^ h+k-l-j r+h „ . , , „ ^ h+k-j-1+s-r+n-h h _ ,

H t " A 2 x^1-1-5^ Au|] 2 < C ||t̂  A7 ̂  ^ Au|[
L'(J;H) t

L (J;H)

Or r < p-h-j donc k-j-1+s-r+n-h > k-1 > 2 ; on en déduit donc que ce terme peut
être absorbé par (X^ll , pour u à support assez petit au voisinage de 1 = 0 .

^(J)

En conséquence, il existe un entier m > 0 et deux constantes T' > 0 et
C > 0 tels que pour tout u é C°°(-T',T';H°°) on ait :
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llxM.k ^ c ? II^Yullir^CJ) j+h^m L-CJîH)

Or, d'après la proposition 4.2 :

NI 2 < c [ix^ll
L (J;H) L-CJîH)

Ainsi il existerait T' > 0 , C' > 0 et un entier m > 0 tels que pour tout
u € C°°(-T' ,T' ;H00) on ait :

|u| < c' I lla^Yull^
I/(J;H) j+h^m L L (J;H)

- i,
Or, une telle inégalité entraînerait que Y" = - (9. - bt A) est localement résolu-
ble en t = 0 (cf. C7)) ; ce qui n'est pas d'après la proposition 4.3.

1 . 5 . 2 Démonstration de la condition suffisante d'hypoellipticité

La démonstration de la condition suffisante d'hypoellipticité de P est
basée sur le résultat de régularité suivant :

PROPOSITION 5.3 - On suppose que Rea < 0 et Reb > 0 , qu'il existe un entier
n > 1 tel que -( |a[ -2 Re(c+na)â) > 0 et c- i- 0 ,..., -(n-1) . Alors il existea
T > 0 tel que pour u vérifiant :

k-1 ^ h
t 2 A^Y^u 6 V(-T,T) pour O ^ h ^ p ^ n

k-1 ^ h
t 2 A^Y^ Pu € I^C-T.TîH) pour 0^h<:p^n (ie Pu é-H^C-T.T))

alors k-1 ^ h
t"2"" A2 Y^u é WÎ-T,T) pour 0 < h ^ p ^ n (ie u é ^^(-T.T)) .

Démonstration - 1. On démontre le résultat pour h = 0 , ie Y^u éW(J) pour O ^ p ^ n
où J = ]-T,T[ . Cet-te démonstration est faite par récurrence sur p .

1.1 On montre tout d'abord que Y^ € W(J) . Comme -(|a|2 - 2 Re(c+na)â) > 0 , il
suffit d'après le corollaire 2.2 que Y^ €V(J) et que (XY+Cc+naîAÎY3^ éL2^;^.
Or, par hypothèse, \\ €V(J) , Y^ ê L2^;^ et t^ A Y11"^^ € L2^;^
pour 1 ̂  p ^ inf(k,n+1) car t̂ '1^11 A^2 Y11"̂  € V(J) pour 0 ^ h <: n .
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Tenant compte de la formule de concaténation de la proposition 4.4, on a le
résultat cherché.

1.2 On suppose que pour un p donné avec 1 ^ p ç n-1 , on a Y^u éW(J) pour
p+1 $ q $ n . On montre alors que yPu éW(J) . Pour cela on calcule :
vPpu - Y^u = (YPx - XYP)Yu + (X^Y^u - c A vPu
d'après la proposition 4.5 : •r»-Frv ^

= Cpa^g^-V YPu . T10 g -̂11 A YP-^1 . (a-bt^tAYP^u .
h=2

Or vPpu ô L2^) par hypothèse, t^ A Y^^u € L2^) pour 2 ^h^inf(k,p)
car P"11/2^ A^2 YP^u 6 V(J) pour 0 ^ h ^ p ^ n par hypothèse,
YP^ué I^CJîH) car vF^u €W(J) par hypothèse de récurrence et
A Y^u CL2^;^ car Y^u €W(J) par hypothèse de récurrence. De là, on en
déduit que si pa+c ^ 0 , il existe T éventuellement plus petit que le précé-
dent tel que A Y^ € L^JîH) avec J = J-T,T[ .
Par suite, pour tout nombre complexe A , compte tenu de l'hypothèse Y^Pu ^
I^CJiH) , on a Y^XY-AAÎu Cl^CJîH) . Or t^ A Y^1"^ 6 L^H) pour
1 ^ h ^ inf(k,p+1) . Donc, d'après la formule de concaténation de la proposi-
tion 4.4, on a (XY+(A+pa)A)Ypu éL2^;^ avec vPu €V(J) ; le corollaire 2.2
montre alors que yPu 6 W[J) dès que -(|a|2 - 2 Re(A+pa)S) > 0 .

1.3 On montre enfin que u 6 W(J) . Pour cela on calcule :
Pu - Y^ = (a-bt^ht A Yu + c Au . Or Pu € L^JîH) , Y^ € L2^) car
Yu é V(J) par hypothèse et (a-bt^1)! A Yu € L^JîH) car Yu € W(J) d'après
1.2. De là, on en déduit que si c i- 0 , alors Au € L (J;H) . O n termine comme
en 1.2.

2. Soit maintenant h tel que 1 ̂  h 4 n-1 et supposons que
p-1)/2)l ^1/2 yP"^ €W(J) pour 0 é 1 < p < n avec 1 ̂  h-1 . Montrons que
^k-1)/2)h ^h/2 yp-h^ ^ ̂  ^^ h ^ p ^ n .

2.1 On montre d'abord par récurrence sur p que A ^k•'l)/2)h p^/2 vP-̂ u C L2^;^ .

Pour cela, on tonne A^CX ^k-1)/2)h Y^u) - A11/2 ^-1)/2)h YP^ Pu -

(-c-Cp-l^t1-1) ^-^2)hAh/2 YP^ - infî?p--\ ,k-l.(lk-1)/2)h^h/2 .1

yp-h-1+1^ . k^ ^ ^h/2 ^k-iy2)h-1 YP-^U . On examine chacun des ternes ; ce

qui permet de montrer que si c+(p-h)a + 0 , il existe T éventuellement plus
petit que le précédent tel que A ̂ l^ ̂ 2 yP"11 u ^ L2^) pour

J = 3-T,TC .
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2.2 On montre maintenant que ^k~1)/2lh p^/2 ̂ ~\ êW(J) pour h ^ p ^ n . De ce
qui précède, on déduit, comme en 1.2, que (XY+(^+(p-h)aA)) (^k-1)//2)h A^2 Y^u)
é L^JîH) pour tout A et ^V2)h ^/2 yp-h^ ^(^H) . Le corollaire 2.2

montre alors que ^-1ï/2)h A1172 Y^u éW(J) .

3. On démontre enfin que ^k"1)/2)n p ^ / 2 u €W(J) . Le calcul fait en
2.1 vaut pour p = h = n , d'où l'on déduit que A t^1^2 n A^2 u CL^^H) . Puis
on termine comme précédemment.

La proposition 5.3 est ainsi démontrée.

On peut alors démontrer la condition suffisante d'hypoellipticité. Soit n
7 ^

tel que ~ ( [ a [ - 2 Re(c+n a)S) > 0 . Soient un entier n > n , J un intervalle
de (R et u une distribution de <^ '(J;H~00) telle que Pu € rf^y) . En dehors de
1 = 0 , P est elliptique ; par suite, le résultat de régularité est vrai en dehors
de 1 = 0 et il suffit de démontrer cette régularité sur un voisinage J = ]-T,T[
de 0 . Tout d'abord, comme 1 = 0 n'est pas caractéristique pour P , il existe
s 6(R tel que Ï^^2^ A^2 YP~11 A5 u éV(J) pour 0 <: h ^ p ^ n . Comme on peut
supposer s ^ 0 , l'hypothèse Pu € H^CJ) implique que PCA^i) 6, H^CJ) . Donc,
d'après la proposition précédente 5.3, on en déduit en particulier que
^k-1ï/2)h ^h/2 yp-h^s+1/2^ ^ ̂  ^^ O ^ h ^ p ^ n . D e proche en proche, on

arrive ainsi à l̂ "1^11 p ^ / 2 y^u éV(J) pour 0 „< h ^ p <: n et donc u CW^CJ)
d'après la proposition 5.3.

Remarque 5.1 - Lorsque Re a < 0 et Re b > 0 , l'opérateur X est hypoelliptique
en 1 = 0 alors que Y n'est pas hypoelliptique en t = 0 , d'après la proposition
4.3. La régularité de l'opérateur P = XY+cA faite précédemment est donnée dans
des espaces construits à partir de l'opérateur Y qui n'est pas hypoelliptique.

1 . 6 Une condition nécessaire et suffisante d'hypoellipticité lorsque Rea > 0 et
Reb < 0

Le principal résultat est le suivant :

THEOREME 6 . 1 - On suppose R̂ a > 0 et Reb < 0 ̂  Les deux propositions suivantes
sont équivalentes :
i) il existe un entier n > 0 tel que étant donnés un entier n :> n et un inter-

valle ouvert J de (R contenant 0 , pour toute distribution u e^'(J;H"' 0 0) ,
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alors PuCH^GJ) implique u €^Ç^(J) ;
loc

ii) CL ^ p pour tout entier p > 1 .
a

On a ainsi un résultat de régularité maximale dans ces espaces avec poids
qui permet d'en déduire facilement le théorème 1 . 1 .

Les démonstrations sont analogues au cas précédent (où Rea < 0) ; en fait,
elles se simplifient notablement puisque les espaces rf̂  et W^ ne font plus

1/2intervenir de poids lorsqu'on les définit à partir des opérateurs A / et X * La
démonstration de la condition nécessaire utilise l'inégalité

"°"rf-.'CT ( CM^)
que l'on applique à Y^u (et non à Ŷ u , car il y a une commutation de X et de
Y à effectuer) si l'on suppose que -c+qa = 0 pour un q entier > 1 ; on arrive
ainxi à une inégalité qui montrerait que X* = - (9 - a t A) est localement réso-
luble en t = 0 ; ce qui n'est pas.

Remarque 6 . 1 - Lorsque Rea > 0 et Reb < 0 , l'opérateur X n'est pas hypoellipti-
que en t = 0 alors que Y est hypoelliptique en t = 0 d'après la proposition 4 . 3 .
La régularité de l'opérateur P = XY+cA faite précédemment est donnée dans des es-
paces construits à partir de l'opérateur X qui n'est pas hypoelliptique.

2. CAS GENERAL

2 . 1 Notations
Soit (E^)^o<^ .„ la ̂ solution spectrale de A (cf. ( 8 ) ) . On utilise les

notations de ( 1 ) que l'on rappelle ici.
Pour e > 0 , on considère- les trois projections orthogonales de H défi-

nies par les opérateurs E_ , E^ - E_ et 1 - E et les sous-espaces correspon-
dants H_ = E_ H , H = (E - E_ )H et Ĥ . = (I-E )H . Ces espaces sont orthogonaux
deux à deux et déterminent H par H = H_ Q H Q Ĥ  . Soit A_ la restriction de A
aux éléments de son domaine qui sont dans H_ ; dans H_ , l'opérateur A_ est auto-
adjoint, défini négatif et à inverse borné. Soit A^ la restriction de A aux élé-
ments de H ; dans H , l'opérateur A^ est auto-adjoint et borné. Enfin soit A^
la restriction de A aux éléments de son domaine qui appartiennent à Ĥ  ; dans Ĥ  ,



31

1'opérateur A^ est auto-adjoint, défini positif et à inverse borné. Ces trois opé-
rateurs déterminent l'opérateur A par A = A_ + A + A .

Puisque - A_ est un opérateur auto-adjoint, défini positif et à inverse
borné dans H^ , on peut définir comme en 1 la famille d î espaces de Sobolev H5

pour s ^(R . De même, puisque A^ est un opérateur auto-adjoint, défini positif
et à inverse borné dans H^ , on peut définir la famille d'espaces de Sobolev H^
pour s ê (R . On pose alors H3 = H5 © H ® H^ et on définit comme en 1. les espaces
C^GJîH00) et 3'(J;H~00) où J est un intervalle ouvert de (R .

DEFINITION 1.1 - On dit que P est hypoelliptique dans un ensemble ouvert J de (R
si pour tout sous-ensemble ouvert J' de J et toute distribution u 6^'(J;H"00)
tels que Pu CC^y'îrf0) , alors u ^(^(J'îrf0) .

On dit que P est hypoelliptique au point t = 0 s'il existe .un voisinage ouvert J
de 0 tel que P soit hypoelliptique dans J .

2.2 Condition suffisante d'hypoellipticité quand Rea Reb < 0

L'opérateur P est le même qu'en 1 . Le principal résultat est le suivant :

THEOREME 2.1 - Si Rea Reb < 0 et si c- n'est pas un entier de 1 , alors P est' a
hypoelliptique en t = 0 .

Démonstration - Supposons par exemple Rea > 0 et Reb < 0 .
Si c- -f- p pour tout entier p > 1 , le théorème 1 . 1 de 1 . montre que l'opé-

krateur P̂  = (3^ + at A^.) (3^ + bt^ A^) + c A^ est hypoelliptique en t = 0 relati-
vement à l'espace Ĥ  .

Si - f - p pour tout entier p > 0 , le théorème 1 . 1 de 1 . montre que
l'opérateur P_ = (3^ + (-a)t(-AJ) (9^ + (-b^C-AJ) + (-c) (-AJ est hypoelliptique
en t = 0 relativement à l'espace H .

trEnfin, l'opérateur P = ( 9 + at A ) (8 + bt A^) + c A est hypoellipti-
que en t = 0 relativement à l'espace H puisque A est un opérateur borné dans
"0 •

Comme P est égal à P̂  + P̂  + P̂ . , on en déduit que P est hypoelliptique
en t = 0 dès que — ̂  p pour tout entier p de 2 .
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