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UNE REPONSE NEGATIVE A LA CONJECTURE
DE E. TRONC! POUR LES SYSTEMES NUMERIQUES TYPES

par Karim Nour

Communiqué par R. CoRr

Résumé. — Un systéme numérique est une suite de A-termes normaux clos distincts pour laquelle
il existe des \-termes clos pour les fonctions successeur et test a zéro. Un systéme numérique est
dit adéquat ssi il existe un A-terme clos pour la fonction prédécesseur. Un opérateur de mise en
mémoire pour un systéme numérique est un A-terme clos qui simule “l’appel-par-valeur” dans le
cadre de “I’appel-par-nom”. E. Tronci a conjecturé le résultat suivant : un systéme numérique est
adéquat s’il posséde un opérateur de mise en mémoire. Nous donnons, dans cet article, une réponse
négative a la conjecture de E. Tronci mais uniquement pour les systémes numériques typable dans
le systéme F. La conjecture de E. Tronci reste sans solution en A-calcul pur.

Mots clés : Systéme numérique ; A-calcul ; Successeur ; Test a zéro ; Prédécesseur ; Opérateur
de mise en mémoire ; Systéme numérique adéquat ; Appel-par-valeur ; Appel-par-nom ; Systéeme F.

Abstract. — A numeral system is a sequence of an infinite different closed normal \-terms which
has closed A-terms for successor and zero test. A numeral system is said adequate iff it has a closed
A-term for predecessor. A storage operator for a numeral system is a closed A-term which simulate
“call-by-value” in the context of a “call-by-name” strategy. E. Tronci conjectured the following
result : a numeral system is adequate if it has a storage operator. This paper gives a negative
answer to this conjecture for the numeral systems typable in the J.-Y. Girard type system F. The
E. Tronci’s conjecture remains open in pure A-calculus.

1. INTRODUCTION

Un systtme numérique est une suite de A-termes normaux clos distincts
d =dy,dq,...,dn, ... pour laquelle il existe des A-termes clos Sy et Zy pour
les fonctions successeur et test a zéro. Un systéme numérique est dit adéquat
ssi il existe un A-terme clos Py pour la fonction prédécesseur. H. Barendregt
a démontré dans [1] qu’un systtme numérique est adéquat ssi toutes les
fonctions récursives totales sont représentables dans le systéme.

La différence entre notre définition d’un systtme numérique et celle
proposée par H. Barendregt (voir [1]) est le fait d’imposer aux A-termes

(*) Soumis avril 1997, accepté février 1998.
(') LAMA - Equipe de Logique, Université de Savoie, 73376 Le Bourget du Lac. e-mail :
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540 K. NOUR

d; d’&tre normaux et distinctes. En effet ces conditions permettent, pour des
strat€gies de réduction gagnantes, de trouver la valeur exacte d’une fonction
numérique totale calculée sur des entiers.

Une des stratégies de réduction gagnantes est la réduction gauche (it€ration
de la réduction de téte notée >). Mais pour cette stratégie 1’argument d’une
fonction est calulé le nombre de fois ou la fonction I’utilise. Les opérateurs
de mise en mémoire ont été introduits par J.-L. Krivine pour remédier a
ce défaut.

Un A-terme clos Oy est dit opérateur de mise en mémoire pour un systéme
numérique d ssi pour tout n € N, il existe un A-terme clos 7, ~g d,, tel que
pour tout 8, ~g dy, (Oq 0, f) > (f ™) (ol f est une nouvelle variable).

Nous allons justifier cette définition. Soit F' un A-terme (pour une
fonction), et 8, un A-terme B-équivalent a d,,. Durant la réduction gauche
de (F 6,,), 6, sera réduit chaque fois qu’il arrive en téte. Au lieu de réduire
(F 6y), effectuons la réduction de téte de (Oy 0, F). La réduction de
(Oq 0n F) = {(Ogq 6, f)}F/f] commence par amener (O 6, f) a sa
forme normale de téte qui est (f 7,), et puis réduire (F' 7). Dans la
réduction de (Oy 6,, F'), 6, est calculé le premier, et le résultat est donné
a F' comme argument. Oy a donc mis en mémoire le résultat 7,,, avant de
le donner 2 la fonction F'. Donc la réduction de téte (Og 6, F) > (F )
dépend seulement de 6, et pas de F'.

J.-L. Krivine a démontré dans {4] que, dans le systtme de typage F de
J.-Y. Girard, le type N*— ——N convient pour les opérateurs de mise en
mémoire pour le systtme numérique de Church : ott N est le type des entiers
de Church, et ’opération * est la simple traduction de Godel qui associe
a chaque formule F' la formule F'* obtenue en remplacant dans I chaque
variable de type par sa négation.

Nous démontrons dans ce papier que chaque systeme numérique adéquat
posseéde un opérateur de mise en mémoire. E. Tronci a conjecturé qu’un
systéme numérique est adéquat s’il posseéde un opérateur de mise en mémoire.

Nous donnons, ensuite, une réponse négative a la conjecture de E. Tronci
mais uniquement pour les systemes numériques typable dans le syst€éme F.
Nous construisons donc un type clos F, une suite de A-termes normaux clos
distincts e = eg, €1, ..., €n, -.., €t des A-termes clos Se, Z,, et O, tels que :

— Si t est un A-terme normal clos, alors Fr ¢t : E ssit =¢; ou s € N.

—trSe: E — E et (Se en) 3 €41 pour tout n € N.
-ty Z, : E — B (B est le type des Booléens du systeme F),
(Ze e0) ~p AxAyz et (Z. eng1) =2 AxAyy pour tout n € N.
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UNE REPONSE NEGATIVE A LA CONJECTURE DE E. TRONCI 541

—Fr Oy : E*— ——E, et, pour tout n € N, il existe un A-terme clos
Th 3 en tel que pour tout 8, ~g ey, (Oq 0n f) > (f ).

— Il n’existe pas un A-terme clos P, tel que Fr P, : E — E et
(P. ent1) ~p en pour tout n € N.

La conjecture de E. Tronci reste sans solution en A-calcul pur.

2. NOTATIONS ET DEFINITIONS

2.1. Le A-calcul pur

NOTATIONS :

1) La [-équivalence est notée u ~g v.

2) Si u et v sont deux A-termes, alors on note < u,v > le A-terme
Az(z u v).

3) On note T (pour True) le A-terme AxAyz et F' (pour False) le A-terme
AT AYy.

4) Pour tous A-termes u, v, on définit (u” v) par induction : (u° v) = v
et (u"*! v) = (u (v™ v)). Pour chaque entier n, on définit I’entier
de Church n = AxzAf(f" x).

5) La notation o(t) représent le résultat d’une substitution simultanée o
sur les variables libres de ¢ apreés un rénommage de ses variables liées.

6) Onnote © = (U U) ou U = AzAf(f (z z f)). Le A-terme O est

appelé le point fixe de Turing.

DerNTIONs :© Un A-terme ¢ soit il posséde un redex de téte [i.e.
t = Az1.. AT (A2u v v1...0y,), le redex de téte est (Azu v)], soit il est
en forme normale de téte [i.e. t = Ax1...Axn (2 v1...v5)]. La notation v > v
signifie que v est obtenue a partir de u apreés quelques pas de réductions de
téte. Un A-terme est dit résoluble si sa réduction de téte termine.

Les résultats suivants sont bien connus (voir [3] et [4]).

TueoreME 1 :

1y
2)
3)

Si t est B-équivalent a une forme normale de téte, alors t est résoluble.
Si u > v, alors, pour toute substitution o, o(u) > o(v).

Si u > v, alors, pour toute suite w1, ..., Wy, il existe un A-terme w tel
que (u w1...wp) > w et (V wy...wp) > W.

DeriNITION : On définit sur les A-termes une relation d’équivalence ~ par :
u ~ v ssi il existe un A-terme ¢, tel que u > ¢, et v > t.
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542 K. NOUR

Donc, si t est résoluble, alors u ~ t ssi u est résoluble, et possede la
méme forme normale de téte que ¢. Si u est une forme normale de téte, alors
t ~ u signifie que w est la forme normale de téte de ¢.

D’apres le théoreme 1, on obtient les résultats suivants (voir [4]).

THEOREME 2 :
1) Siwu ~ v, alors, pour toute substitution o, o(u) ~ o(v).
2) Siu ~ v, alors, pour toute suite wi, ..., Wy, (U wW1...wp) ~ (Vwy...wy).

2.2. Le systeme F

DerFmiTION : Les types du systéme F sont construits a partir des variables
de type X,Y,Z,... et une constante 1 (pour I’absurde) en utilisant les
opérations suivantes :

— Si U et V sont des types, alors U — V est un type.

— Si V est un type, et X est une variable de type, alors VXV est un type.

On définit d’une maniere usuelle les variables libres et les variables liées
d’un type.

DEFINITION : Soient ¢ un A-terme, A un type, et I' = 21 : A1, ...,Zn : Ay
un contexte. On définit par les régles suivantes la notion “¢ est de type A
dans 1" ; cette notion est notée I' Fx ¢ : A.

(1) Thrazi: A (1<i<n)

Tz:AFrt: B

2) 'trAzt:A— B

'tru:A—-B Throv:A

(3) T'rr(uv): B
Thrt:A

(4) Trrivxa )

- Chrt:VXA

FFr i AlGyx] )

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



UNE REPONSE NEGATIVE A LA CONJECTURE DE E. TRONCI 543

Avec les conditions suivantes :
(*) X n’est pas libre dans I'.
(**) G est un type.

Le systeme F possede les propriétés suivantes (voir [2] et [3]).

THEOREME 3 :

1) Un type est préservé durant une (3-réduction.
2) Un A-terme typable est fortement normalisable.

Le type F1 — (Fy — (... = (F,, — G)...)) est noté F1,F>, ..., F, > G
et le type F' — 1 est noté —F.

Les lemmes 1 et 2 seront tres utiles pour nos démonstrations. Le lemme
1 (resp. le lemme 2) a ét€ démontré dans [5] (resp. dans [2] et [3]).

LemME 1 :

1) Soit X une variable de type. Si T' F-x t : X, alors t ne commence
pas par A\

2) Sil'kFrAxt:A— B oalorsU,z: Abxt: B.

3) SiT,z:A—- Brr(zui..up):C, alorsT,z: A— BlFru : A

4) SiT,x: A1, ...;Am — X Fr (z u1...u,) : C, alors X est libre dans
C. '

LemME 2 @ Sixy 2 A1, .ooyzn - Ay Fx t 2 A, alors, pour toute variable X
et tout type G, z1 : A1|G/X],...,zn : Ap|G/X]| F£ t: A|G/X].

Dans le systeéme F on a la possibilité de définir les types de données. Soit
B =VX{X,X — X} (le type des Booléens) et N = VX{X,(X — X) —
X} (le type des entiers). On a les résultats suivants (voir [2] et [3]).

THEOREME 4 : Soit t un A-terme normal clos.
D) Frt:Bssit=Tout=F.
2) Fxt: N ssiil existe n € N tel que t = n.

DErINITION @ On note encore F le systeme logique sousjacent au systéme
de typage F, et on écrit I' - A si A est démontrable & partir des formules
de I' en utilisant les regles du systéme logique F.

Il est claire que : Aj,...,An, Fx A ssi il existe un A-terme ¢ tel que
r1 : Ay, ..,xzp Ay Fxr t: A, Ce résultat est connu sous le nom de « la
corresponce du Curry-Howard ».
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2.3. Le systeme F¢ et la traduction de Godel

DeFmiTiON : On ajoute au systeme logique F la regle :

T'H--A

©) TFA

Cette regle axiomatise la logique classique au dessus de la logique
intuitionniste.

On note F¢ ce nouveau systéme et on écrit I' Fx, A si A est démontrable
a partir des formules de I' dans le systtme F¢. On a le résultat suivant
(voir [2]).

THEOREME 5 : Le systéme F¢ est non contradictoire (i.e. t/r, YXX).

DErmNITION : Pour chaque formule A de F¢, on définit la formule A* par :
Si A =1, alors A*= A ;

Si A =X, alors A*= =X ;

Si A =B — C, alors A*= B*— C* ;

~ Si A = VXB, alors A*= VX B*.

A* est appelée la traduction de Gddel de A.

On a le résultat suivant (voir [3]).

I

THEOREME 6 : Si bz, A, alors Fr A%
3. LES SYSTEMES NUMERIQUES
3.1. Les systemes numériques en A-calcul pur

DErNniTION @ Un systéme numérique est une suite de A-termes normaux
clos distincts d = dg, dy, ..., dn, ... pour laquelle il existe des A-termes clos
Sq et Zg tels que :

(Sq dn) ~p dpy1 pour tout n € N

et
(Zd do) ’_l’[j T

(Zq dny1) ~p F pour tout n € N

Les A-termes S; et Z; sont appelés successeur et test a zéro pour d.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications
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Chaque systtme numérique peut &tre considérer comme un codage des
entiers en A-calcul et donc on peut représenter les fonctions numériques
totales de la maniere suivante.

DfriNtTioN : Une fonction numérique totale ¢ : NP — N is dite A-
définissable dans le systéme numérique d ssi il existe un A-terme Fy tel que
pour tout ny,...,mp, € N

(F¢ dv,-,,l...d.np) zg dq&(nl,...,np)
DermNiTIoN @ Un systéme numérique d is dit adéguat ssi il existe un
A-terme clos P, tel que

(Py dny1) ~p dy pour tout n € N.

Le A-terme Py est appelé prédécesseur pour d.

THEOREME 7 : Un systéme numérique d est adéquat ssi toutes les fonctions
numériques récursives totales sont \-définissables dans d.

EXEMPLES :

1) Un exemple simple d’un systtme numérique adéquat est le systéme
numérique de Church n = 0,1, ..., n, .... Il est facile de vérifier que :

S = Az f(f (n f z)),
= An(n T \zF),
An(n U (0,0) T) o U = \z((S (z T)),(z F)).

Z
Vid
sont des A-termes pour le successeur, le test & zéro, et le prédécesseur
pour n.

2) Nous avons donné dans [6] un exemple d’un systéme numérique non
adéquat. O

DrrniTion : Soient d un systeéme numérique et Og4 un A-terme clos. On
dit que Oy est un opérateur de mise en mémoire pour d ssi pour tout
n € N, il existe un A-terme clos 7, ~g dy, tel que, pour tout 8, ~3 dy,
(Oq 0, f) = (f ™) ou f est une nouvelle variable.

ExeMmpLE : Soit On = AnAf(n f J 0) ou J = Azdy(z (S y)). Il est facile
de vérifier que pour tout 8, ~z n, (On 0, f) > (f (8™ 0)). Donc Oy est

un opérateur de mise en mémoire pour n. O

vol. 31, n° 6, 1997



546 K. NOUR

REMARQUE : J.-L. Krivine autorise, dans sa définition des opérateurs de
mise en mémoire, le A-terme 7, de contenir des variables libres qui peuvent
étre remplacées par des A-termes qui ne dépendent que de 6,,. Avec cette
définition on garde aussi tous les résultats de ce papier. U

THEOREME 8 : Chaque systéme numérique adéquat posséde un opérateur
de mise en mémoire.

Preuve: Soit d un systeme numérique adéquat.

Soit O = (OHy) ot Hy = AhAnAf((Zan)(fdo)(h(Pim)ra(f(S4z))))-

Démontrons (par récurrence sur i) que, pour tout : € N et pour tout
0,; 2/} d,j, (Od ei f) ~ (f (Sdz do))

e Pour z = 0,
(Od o f) ~ (Hd (6 H(l) ) f)
~ ((Zq 00) (f do)((© Ha) (Fa b0) Az(f (Sa z))))

Comme (Zy dy) ~g T, alors (Zy 0g) > T, et, d’apres le théoréme 1,
(Oa 0o f) ~ (f do).

e Supposons le résultat vrai pour 3, et prouvons le pour % + 1.
(Oabisr1f) ~ (Ha(OHq)0iy1f)
~ ((Zabi+1)(fdo)((© Ha)(Pabi+1))Ax(f(Sax))))
Comme (Zg diy1) ~p F, alors (Zg 6;+1) > F, et, d’aprés le théoreme
1, (Od 02‘4_1 f) ~ (Od (Pd 9,j+1) )\m(f (Sd .’E))) Mais (Pd 92'_,__1) ~3 di,
alors, par hypotheése d’induction, (Og (Py 0i4+1) f) ~ (f (Sa'dp)), et
(Oa (Py bi41) Az(f (Sa ) ~ (Az(f (Sa =) (Sa'do))
~ (f (Sa't'do))

D’ot, pour tout ¢+ € N et pour tout 0; ~g d;, (Og0;f) > (f(S4idp)). O

E. Tronci a conjecturé le résultat suivant :

CONIJECTURE : Un systéeme numérique est adéquat s’il posséde un opérateur
de mise en mémoire.

Nous donnons dans ce papier une réponse négative a cette conjecture mais
uniquement pour les syst¢tmes numériques typable dans le systeme F.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



UNE REPONSE NEGATIVE A LA CONJECTURE DE E. TRONCI 547
3.2. Les systemes numériques typés

DrrINITION @ Un systéme numérique typé est une paire D =< D,d > ou
D est un type clos du systtme F, et d = dp,d1,...,dn, ... €st une suite de
A-termes normaux clos tels que :

— Si t est un A-terme normal, alors 7 ¢t : D ssi il existe 7 € N tel

que t = d;.
— Il existe des A-termes clos Sy et Zy tels que:
* Fr Sq:D — Det(Sq dp) ~pg dny1 pour tout n € N ;
T sin=0
x Fr Zg: D — Bet(Z; dy) ~ .
Foad - (Za dn) ~p F sin>1
Les A-termes Sy et Z; sont appelés successeur et test a zéro pour D.

DerFmNITION @ Un systéme numérique typé D est dite adéquat ssi il existe
un A-terme clos Py tel que Fx Py : D — D et (Py dny1) ~3 dn pour tout
n € N. Le A-terme Py est appelé prédécesseur pour D.

ExempLE : Il est facile de vérifier que N/ =< N,n > est un systeéme
numérique typé. O

DEFINITIONS :

1) Soient D, E deux types clos. On dit que D C E ssi pour tout A-terme
clos t, si br t: D, alors Fx ¢t : E.

2) Soit D =< D,d > un systtme numérique typé tel que D C D*.
Soit O4 un A-terme clos. On dit que Oy est un opérateur de mise
en mémoire pour D ssi Fr Oy : D¥— ——D, et pour tout n € N,
il existe un A-terme clos 7, ~g dpn et Fx 7, : D tel que, pour tout
0 ~p dn, (Oq Onf) = (f ™) o f est une nouvelle variable.

ExempLE : On peut vérifier que N C N* et br Oy : N*— —-—N. Donc
Op est un opérateur de mise en mémoire pour N. 0

4. LE CONTRE EXEMPLE

Soit P = VXVY{((X - Y) — X) — X} (P est la loi de Pierce) et
Q = P — VXX.

LEMME 3 :

1) Fg. P.
2) Il existe un A-terme clos tp tel que Fr tp : P*

vol. 31, n® 6, 1997



548 K. NOUR

Preuve:

1) C’est un résultat connu. Faisons la démonstration.

X, X, Ybrl= X XFgr oY
= X, X f‘]:c Y
= X,(X->Y)-> Xt X—>Y
= X, (X =Y)- Xtr X
= X, (X->Y)->Xtg L
=:>(X—>Y)—->Xl—]:c =X
= (X—-Y)->XFr X
=>l—fc P.

2) D’apreés 1) et le théoreme 6, on a Fr P*, donc il existe un A-
terme tp tel que Fx tp : P* Un exemple d’un tel A-terme est
tp = Axdy(z AzAa(z y) y). En effet :

z-X,y: X,a:YFr(zy):L
= y: X FrAz2a(zy): ~X - Y
= z: (X = Y) > X, y: Xtr(zAzda(zy) y) : L
=bkrt,: P*.

LEMME 4 :

D ¥r Q@ — P
2) Ve (@ = P) — Q.
Preuve:
1) Un contexte I' est dit bon ssi I' est de la forme [ : Q, {z; : (X; —
Y:) = Xiticicn, {5 + Xjhigjgm] ob :
- Xi#zX; A<i<j<n);
~Yi2YA<i<j<m;
- Xi Y, (A <i<nyet(1<j<m)
Il suffit de démontrer que pour tout contexte bon I' il n’existe pas de
A-terme v tel que I' -7 w : P. Nous démontrons ceci par induction sur u.
u ne peut pas étre une variable. Si u = (z uj...up) (m > 1), alors z = q,
et I' Fr up @ P. Ce qui est impossible par hypotheése d’induction. Donc
u=MAxv,etz: (X -Y)—> XFzrov:X ot X,Y sont des nouvelles

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



UNE REPONSE NEGATIVE A LA CONJECTURE DE E. TRONCI 549

variables différentes. v ne peut pas étre ni une variable ni un A-terme qui
commence par A. Donc v = (z v1...vm) (m > 1) et z # z;,y;. I reste,
donc, deux cas a voir :

-Siz=q,alors T,z : (X -Y) > X Fr v : P. Ce qui est
impossible par hypothése d’induction.

—Siz=g,alosm=Letl'z: (X =Y)=>XFruv: X —-Y.un
ne peut pas étre une variable. Donc on a de nouveau deux cas a voir :

-Siv =(zvj..v) (k>1,aloas z=q,etT,z: (X =-Y) —
X tx v} : P. Ce qui est impossible par hypothese d’induction.

- Siv =Myw,alors T,z : (X -Y)—> X,y: XFrw:Y. wne
peut pas étre ni une variable ni un A-terme qui commence par A.
Donc w = (z wi..w,) (r > 1) et z # 2,y,2;,y;. Donc 2z = a,
etlz: (X =Y)— X,y: X Fr w : P. Ce qui est impossible
par hypothese d’induction.

2) Sitr, (Q — P),P — VXX, alors -7, VXX (puisque Fr, P). Ce
qui contredit le théoreme 5. O

LeMME 5 : Soit w un A-terme normal. Si « - Q — Pz : X, f : X —
X Fr w: X, alors il existe un n € N tel que w = (f" x).

Preuve: Par induction sur w.

Le A-terme w ne peut pas commencer par un A. Si w est une variable,
alors w = z. Donc w = (y wiy...wm,) (M > 1), et on a deux possibilités
pour la variable y.

-Siy=a,alors a:Q - Px: X, f: X - XFrw :Q,et
Q@ — P, X, X — X k5 Q. Soit U une formule close démontrable
dans le systtme logique F. D’aprés le lemme 2, on a {Q —
P, X, X — X}U/X] bxr QIU/X], donc Q@ — P Fr Q (puisque
U et U — U sont démontrables). Ce qui contredit 2) du lemme 4.

~-Siy=f,alosm=1leta:Q—Pz:X,f: X > XFrw :X.
Par hypothése d’induction, il existe un n € N tel que wy = (f" z),
donc w = (f"t1! ). O

Soit D = (@ — P) — N et, pout tout n € N, d,, = Aan.

LEMME 6 : Soit t un A-terme normal clos. -5 t : D ssi il existe unn € N
tel que t = dy.
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Preuve: <) Facile a vérifier.

—>) Comme ¢ est clos, alors ¢t = Aau et o : Q@ — P Fr u : N.
uw ne peut pas étre une variable et si u = (@ ui...um) (m > 1), alors
a:Q — PlFruy:Q,donc @ — PtFr Q. Ce qui contredit 2) du lemme
4. Doncu=2Xzv,eta:Q — Pz: XFrov:(X — X)— X.vne peut
pas étre une variable, donc on a deux cas a voir.

-Siv=(y v..vy) (m > 1), alors y = a, o : Q — P,z :
XFrov:Q,et Q - P X Fr @ Soit U une formule close
démontrable dans le systtme logique F. D’apres le lemme 2, on
a{Q — P,X}U/X]txr QU/X], donc @ — P Fxr Q. Ce qui
contredit 2) du lemme 4.

-Siv=Afw,alors a: Q - Px: X, f: X - XtFtrw:X.
Donc, d’apres le lemme 5, il existe un n € N tel que w = (f" x) et
t=dpy. O

LeMME 7 @ Soit Sg = Anda(S (n a)).
1) Pour tout n € N, (Sq dpn) ~g dnt1.
2) Pour tout n € N, (54" do) ~p dn.

Preuve: Facile a vérifier. 0

Lemme 8 @ Soit Oy = An(n Tp Efg Sq) on
Tp = Xatp, do = Af(f do), et Sg = Az y(z Az(y (Sq 2))).
Oy est un opérateur de mise en mémoire pour le systéeme numérique typé

(D, d).
Preuve: On va démontrer que :
1) DC D*¥etbkyr Of : D¥*— —=D.
2) Pour tout 8, ~g dy, (Og 0n f) > (f (Sa" do)).
1) 1II est facile de vérifier que D C D*.
On a :
Frdo: D =tr dA() s D
et
FrSq:D—D=y:-D,z:Dtr(y(Sq2)):L
= x: D,y ~Dbkgr (z A2(y (Sq 2))) :L
—=tr S’d ;=D — =D,

De plus, d’apres le lemme 3, on a Fx tp : P* donc Fr Tp : (Q —
P)*= P*— Q*.
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D’ou
n:D*Fx (nTp): N
—=n:D*Fr (nTp): -D,(-~D — —-=D) — -=D
=tr Q4 : D* — —=D.
2) Soit 0, ~g dp.
— Sin =0, alors 8, > dp.

- Sin # 0, alors 6, = AaAzAg(9 tn-1), tun—t > (9 tn—k—1)
1A <k<n-1),cett = z

Si n = 0, alors
(Od b f) ~ (do f)
~ (f do).
Si n # 0, alors
(O 0w f) ~ (Sq ta—1[Sa/g,do/x] )
~ (tn-l[‘gcl/g,CiO/x] )‘Z(f (S(l z)))

On définit deux suites de A-termes (74)1<i<n :
1= Az(f (Sa 2))
et Tpr1 = Az(7 (Sg 2)) pour tout (1 <k <n—1)
Démontrons (par récurrence sur k) que, pour tout (1 < k <n),ona:
(Od, On f) ~ (tn—k[gd/gvd})/x] Tk)
— Pour k£ = 1, le résultat est vrai.
— Supposons le résultat vrai pour k, et démontrons le pour k£ + 1.
(O(l 0 f) ~ (tn——k‘[‘gcl/ga‘fj()/x] Tlc)
~ (Sa tn—x-1[S4/g,do /] 1)
~ (tn—k—1[Sa/g,do/x] Az(Tk (Sa 2)))
= (tn—k-1[54/9,do/ %] Tes1)-

Donc, en particulier, pour £ = n on a :

(Od O f) ~ (to[‘gd/g)d})/x] Tk)
~ (do 7a)
~ (Tn dO)
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Démontrons (par récurrence sur k) que, pour tout (1 < k <n),ona:

i ~ Az(f (Sd* 2))

— Pour k£ = 1, le résultat est vrai.
— Supposons le résultat vrai pour k, et démontrons le pour k£ + 1.

T+1 = A2(1x (Sq 2))
~ Az(Az(f (Sd* 2)) (Sa 2))
~ Xz(f (ST 2)).

Donc, en particulier, pour ¥k = n on a : 7, ~ Az(f (S4" 2)).
Et

(O bn f) ~ (Az(f (Sa" 2)) do)
~ (f (Sda" do)).-
Dot (Og by f) = (f (Sa™ do)).

LemME 9 : Soit Op = An(n Af(f T) Af(f F)).

1) +r Op : B¥*— —-—=B.

2) Pour tout € =T ou F et pour tout 6 ~g €, (Op b f) > (f €).
Preuve:

1) On a :

FrT:B=t7r )\f(f T) 1B
et
Fr F:B=tg )\f(f F) : B
Donc
n:B*Fzrn:=aB, =B — =B =z Op : B* — ——B.

2) Si O ~g €, alors O > ¢, et donc

(OB bc f) ~ (6 Af(f T)Y A(f F) f)
~(eM(f T) M (F F) )
~(f e

Dol (O b f) = (f €). o
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LeMMmE 10 : Soit t un A-terme normal clos. Frt: D — B ssit = AaT
out = AaF.

Preuve: <=) Facile a vérifier.

—) Comme ¢ est clos, alors { = Aau et @ : D Fx w : B. u ne peut pas
étre une variable, donc on a deux cas a voir.

- Siu=(xur..upm) (m > 1), alors a«: DFru : Q — P, donc
Fr @ — P (car D est démontrable dans le systéme logique F). Ce
qui contredit 1) du lemme 4.

—Siuw=AXzv,alors a: D,z : X Frv: X — X. v ne peut pas étre
une variable, donc on a de nouveau deux cas 2 voir.
-Siv={(20v1.0%m) (m>D,aors y = a, a : D,z : X br

v1 + @ P, et D)X Fr @ — P. Soit U une formule close
démontrable dans le systéme logique F. D’aprés le lemme 2,
ona {D,X}U/X]Fr {Q — P}U/X], donc br Q — P. Ce
qui contredit 1) du lemme 4.

- Siv = Ayw, alors a : Dz : X,y : X Fr w : X. w ne
peut pas commencer par un A et si w est une variable, alors
w = ou w =y, donc ¢ = Aad or t = AaF. 1l reste
donc le cas ol w = (@ wi...wm) (m > 1). Dans ce cas on a
o:Dr: Xy: Xrruw :Q—P,et D, XFrQ — P.Soit U
une formule close démontrable dans le systeme logique F. D’ apres
le lemme 2, on a {D, X, X}[U/X] +r {Q — P}U/X], donc
Fr @ — P. Ce qui contredit 1) du lemme 4. O

LemMmE 11 : Soit £ un A-terme normal.
1) Siz:B,D—X,y:Xbtrt:B alorst=Tout=1F.
2) Siz:B,D— X,y: Xtrt:D,alorsilexisten € N tel quet = d,.

Preuves: Méme preuve que celles des lemmes 5 et 6. g

Soit £ = VX{((B,D — X),X — X}.
Pour tous A-termes u, v, on note < u,v > le A-terme Az Ay(z u v).

Lemme 12 : Soit t un A-terme normal clos. bx t . E ssi (t = F) ou il existe
n € N tel que (t =< b,dp, > ot b = T ou F).

Preuve: <) Facile a vérifier.

=) Soit ¢t un A-terme normal clos tel que Fr ¢ : E. Alors ¢t = Azu
etx:B,D— Xtru:X — X.u ne peut pas étre une variable, donc
on a deux cas a voir.
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- Siu=(z ur..um) (m>1),alorsz:B,D — XtFg (zu):D—
X. Ce qui est impossible.

- Siu=Ayv, alors z : B,D — X,y : X Fr v : X. v ne peut pas
commencer par un A, donc on a de nouveau deux cas a voir.

— Si v est une variable, alors v = y et u = F.

- Siv=(zv1..0m) (m>D,alorsz=z,n=2,z: B,D — X,y :
XFruvi:D,etzx:B,D— X,y: X Frwvy: B. Donc, d’apres
le lemme 11, il existe n € N tel que t =<K b,d,, > ou b =T ou
b=F. O

THEOREME 9 : 1] existe un systeme numérique typé non adéaquat qui posséde
un opérateur de mise en mémoire.

Preuve: Soit £ =< F,e > ou :
eg = F
em+1 =< Fydp > (n>0)
etz = L Tydn > (n>0)
Le test a zéro
Soit Z, = An(n AzAyF T).
Typage de Z,
On a :
x:B,y:Drr F:B =tz xlyF:B,D— B
donc
n:Errn:(B,D—B),B->B=n:Etr(nizAyFT):B
=—=tr Z.: E— B.

Fonctionnement de 7,

Si n = 0, alors :
(Ze en) ~pg (F AxAyF T)
~p5 T.
Si n # 0, alors :
(Ze ent1) ~p (eny1 AzAYF T)
~g (AZAYF b dp)
~g F.
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Le successeur
Soit Se = An((Zen)e1(nTT) K F, (Sq(nFdp)) > < T, (nFdy) >)).
Typage de S,
On a :
n:Etrn:(B,D—>D),D—>D=n:Etzr(nFdy):D
—=n:ErrgT,(n Fdy) > FE

et
n:Etrn:(B,D— D),D— D

= n:Erg(Sq(n Fdy)):D
= n: EFFrL F,(Sd (ano)) > F.

Donc
n:Etgn:(B,D— B),B— B
=n:Err(nTT):B
=n:Ertyr(nTT):E,E—-E
= n:Etr(nTT) <F,(Sq4(nF dp)) >
L T,(n Fdy)>): E.
D’ou

n:Ebrgr(Zen):B=n:Etgr(Zen):E,E—E
—=FrSe: E— E.

Fonctionnement de S,

On a trois cas :

(Seeo) ~p (Ter((eoTT) < F, (Sa(eoFdo)) > < T, (egFdy) >))
ﬁﬁ €1.

(Se < F,dp>)
~g (Fei((€F,dpn> TT) <F, (S (eo F dp)) >
<L T, (K F,d, > F dy)>))
~p (K Fydn> TT) < F,(Sq (e0 F dp)) >
LT, (K F,dn > F dy) >)
~p (F K F,(Sq (eg F dp)) >» < T, (K F,dp > F dpy) >)
~g L T, (K Fody > F dp) >
~3 < T,dy, >.
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(Se < T,dy, >)
~g (Fei((€ T,dn > TT) <K F,(S4(K F,dyp > Fdp)) >
L T, (K T,dp > Fdp) >))
~g (K Tydn > TT) < F,(Sg(< F,dy, > Fdg)) >
LT (K T,dp, > Fdy) >)
~p (T K F,(Sg(K T,dp > Fdp)) >< T,(KT,dn > Fdy)>)
~g L F,(Sqe(« T,dp > Fdp)) >
~p L F, (Sqdn) >
~p K F, dn+1 >.

L’opérateur de mise en mémoire

Il

est facile de vérifier que £ C E*.

Soit O, = An(n S, €p) ou
Se = MxhyAz((Op ) Mu((Og y) M(z < u,v>>))) et & = Af(f o).

Typage de O,
On a :

i—}- e E =Fr €y : F.
D’autre part, en utilisant les lemmes 8 et 9, on a :

u:Bv:DFrLu,v>F
=>u:B,z:-Etr vz <u,v>):-D
= y:D* z:=EFzr Xu((Oq y) Ww(z < u,v>)): B
= z:B* y: D"tz X2((0Op z) Au((Og vy)
M(z K u,v>))): ~E
=tz S, : B*, D* - —~—E.

D’ou
n . E* b‘]: n (B*’D* - —1—|E)7—|—|E —v—vE ﬁl_]: Oe N E* — —|—|E.

Fonctionnement de O,

Soit 8, ~g ey, alors :
- Sin =0, alors 6, > eg.
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- Sin #0, alors 0, > AzAy(z a, Bn) ol an ~p € et B, g dm
Sien, =<K €,dy >.
Si n = 0, alors
(Oe O f) ~ (60 SAe €0 f)
~ (o f)
~ (f eo)-
Si n # 0, alors
(Oe n f) ~ (ge an Bn f)
~ (O an) Mu((Oa ) M(f < 1,0>))).
D’aprés le Lemma 9, on a : pour tout A-terme U, ((Opay)U) ~ (Ue).

DOm0 b f) ~ (O Ba) M < w0 ) O

~ ((Oq Bn) M(f < ev>)).
D’apres le Lemma 8, on a : pour tout A-terme V, ((OgB,)V) ~ (V(Sq™dp))-

Donc ]
(Oc 0 ) ~ (M(f <ev>) (Sa™ do))

~(f <& (Sq™ do) >).
Dol (O 0y f) = (f < &(S4™ dy) >)

L’inéxistance d’un prédécesseur

Supposons qu’il existe un A-terme normal clos P, pour le prédécesseur.
Soit P! = An(P. < Fy,n> T F).
On a
n:DFr Fin>>: F
= n:Dbtr (P.<Fn>): E
—=n:DtFyr (P.<F,n>»):(B,D— B),B— B
= n:DFr (P« F,n>TF):B
==+ P :D — B.
Donc, d’apres le lemme 10, on obtient P’ = AaT ou P’ = XaF.
Mais on a :
(P'dg) ~p (P. e1 T F)
~p (€0 T F)
=B F
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o (P! dy) ~p (Po e3 T F)
~p (e2 T F)
~g (T T do)
~g T.
D’ol une contradiction. O

REMARQUE : 11 est facile de vérifier que le A-terme

P, = An((Zen)eo((nTT) < F, (nFdy) > (Z(nFdoT))
LT, (Aa(B(nFdyar))) > F)))

est un prédécesseur (non typable dans le systtme F de type £ — E) pour
le systtme numérique e.

5. CONCLUSION

Suite a cette étude, deux questions se posent :

e Est-il vrai que chaque systtme numérique typé adéquat posséde un
opérateur de mise en mémoire? En effet I’opérateur de mise en mémoire
qu’on a construit pour un systéme numérique adéquat quelconque (voir
la preuve du théoréme 6) utilise un opérateur de point fixe et donc il
est non typable dans le systtme F.

e Quelles sont les fonctions qu’on peut représenter dans un systeme
numérique typé adéquat?
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