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NEGATION CONSTRUCTIVE ET AXIOMATIQUE INTERNE (*)

par G. Branc (1) et K. Liocir ()

Abstract. ~ We propose in this work a mathematical aspect of Constructive Negation for constraint
general logic programs. We can then obtain a completion theorem (soundness and completeness) with
internal axiomatization of general program, in the classical logic deduction frame: the bivalued
models.

Keywords: constraint programming, constructive negation, bivalved semantics.
Résumé. — Nous proposons dans ce travail une version théorique de la Négation Constructive pour
les programmes généraux avec contraintes. Nous pouvons alors obtenir un théoréme d’adéquation

(correction et complétude) avec I’axiomatique interne d’un programme général, dans le cadre de la
déduction en logique classique, c’est-a-dire celle des modeéles bivalués.

Mots clés : programmation par contraintes, négation constructive, sémantique bivaluée.

1. INTRODUCTION

Le processus de résolution connu maintenant sous le nom de Négation
Constructive a été introduit par D. Chan [5], [6] en 1988, il a rapidement
trouvé un cadre naturel dans la Programmation par Contraintes avec P. J.
- Stuckey [20] et P. Bruscoli (and all) [4]. Il s’est aussi clairement avancé
pour une approche nouvelle de la concurrence avec F. Fages [11], [12].
Nous pensons que I'idée est suffisamment essentielle au principe méme
de la programmation déclarative pour mériter un traitement conceptuel,
indépendant de son approche strictement procédurale.

La recherche d’efficacité dans la mise en ceuvre de procédures de résolution
dans telle ou telle structure particuliere (algeébre d’arbres finis, infinis,
arithmétique de 1’addition et inégalité, etc.) conduit souvent a négliger ce qu’il
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412 G. BLANC, K. LIOGIER

peut y avoir d’important dans une méthodologie nouvelle; c’est pour situer
clairement cette méthodologie que nous proposons une approche strictement
mathématique (non opérationnelle a priori) des réponses obtenues par
négation constructive. On est en effet étonné que cet aspect de la résolution
ne soit pas apparu plus tot dans la programmation déclarative. Ceci tient sans
doute a I’évolution théorique elle-méme de la programmation logique qui, en
permanence, s’est développée au fur et 2 mesure de 1’apparition de problémes
posés par la pratique. Il en a ét€ ainsi par exemple de la complétion de Clark
pour la négation par échec fini [8], de la résolution dans 1’algebre des arbres
infinis pour I’absence de contrble d’occurrences, de la programmation par
contraintes pour traiter les arbres infinis ou les nombres, des programmes
généraux pour satisfaire le besoin, depuis longtemps présent, de 1’'usage de
la négation dans les programmes.

Un cadre naturel pour la sémantique logique des programmes généraux
avait beaucoup de mal a trouver sa justification théorique (K. Apt [1]).
La programmation par négation constructive est tout simplement la version
opérationnelle adéquate de ce que l'on attend a priori d’un programme
général. Il suffisait pour cela d’exploiter au maximum toutes les informations
qu’un but atomique, devant s’unifier aux tétes de clauses d’un programme
P, pouvait offrir. Il s’agit essentiellement d’enregistrer et de répercuter le
maximum de réponses possible, qu’elles soient de succés ou d’échec. Ainsi,
si relativement au prédicat R, le programme P ne contient que les clauses
suivantes :

R(b) «

R(z) « Az, y) O

R(z) « ¢(z, y) O A, A,

R(z) « v (z) O B1, By

le but — O R(z) enregistre au moins les réponses de succes z = b,
JyA(z, y) et au moins la réponse d’échec z # bAVy—-A(z, y) A
Vy-e(z, y) A ~¢(x), tout en renvoyant évidemment a d’autres
explorations. :

Ce qui, jusqu’au travail de D. Chan, n’est pas apparu aussi clair, c’est
évidemment la difficulté qu’il peut y avoir de décider de la satisfaisabilité
ou non de ces réponses; mais ceci est propre a chaque langage, a
chaque structure, a chaque théorie sous-jacente aux contraintes : axiomatique

des algebres d’arbres, axiomatique de Presburger, axiomatique de Peano,
axiomatique des corps réels clos, etc.
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NEGATION CONSTRUCTIVE ET AXIOMATIQUE INTERNE 413

Le caractére opérationnel de cette méthodologie de négation par contraintes
peut avantageusement, dans un pemier temps, nous intéresser par sa
signification vis-a-vis de la déclaration que constitue le programme, oubliant
la faisabilit¢ des décisions. Nous préférerions personnellement parler de
« réponses exploitées par chalnage arriére » d’un programme contraint
général plutdt que de négation constructive, mais on ne change pas une
appellation qui s’est aussi facilement et rapidement imposée; nous le ferions
d’autant plus volontiers que 1’aspect « réponses exploitées par chainage
avant » d’un programme contraint général lui est tout a fait dual! Il s’agit
dans les deux cas d’explorer le méme ensemble de formules (combinaisons
de contraintes) par des processus différents. Dans la version traditionnelle
de la programmation logique, les réponses exploitées par chainage arriére
correspondent évidemment au « Success Set » et, celles exploitées par
chalnage avant, aux points fixes de I’opérateur de conséquence immédiate.
L’équivalence des deux aspects étant une étape importante pour le lien avec
une sémantique déductive (non diachronique celle-ci, a la différence des
deux autres).

C’est dans cet esprit que nous avons souhaité aussi obtenir une
version sémantique déductive, correcte et complete, proche de ce que 1’on
attend de I’aspect déclaratif d’un tel programme, c’est-a-dire en déduction
classique ordinaire (i.e. : bivaluée), a la différence des sémantiques partielles
(trivaluées) déja développées dans [17], [13] et [20].

Cette déduction se fera depuis 1’axiomatique interne du programme P.
Celle-ci est constituée des axiomes caractérisant élémentairement la structure
de contraintes, des axiomes relatifs a P, explicitant les inférences relatives aux
clauses, ainsi que la négation limitée aux possibilités expressives de P. C’est
cette négation faible, déja utilisée dans [9], [19], [14], [15], qui, explicitée
dans D’écriture des axiomes, permet alors de construire des déductions
classiques.

Dans la partie 2, nous présenterons le cadre dans lequel notre travail se
situe et les différentes notations employées. La partie 3 sera consacrée a la
présentation des classes de réponses sur un but fournies par un programme.
Cette définition, peu opérationnelle, a pour vocation de bien s’adapter &
une démonstration de complétude en logique classique bivaluée. C’est la
partie 7 qui, en annexe, fournira une version plus opérationnelle de ces
classes. Dans la partie 4, nous définirons la sémantique déclarative associée
a un programme, et donnerons les résultats de correction correspondants.
La partie 5 présente, dans le cadre choisi, les concepts correspondant aux
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414 G. BLANC, K. LIOGIER

opérateurs habituels de conséquences immédiates. Enfin, la partie suivante
détaille la complétude en logique bivaluée pour 1’axiomatique interne.

2. CADRE DE TRAVAIL ET NOTATIONS

Dans toute la suite, L désignera le langage de la structure de contraintes.

R désignera une réalisation de L.

T désignera une axiomatique compléte de R. Plus précisément, 7
désignera un ensemble récursivement présentable de formules de L (les
axiomes) satisfaisant pour chaque formule close ¢ de L :

T = ® siet seulement si R = &

Remarquons que supposer la complétude de 7 n’est qu'une commodité
de présentation, mais 1’idée méme de résolution de contraintes de R n’est
réaliste que si la décision de satisfaisabilité de ces formules, dans R, est
effective. En nous placant dans I’hypothese générale que chaque formule du
premier ordre de L peut étre traitée comme une contrainte, 1’étude méme ne
peut avoir de réalité que si la structure R est décidable, celle-ci possédera
alors nécessairement une axiomatique compléte récursivement présentable.

Nous désignerons par ﬁd)(resp. \~1¢) la cloture existentielle
(resp. universelle) de ¢. Nous utiliserons fréquemment aussi des clotures
relatives seulement a quelques variables. Pour cela, elles apparaitront
toujours dans le texte relativement aux variables différentes de celles de la
suite fixée T : 1, ..., Tn. Ces clbtures seront alors désignées dans toute
la suite par 3¢ (resp. V¢).

DErmNiTION 2.1 @ Un programme logique contraint (CLP-programme)
normal P est un ensemble de clauses de la forme :

R('E) —¥(z)0D, (?31)7 R Dp@p)a - By (), ..., -~ Ey (ﬂq)

ou les suites v, 41, ..., Yp U1, ..., Ug Sont toutes des suites de variables
distinctes ; ces suites étant de plus disjointes deux a deux, et toutes contenues
dans Zz.

e R (D) est la téte de la clause

e ¥(2)OD1(91), --., Dyp(@p), ~E1(t1),..., 7 Eq(ty) est le corps
o U (2) est la contrainte

e les D; sont les littéraux positifs

e les ~ E; sont les littéraux négatifs.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



NEGATION CONSTRUCTIVE ET AXIOMATIQUE INTERNE 415

De plus, les programmes seront toujours supposés faire figurer au moins
une fois en téte chaque prédicat figurant dans un corps.

Remarque: Toutes ces conventions ne restreignent évidemment en rien la
généralité et facilitent I’approche théorique.

DEFINITION 2.2 @ Un But G (Z) n’est rien d’autre qu’un corps de clause
et se présentera sous la forme :

— (& D0Ay, ..., Ay, =By, ..., =B,

Nous utiliserons parfois la notation ¢g pour désigner la contrainte du
but G.

3. REPONSES CALCULEES, CLASSE DE SUCCES, CLASSE D’ECHECS

Les réponses calculées {p; (Z)}ics, du programme P sur le but G (Z)
seront des caractérisations d’éléments de structures de contraintes par
I’intermédiaire de formules du premier ordre du langage de ces structures :
le langage de contraintes L (voir définition 3.3).

Nous appellerons alors succes ou échecs des classes plus larges de formules
que nous noterons SSp (G) et FFp (G) (voir définition 3.4). Il s’agit de
formules caractérisant des éléments parmi ceux caractérisés globalement par
les formules de réponses calculées.

Ainsi, si R correspond 2 la structure additive des entiers (!) et 7o
correspond a une axiomatique complete de la théorie de 1’addition
(Paxiomatique de Presburger, par exemple). En considérant le programme
P suivant :

R(z) = (y<z+3Az<y)0S(y)
S(y) —(y=v+6)05(v)
S)—(v=0)0O
et le but R(G) =« O R(z),
si les réponses calculées de succes de P sur G sont les formules :
o (z) = ((6.k) <z + 3 Az < (6.k)) pour chaque entier k,

il est alors clair que les formules z = 5, ou (z = 4V z = 6), ou encore
dz(z = 5.2 Az < 18) caractérisent aussi des succes de P sur G (z) dans

(") Rappelons que, dans ce cas, la relation d’ordre, ainsi que chaque entier, y est définissable.
pp q
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416 G. BLANC, K. LIOGIER

chaque modele M de. 7y, pour la simple raison que dans 7y se déduit la
formule utilisant la disjonction infinie Ve, 01 () de toutes les réponses
calculées de succes (2) :

dz(z=5.2Az <18) — \/ok(:z)

kew
Par le théoréme de compacité, il est clair que Ty = ¢ (Z) — ;o5 ¢: (2)
est équivalent a I’existence de 1, 42, ..., ¢m dans I pour lesquels on a :

To = ¥ (&)= (6, (B) V... Vi, (2))
Pour des commodités d’écriture et un souci de meilleure expressivité, nous
garderons, dans toute la suite, ’'usage de formules du langage infinitaire,
utilisant les disjonctions infinies VP pour désigner la disjonction de toutes
les formules de la classe D, et 7 | ¢ — VD pourra étre considérée

comme une simple abréviation de ’existence de 1, ..., @i dans D telles
que 7 E ¢ — (p1 V... V).
En désignant par G () le but « ¢ O Ay, ..., Ap, " B1, ..., 7By, on

appelle descendant immédiat de G (Z) tout but G’ qui est le corps d’une
clause de P, ayant pour té€te 'une des formules atomiques A; ou B; (apres
un éventuel renommage des variables, bien évidemment).

Nous désignerons ainsi systématiquement dans toute la suite par
G (resp. G3) le corps de la r'®™° (resp. s®™¢) clause de P ayant pour
téte A; (resp. Bj).

Remarquons qu’une formalisation plus rigoureuse devrait nous conduire
a distinguer les notations G et G7 suivant que I’on traite un descendant
immédiat de G, issu d’un littéral positif ou négatif. Nous pensons toutefois
que la distinction par les noms d’indices reste suffisante pour ne pas nuire &
la clarté des constructions, tout en maintenant une lecture plus aérée.

DErINITION 3.1 : A chaque entier n et a chaque but G (I), nous associons
deux classes S¢ et Efy de formules de L dont les variables libres sont parmi
celles de %, par induction sur n et par la relation de descendance immédiate,
de la facon suivante :

1.8 =& = {1}
2. S 1 est constitué des formules de la forme :
G

oA ANV 3D AN AV

() Formules du langage infinitaire L., ., [16].

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



NEGATION CONSTRUCTIVE ET AXIOMATIQUE INTERNE 417

avec chaque Y. € Upen Séi et chaque ¢1 € Ur<n Sé,-‘.

3. 5g+1 est constitué des formules de la forme :
SUAAVAVAN LS IAVEVELYS)
7 T b s
avec chaque ¢. € i<, E&. et chaque W e Uk<n Sé,j.

REMARQUE 3.2 : Pour tout but G, =g appartient a EL.

De plus, si G est un but ne contenant aucun littéral dans son corps, pq
appartient a 8(1;.

DrrNniTion 3.3 @ On appelle classe des réponses exploratives de succes
(resp. classe des réponses exploratives d’échecs) la réunion :

Sg = | J S&(resp.£c = | J €2)

new new

On peut alors définir les formules de succes (resp. d’échecs) par le fait
qu’elles caractérisent, dans chaque modele de 7, des éléments acceptés par
I’une des réponses exploratives de succes (resp. d’échecs).

Plus précisément :

DErFINITION 3.4 @ On dit que la formule 1 (Z) de L caractérise des succes
(resp. des échecs) de P sur G si T | b — VSq (resp. T | ¢ — VEg).

Nous désignerons par SSp (G) (resp. FFp (G)) la classe des formules
caractérisant des succés (resp. des échecs) de P sur G.

Remarques :

o 1] est important de noter, dans la définition précédente, que le caractére
d’agent d’exploration du programme apparait dans la construction des classes
Sa et £g, et donc a droite du signe d’inférence |=; alors que le caractere
déclaratif de P, qui apparaitra dans la définition 4.4, placera le programme
a gauche du signe d’inférence.

e La définition, retenue ici, des réponses de succes ou d’échecs reste tres
générale et formelle, elle ne se préoccupe en aucun cas d’une exploration
procédurale, par quelque dérivation que ce soit. D’autres classes de réponses
exploratives plus procédurales sont données dans la partie 7 ; toutefois elles
définissent évidemment les mémes classes SSp (G) et F'Fp (G).

vol. 31, n° 5, 1997



418 G. BLANC, K. LIOGIER
4. AXIOMATIQUE INTERNE D’UN PROGRAMME

Considérons le langage Lp étendu de L par les symboles relationnels
IIp = {R, S, ...} propres au programme P, ainsi que par une copie
', = {R', &', ...} de ces prédicats programme.

Si D désigne une formule atomique construite sur le prédicat R de P,

on notera D’ la formule atomique de L p obtenue par substitution de R’
a R dans D.

DEFINITION 4.1 : A chaque but G (%) sont associées deux formules d (G) et
d' (G) de Lp, appelées les formules déclaratives de G.

Pour le but : G(Z) :=— @O Ay, ..., Ay, "By, ..., "By
d(G) =pANAIAN...NA,AB]A...ABj
d(G) ==—pVAV...VA,VB V...V B,

DEFNITION 4.2 : On appellera alors Axiomatique déclarative complete
de P, qu’on notera D (P), la collection des formules, D(R) et D' (R)
ci-dessous, associées a chaque prédicat programme R de P :

D(R) :=V((v,3(d(G))) — R(2))

D' (R) =Y ((AMY(d (Gr) — R (&)
dans lesquelles r indexe les clauses de P de téte R (%) et G, le corps
correspondant.

DerFNtTION 4.3 @ On appelle Axiomatique interne de P la classe notée
T (P) des formules de T réunie a celle de I’axiomatique déclarative compléte
de P, on notera T(P) =7 + D(P).

DErFmNiTION 4.4 @ On dit qu’'une formule A de L prouve G (resp. —G)
par ’axiomatique interne de P si Z(P) = A — d(G) (resp. Z(P)
A — d(G)).

Nous pouvons maintenant vérifier la correction des réponses de succes ou
d’échecs pour I’axiomatique interne : st A caractéristise des succes (resp. des
échecs) (voir définition 3.4) de P sur G, alors A prouve G (resp. = G) par
I’axiomatique interne de P. Cela résultera évidemment de la proposition
suivante :

ProPOSITION 4.5
a)Si A € Sg alors D(P) = X - d(G)
B)Si A € g alors D(P) E A — d' (G).

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications
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v

La démonstration se fait simultanément pour a) et b) par induction sur
la construction des formules. On montre en fait que pour tout entier n, et
quel que soit le but G, si A € Sgi alors D(P) = A — d(G) etsi p € L
alors D(P) E p — d'(G).

C’est évident pour n = 0.

Le pas de récurrence nous conduit a supposer que A est de la forme
o AN (Ve 390) AN AV ).

Avec ’hypothése de récurrence : D (P) f= i — d(G%) pour chaque i et
pour chaque 7, et D (P) | ¢ — d' (G%) pour chaque j et pous chaque s.
Compte tenu que les implications (\/, 3d(G) — 4;) et (A, Vd' (G >
BY) figurent dans D (P), il est aisé de conclure.

A

On peut se demander, a la vue de ce résultat, pourquoi alors choisir la
définition 4.3 pour la sémantique déclarative, et ne pas se contenter de D (P)
comme axiomatique déclarative. Ce serait oublier que la définition retenue ici
pour les réponses d’exploration (voir définition 3.3) sont tout a fait formelles
et ne se préoccupent pas d’optimisation dans la construction de ces réponses.
Une classe de réponses révélant déja plus un souci procédural, comme par
exemple les classes Rt et R~ (de la partie 7), tiennent évidemment compte
de la théorie 7. L’équivalence dans la caractérisation des succes ou des
échecs, par 'une ou l'autre classe, s’obtient d’ailleurs modulo la théorie
7. La classe R, par exemple (voir 1’annexe), économise les explorations
lorsqu’elles ne consistent qu’a rajouter des conditions a une contrainte déja
insatisfaisable dans 7.

C’est un des objectifs de ce travail que de distinguer ce qui est tributaire
du cadre particulier des contraintes, de ce qui est général au principe méme

d’exploration par chainage arriere des programmes généraux contraints : la
Négation Constructive.

5. CLASSES DE REPONSES COMPLETES PAR CHAINAGE AVANT

Comme toujours, la complétude de la sémantique déclarative (déduction
logique depuis I’axiomatique interne) pour la sémantique opérationnelle
(exploration des classes S et £g) passera par la production de réponses
générales, de succes ou d’échecs, par la notion de conséquences immédiates.

Il s’agira ici de la constitution pour chaque but G (Z) des classes Cg
et Ci; de formules de L sur les variables libres Z. Fournie par le concept
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420 G. BLANC, K. LIOGIER

habituel de conséquences immédiates, la construction de ces classes ne sera
pas inductivement arborescente comme les classes S et £ ou Rt et R,
mais séquentielles : Cg () (resp. C’G(i)) est en fait une suite (0 (%))new
(resp. 0/C (£)) de formules de L.

On définit simultanément les formules 65, 6/C, 8%, 9'F pour chaque but
G et pour chaque prédicat programme R.

Si G(Z) :=— @OAy, ..., Ap, = B1, ..., By
1.6G = o NG AL NG NGB AL A
G = v oAy . vl veBy v 5
2,08, =V, 365" (3)
dans lesquelles 7 indexe chaque clause de téte R (Z) et G, désigne le
corps correspondant.

3,08 =\ Jey
%R = AV
dans lesquelles

— k indexe chaque clause R (Z) « ¢ O de téte R(Z) et sans aucun
littéral dans le corps,

—1 indexe chaque clause de téte R(Z) et ¢; désigne la contrainte
correspondante.

REMARQUE 5.1 : Il est aisé de constater que :
] Gi el
05,1 = 0 AN (VL 3657) AN (A V0
: Gi G3
0.5, = oV Vi (A V) VV;(V,36:7)
avec les indexations et quantifications habituelles (voir définition 3.1)

PROPOSITION 5.2 : Pour chaque but G et pour chaque entier n, les formules
ci-dessous sont des tautologies du calcul des prédicats :

G G 1G G
H'n, - 9’17,—{-1 et 017, - 9n+1

\%4

D’apres la remarque 5.1 ci-dessus, c’est évident pour le pas d’induction
n, et c’est une simple vérification pour n = 0.

A

PROPOSITION 5.3 : Pour chaque but G (%) et pour chaque entier n,
a) 65 est équivalente & une formule de Sg

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



NEGATION CONSTRUCTIVE ET AXIOMATIQUE INTERNE 421

b) 0'C est équivalente & une formule de Eg
v

La démonstration simultanée de a) et b) se fait par induction sur 7.

Le passage de m a n + 1 est évident par la remarque 5.1.

Pour n = 0, en définissant v par pgi si G ne contient aucun littéral
et par | dans le cas contraire, et en définissant d)§ par = ¢gi, la formule
AN (V, 3P A Aj (As V ¢.) appartient 2 S% d’aprés la remarque 3.2 et
elle est évidemment équivalente a 6§ .

De la méme fagon, en définissant ¢’ par Spgi et 1/11; par ¢g; si
Gé ne contient aucun littéral et par L dans le cas contraire, la formule
oV V(A Yei) v V; (Vs 3¢%) appartient a £% d’aprés la remarque 3.2
et elle est évidemment équivalente a %G.

A

6. COMPLETUDE EN LOGIQUE BIVALUEE

Nous nous proposons dans cette partiec de montrer qu’une formule A, du
langage de contraintes L, qui prouve un but G (resp. = G) par 1’axiomatique
interne de P, caractérise des succés (resp. des échecs) de P sur G.

Plus précisément, cela résultera de la proposition 5.3 et de la proposition
suivante :

ProrosiTiON 6.1

a)SiZ(P) E A (Z) — d(G(2)) alors T = X&) — V(Cq)

b)SiI(P) E X&) — d (G(z)) alors T | X(z) — V(Cq)

Les démonstrations de a) et b) sont identiques et tiennent essentiellement
a la proposition 6.5 ci-dessous. Nous montrerons &), laissant 1’adaptation de
b) au lecteur.

Nous nous proposons donc, disposant d’une structure M modele de 7,
et d’une suite & d’éléments de la base |[M| de M satisfaisant A (ie. :
M [ A(&)), de montrer que & satisfait I’'une des formules 6 de Cg (i.e. :
M = 6(a)) sous I'’hypothese que Z (P) = A (%) — d(G(2)).

Dans le langage étendu L + (&), extension de L par les constantes ¢,
nous disposons donc d’un modedle M = M + (&) de T + A (@), et nous
souhaitons conclure que M = 6 (&) pour une formule 6 de Cg.

Cest 'extension de M & un modele N de T (P) + A(&) qui fournira
la réponse. Ce modele N sera une réunion d’ultrapuissances (Chang-
Keisler [7]) emboitées N, de réalisations M,, de Lp + (&).
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Définissons tout d’abord cette famille M, : M, est définie par M en
tant que réalisation de L + (&), et par M,, &= R(a) si et seulement si
M E 6B (@) et M,, = R/ () si et seulement si M = 6'% () pour les
interprétations de R et R’ pour chaque prédicat programme R de P.

Il résulte alors de cette définition et de la définition des formules 6 et
#', la proposition suivante :

ProPOSITION 6.2 : Pour chaque but G (5:2 pour chaque entier n et pour
chaque suite b de (M|, ona M,, = d(G) (b) si et seulement si M |= o< (b)
et My = d (G)(b) si et seulement si M = 0.C (b).

En appelant formules [ -positives les formules de Lp + (&) définies
inductivement par :

1) Chaque formule de L + (&) est L-positive.
2) Chaque formule atomique de Lp + (&) est L-positive.

3) Si ¢ et ¢ sont des formules L -positives, alors ¢1 A d2, ¢1V 2, 3z 1
et Vz¢po le sont aussi.

On vérifie la proposition suivante :

PROPOSITION 6.3 : (M, )new est une famille emboitée pour les formules
L-positives. Plus précisément : si ¢ (Z) est une formule L-positive et si
My | $(@) alors Muiy = (@)

v

C’est une vérification aisée compte tenu de la proposition 5.2 et du fait
que M, et M;,4+1 sont sur la méme base |M]|.

A

Considérons alors un ultrafiltre de Fréchet D (i.e. : un ultrafiltre sur w
contenant les segments cofinaux [n, +o0ol) et définissons les réalisations N,
de L p + (&) comme les D-ultrapuissances de M, en particulier la base de
N, est le quotient de |M|“ par la relation d’équivalence ((b;) = (¢;) si et
seulement si {i|b; = ¢;} € D).

PROPOSITION 6.4 : (Np)new est une famille emboitée pour les formules
L-positives.
v

C’est un résultat général puisque les A, sont des puissances réduites des

M., qui sont emboités eux-mémes pour les formules L -positives.
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Si, en effet, N, [ qb(@i/)) c’est que {i{M, E ¢(a;)} € D, or
par la proposition 6.3, {ilM, | #(a@:)} C {i|Mnt1 | #(d:)} donc
Not1 E ¢((a:))
A

Cette proposition nous permet alors de définir la réalisation A/ comme
la réunion des réalisations A,. Une telle réunion va bénéficier de la
propriété de cohérence ci-dessous (proposition 6.5), qui en fera un modele
de Z(P) + A(&); ce qui ne serait pas le cas, en général, de la réunion des
M, comme le montre I’exemple ci-dessous :

Exemple : Dans la structure M des entiers positifs ou nuils avec 1’addition,
avec le programme suivant :

o {p(x)*—l’=y+1[]p(y)
q(z) —z=00p(y)
ProposiTiON 6.5 (Cohérence de la famille (N, )new) : Pour chaque formule

L-positive ¢ (%), on a N |E ¢ (a) si et seulement s’il existe un entier ng

pour lequel Nyp, E &(a)
v

La démonstration de cette équivalence se fait évidemment par induction
sur la définition des formules L-positives. Le seul point délicat est celui du
pas d’induction par quantification universelle pour la condition nécessaire.
Nous nous limiterons & ce cas et montrerons la contraposée.

Supposons donc que pour chaque entier n, il existe b” = (b)) pour
lequel NV, = —¢(a, b"), ce qui revient a dire que pour chaque entier n,
B, = {i| M, &= = ¢(a;, b}')} appartient a I"uitrafiltre D.

Définissons alors, pour chaque i, I’entier v (i) de la maniére suivante :

— ’il existe un entier k < i tel que My | - (a;, bF) alors v (i) est
le plus grand de ces entiers k.

—sinon v (i) = 0.

On remarque alors que, par ce choix, si ¢ € [n, +oo[NB,, alors
My, iy ¥ ¢ (4, b;/(i)), et de plus, comme v (i) > n, on a My, ¥ ¢ (a, b;/(i))
d’apres la proposition 6.3 (puisque ¢ est une formule L -positive).

Ainsi {i| M, = —¢(a;, b, (i))} appartient 4 son tour a ’ultrafiltre de
Fréchet D, d’ob pour chaque n, on a N,, = = ¢ (@, b) en posant b = (b;j(i)).

D’ou finalement : N ¥ ¢(a, b), par hypothese d’induction sur la

construction des formules L-positives.
A
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COROLLAIRE 6.6 : N est un modéle de I (P) + A (&)
v

I est clair que N satisfait 7 + A(&) puisque chaque N, est
élémentairement équivalent a M, qui, pour L + (&), est la méme
interprétation que M.

Considérons donc dans Z(P) les axiomes relatifs aux
prédicats programme R et R'. 1l sagit de V(V,(3d(Gr)) —
R(z) et V(A (VI(Gr)) — R (£))

La démonstration va &tre identique pour I’un et pour I’autre.

Soit @ = ((/c;;)) fixé dans |[N] et supposons que N =V, (3d(G;)) (a),
d’aprés la proposition 6.5 précédente il existe un entier ng pour lequel
{ilMn, =V, (3d(Gr))(a:)} € D.

Ceci ne signifie pas autre chose, d’aprés la proposition 6.2, que
I’appartenance 2 D de {i|M & \/,(36S7) (@)}

Ceci implique, par la définition des formules 6, que {i|M | Hﬁo 41 (@)}
appartient a D,
qui implique, par définition des réalisations M, que {i|Mn, 11 FR(&;)}€D,
qui n’est rien d’autre que Ny 41 E R((a:)).

Donc, par définition de N, N | R(a).

JAN

COROLLAIRE 6.7 : Pour chaque but G(zi, ..., xz1) et chaque_suite
= (a1, ..., a;) d’éléments de la base |M|, en notant (a;) =

((a1), (ay), ---, (a},)) I’élément correspondant de la base |N'| (i.e. : défini
= aj), on a:

—_—

N | d(G)((a;)) si et seulement s’il existe un entier ng pour lequel
M E 65 (@)

\%

—

On sait, en effet, que N satisfait d(G) ((a;)) si et seulement s’il existe
un entier ng pour lequel Ny, = d(G)((a;)) par la proposition 6.5 (puisque
les formules d(G) sont L-positives).

Donc N = d (Cﬁg(’;,/)) si et seulement s’il existe un entier ng tel que
{ilMp, E d(G)((ai))} € D, qui dans ce cas et équivalent a M = 9,?0 (@),
par la proposition 6.2.

A
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Ces corollaires nous permettent alors de conclure la proposition 6.1,
puisque de P'hypothese Z(P) E A (%) — d(G(&)), il résulte du
corollaire 6.6 que N' | d(G) (&) et, du corollaire 6.7, qu’il existe une
formule 6 de Cg telle que M E 6(&).

Ce qui démontre donc la complétude.
7. ANNEXE

Nous proposons dans cette partiec une version plus opérationnelle des
classes de réponses, évitant par exemple des explorations inutiles. Notamment
lorsqu’il s’agit d’attendre la réponse d’une exploration pour la rajouter par
conjonction a une formule que 1’on sait déja insatisfaisable.

Pour cela, considérons 1’arbre A (Gp) des descendants itérés du but Gy.

On appelle hérédité d’un but G, nceud de cet arbre, la conjonction I'g
des contraintes de ses ancétres.

On appelle alors arbre d’exploration de Gp, que ’on note Ag (Gy),
le sous-arbre de A (Gp) des nceuds d’hérédité satisfaisable dans 7 (i.e. :
T E §|F(;).

Nous allons pouvoir définir, pour chaque nceud de I'arbre Ag (Go), ses
réponses de succes ct ses réponses d’échecs, a 1’aide des réponses de ses
descendants immédiats dans cet arbre :

Soit le but G :=«— @ Ly, ..., Ly, Lpy1, ..., Lyyq
ou L; = A; pour i < pet L, ; =-B; pour j <gq

1. Si G est une feuille, sa seule réponse de succes est ¢ et sa seule
réponse d’échec est - .

2. Sinon, nous allons introduire et utiliser les notions de pré-succes et de
pré-échecs d’un littéral :

(a) (1) Les réponses de succes de G sont les formules de la forme :
PG ATLINA ... N Tpiyg
ou chaque 7y est un pré-succes de L.
(ii) Les réponses d’échecs de G sont les formules de la forme :
g VTR V... V7,
ou chaque 7, est un pré-échec de Ly, etou 1 < k1 < k2 <
o< Kk <p+aqg.
(b) Les pré-succes et pré-échecs de L (I = A ou L = -~ B).
(1) Les pré-échecs de A (resp. pré-succes de — B) sont les formules :
() =Vmy, AVme, A... AV 7y,
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ou les indices %1, ..., t;, dénotent foutes les clauses A « Gi,
(resp. B « Gv¢,) et my, une réponse d’échec de Gy,.
(ii) Les pré-succes de A (resp. pré-échecs de -~ B) sont les formules :

7 (%) =37, VT, V...V3Inm,,

ou les indices 71, ..., 7, dénotent des clauses distinctes A + G,
(resp. B « G,) et m,, une réponse de succes de G, .

En désignant par R'é’;o (resp. REJO) les réponses de succes (resp. d’échecs)
de Go, on peut vérifier que cette classe est équivalente modulo 7 a Sg,
(resp. £g,)-

8. CONCLUSION

C’est P. J. Stuckey [20] qui situa combien le principe de négation
constructive prenait naturellement sa place dans la programmation par
contraintes. C’est dans ce cadre-la que nous avons voulu décrire une
caractérisation de la classe des contraintes qui particularisent des éléments de
réponses de succes ou d’échecs (¢f. Définition 3.4). Les réponses elles-mémes
dépendent alors de la procédure choisie pour explorer cette classe. Ainsi
les SLDY-dérivations de P. Bruscoli et al. [4], les SLD-CNF-dérivations de
D. Chan [6] et les SLD-dérivations concurrentes par élagage de F. Fages [11]
ne se correspondent pas biunivoquement, mais les réponses de chacune des
procédures finissent par se retrouver par leur sémantique logique trivaluée
de Kunen-Fitting. Les réponses de ces diverses sémantiques opérationnelles
finissent aussi par recouvrir la classe des réponses que nous définissons,
méme si notre travail utilise la logique bivaluée. En effet, notre choix
pour une sémantique logique a été de privilégier la logique bivaluée
classique. L’axiomatique que nous choisissons d’associer a un programme
ne s’appuie pas sur la traditionnelle complétion de Clark, mais sur ’usage,
aussi traditionnel ([19], [9], [14], [15], [4], [10]), du dédoublement des
prédicats. Nous utilisons cette transformation par dédoublement uniquement
pour I’axiomatique déclarative D (P) d’un programme général P (cf-
Définition 4.2) et non pour modifier le programme lui-méme, comme le
font par exemple P. Bruscoli et al. [4] pour la sémantique opérationnelle de
la négation intensionnelle. Par ce biais, la construction des réponses reste
donc proche de la SLD-résolution, tout comme le fait aussi F. Fages [11].

Ce dédoublement des prédicats du programme permet dans une large
mesure, ainsi que I’a remarqué W. Drabent [10], de ramener la logique
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trivaluée a la logique bivaluée; dans une large mesure seulement, car le
dédoublement des prédicats pour une classe £ de formules transformée
en D(E) (lorsque la syntaxe le permet, c’est-a-dire lorsque les formules
sont construites sans €quivalence et avec éventuellement des négations ne
figurant que dans les littéraux) ne satisfait pas, quelle que soit la formule
@, ’équivalence entre £ =3¢ et D(E) | D(p). Comme I’a montré A.
Brieu [3], on a par contre 1’équivalence dans le cas particulier ou £ est
le complété de Clark d’un programme, grice a ’existence d’un plus petit
modele partiel.

Il n’existe pas une seule mani¢re de dédoubler un programme, mais
plusieurs. Par exemple, W. Drabent propose dans [10] un dédoublement
comp (split (P)) qui n’est pas équivalent a D(P), comme on peut
le vérifier sur les programmes Py = {p «— -gq, ¢ « ¢} et P, =
P; U {p < ¢}; malheureusement, on n’a pas non plus I’équivalence entre
comp (split (P)) k= split (¢) et D(P) = D(p). Le sens donné aux
symboles de prédicat dédoublés n’est en effet pas le mé&me dans le travail
de W. Drabent et dans le notre. C’est leur adéquation sur les littéraux qui
fait I’équivalence avec la sémantique logique trivaluée, par 1’équivalence de
comp (split (P)) = p (resp. =p') et D(P) = p (resp. p).

Outre un travail d’analyse des diverses formes de dédoublement que 1’on
pourrait choisir, il serait intéressant d’étudier comment la vision unifiée
des classes de réponses que nous introduisons (traitement symétrique des
réponses de succes et d’échecs) peut donner naissance a d’autres sémantiques
opérationnelles, qui puissent se comparer a celles existantes dans le domaine
de la programmation par contraintes. Le paragraphe 7 en est une approche
que nous espérons développer.
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