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ÉNUMÉRATION DES CARTES POINTÉES
SUR LA BOUTEILLE DE KLEIN (*)

par Didier ARQUÉS et Jean-François BÉRAUD (*)

Résumé. - Dans cet article, nous présentons la première énumération explicite des cartes pointées
sur la bouteille de Klein. La série génératrice des cartes dessinées sur la bouteille de Klein est
solution d'une équation fonctionnelle dite « de Tutte », obtenue par l'opération de suppression du
brin pointé de la carte. Nous résolvons cette équation par des techniques mises au point dans le
cadre des cartes dessinées sur des surfaces orientables (par Arqués en 1987, Bender et Canfield en
1991) et appliquées par Bender et al. dans le cadre du plan projectif (1988, 1993). Nous donnons
le détail de la résolution pour l'obtention d'un système paramétrique donnant la série génératrice
des cartes dessinées sur la bouteille de Klein en fonction du nombre d'arêtes. Nous donnons de
plus ce système paramétrique dans le cas où Vénumération est réalisée en fonction des nombres
de sommets et de faces.

Abstract. - In this article, we present thefirst énumération ofrooted maps on the Klein bottle. The
series for the rooted maps drawn on the Klein bottle is the unique solution of the Tutte functional
équation, which is obtained by removing the rooted edge of the map. We solve this équation using
techniques usually usedfor maps on orientable surfaces (by Arqués in 1987, Bender and Canfield in
1991), and applied to the projective plane by Bender et al. (1988, 1993). Hère, we solve in details
the Tutte équation to obtain a parametric System giving the generating series for the rooted maps
on the Klein bottle, with respect to the number of edges. Moreover, we give this parametric System
when the énumération is done with respect to the number of vertices and faces.

1. INTRODUCTION

En regard des nombreux travaux sur les cartes sur les surfaces orientables,
le travail effectué sur les cartes sur les surfaces non orientables est moins
développé.

Les premières études commencent pourtant dès 1966 avec W. Brown, au
chapitre 2 de [10]. Mais il faut attendre 1988 pour voir apparaître la première
énumération explicite sur ce type de surface, avec E. Bender et al. Ils
énumèrent dans [6] le nombre de cartes pointées sur le plan projectif, en fonc-
tion du nombre d'arêtes. Dans un article encore plus récent [8], ils énumèrent
ces mêmes cartes, cette fois en leur nombre de sommets et de faces.

(*) Reçu en mars 1997.
(]) Institut Gaspard Monge, Université de Marne la Vallée, 2, rue de la Butte Verte, 93166
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3 8 6 D. ARQUÉS, J.-R BÉRAUD

L'énumération des cartes pointées sur le plan projectif reste le seul exemple
d'énumération explicite de cartes générales sur des surfaces non orientables.
Quelques travaux récents prouvent le regain d'intérêts pour de telles cartes
(cf [7, 9, 12]) en particulier concernant leurs propriétés asyrnptotiques, mais
il n'y a pas de nouvelles énumérations explicites à l'heure actuelle.

On se propose ici de trouver explicitement la série génératrice du nombre
de cartes pointées sur la bouteille de Klein, en fonction du nombre d'arêtes
de manière détaillée. Selon une approche classique développée par D. Arqués
pour les cartes sur le tore dans [3], et par E. Bender et al. dans [4, 5, 6, 8],
nous partirons de l'équation de Tutte, introduite pour la première fois
dans [14], que nous résoudrons par des méthodes analytiques. Nous donnons
également le résultat plus général de Fénumération de la série génératrice du
nombre de cartes pointées sur la bouteille de Klein, en fonction du nombre
de sommets et de faces.

2. DÉFINITIONS

Nous rappelons ici succinctement les quelques définitions nécessaires à
la compréhension de l'article. Se reporter à [2, 11., 13] pour des définitions
plus détaillées.

2.1. Rappels sur les surfaces

Les rappels sur les surfaces présentés ici, peuvent être trouvés par exemple
dans le livre de W. S. Massey [13].

On appelle dans la suite surface une variété compacte de dimension deux
(sans bord). Le théorème de classification nous dit que toute variété compacte
de dimension 2 orientable est homéomorphe à la sphère ou à une somme
connexe de tores, et que toute variété compacte de dimension 2 non orientable
est une somme connexe de plans projectifs, ce qui est homéomorphe à
la somme connexe d'une surface orientable avec le plan projectif ou la
bouteille de Klein (par somme connexe de deux surfaces S\ et 62> nous
entendons la surface notée Si #82 créée par identification des bords de
deux trous « circulaires » découpés dans chacune des deux surfaces ; la
bouteille de Klein est ainsi la somme connexe de deux plans projectifs).
Cette classification se traduit par un invariant numérique attaché à chaque
surface S (à homéomorphisme près), appelé caractéristique d'Euler x (S) et
égal à s + ƒ — a, où s est le nombre de sommets, a le nombre d'arêtes et ƒ
le nombre de faces d'une triangulation quelconque de 5. La caractéristique
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ÉISFUMÉRATION DES CARTES POINTÉES 387

d'Euler de la somme connexe Si#£2 de deux surfaces Si et S2 étant
donnée par la formule x (Si #£2) = X ($1) + X ($2) - 2, on déduit de la
classification des surfaces, et des caractéristiques d'Euler de la sphère (2),
du tore (0) et du plan projectif (î), celles des différents types de surfaces :

Surface

Surfaces orientables

Sphère
Somme connexe de n tores:

Surfaces non orientables

; Somme connexe de n plans projectif s
Exemple : Bouteille de Klein (somme connexe de

Une surface non orientable sera donc :
Soit une somme connexe d'un plan projectif et de
(2 n + 1 plans projectifs}
Soit une somme connexe d'une bouteille de Klein
(2 n + 2 plans projectifs)

2 plans projectifs)

n tores

et de n tores

Caractéristique
d'Euler

2
2-2 n

2-n
0

1-2 n

-2 n.

Ainsi, la caractéristique d'Euler d'une surface orientable est toujours paire,
tandis que pour une surface non orientable elle peut être paire (somme
connexe d'une bouteille de Klein et de n tores) ou impaire (somme connexe
d'un plan projectif et de n tores).

Usuellement, une surface qui est la somme connexe de n tores ou de n
plan projectifs est dite de genre n, sachant que la sphère est de genre 0. La
relation suivante décrit le lien entre le genre g et la caractéristique d'Euler x
d'une surface compacte :

g = ~ (2 — x) dans le cas orientable,

g — 2 — x dans le cas non orientable.

Notation

On note :

Tg la surface orientable de genre g (somme connexe de g tores) ;

Pg la surface non orientable de genre g (> 1) impair, (somme connexe
d'un plan projectif et de (g — l}/2 tores);

Bg la surface non orientable de genre g (> 2) pair (somme connexe d'une
bouteille de Klein et de (g — 2)/2 tores).

vol. 3Î, n° 4, 1997



388 D. ARQUÉS, J.-F. BÉRAUD

2.2. Carte

2.2.1. Carte topologique

• On appelle carte topologique C sur une surface E de R3 une partition
de S en trois ensembles finis de cellules :

i. L'ensemble des sommets de C qui est un ensemble fini de points;
ii. L'ensemble des arêtes de C qui est un ensemble fini d'arcs simples

ouverts de Jordan, deux à deux disjoints, dont les extrémités sont des
sommets ;

iii. L'ensemble des faces de C qui sont des domaines simplement connexes
dont la frontière, pour chaque face, est une réunion de sommets et
d'arêtes.

• Tout le vocabulaire lié à la surface E est étendu aux cartes : orientable,
non orientable, ainsi que le genre.

• Une carte orientable de genre 0, c'est-à-dire dessinée sur la sphère de
r R3, est dite planaire. Une carte non orientable de genre 1 (resp. 2) est

dessinée sur le plan projectif (resp. sur la bouteille de Klein).
• Deux cellules sont dites incidentes si l'une est dans la frontière de l'autre.
• Le degré d'un sommet est le nombre d'arêtes qui lui sont incidentes

(une boucle, arête dont les extrémités sont confondues, est comptée
pour deux dans le degré de son extrémité. Le degré d'une face est le
nombre d'arêtes qui lui sont incidentes, un isthme (arête incidente des
deux côtés à une seule face) étant compté deux fois.

Sur la figure La, une carte orientable de genre 0 est dessinée sur le plan.
Les degrés des sommets si, S2 et 53 sont respectivement 3, 4 et 1. L'arête
2 est un isthme, car elle est uniquement incidente à la face / i . L'arête 4
est aussi un isthme. Les degrés des faces ƒ1, ƒ2 et ƒ3 sont respectivement 4
(l'isthme 2 compte deux fois), 1 et 3 (l'isthme 4 compte deux fois).

Sur la figure l.b une carte non orientable de genre 1 est dessinée sur le plan
projectif. Le plan projectif est représenté par un disque dont tous les points

Si

2

S2<

—P

3

S3
l—4- '

Figure 1. - Exemple de carte (a) sur le plan, (6) sur le plan projectif, (c) sur la bouteille de Klein.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications



ÉNUMÉRATION DES CARTES POINTÉES 389

du bord sont identifiés deux à deux par une symétrie centrale. Les degrés des
sommets si, $2 et 53 sont respectivement 3, 4 et 1. Les arêtes 1, 2 et 4 sont
des isthmes. Les degrés des faces f\ et ƒ2 sont respectivement 5 (les isthmes
1 et 2 comptent deux fois chacun) et 3 (l'isthme 4 compte deux fois).

Sur la figure l.c une carte non orientable de genre 2 est dessinée sur la
bouteille de Klein. La bouteille de Klein est représentée par un pavé dont
une paire de côtés sont identifiés en sens opposé et une paire dans le même
sens. Les degrés des sommets s\, S2 et 53 sont respectivement 4, 3 et 1.
Les arêtes 1, 2, 3 et 4 sont des isthmes. Les degrés des faces f\ et ƒ2 sont
respectivement 9 (les isthmes 1, 2, 3 et 4 comptent deux fois chacun) et 1.

Dans la suite, nous utiliserons une représentation du plan projectif
couramment appelée crosscap, présentée aux figures 2.a et 2.b.

(a) (b)

Figure 2. - (a) Dessin en perspective d'une crosscap, coupée par un plan orthogonal à
Pauto-intersection ; (b) La carte de la figure l.b dessinée sur une crosscap stylisée
(l'auto-intersection est représentée par le segment horizontal).

2.2.2. Carte pointée

Toute arête a naturellement deux sens de parcours et deux sens de traversée
(ou côtés incidents). Il y a donc quatre possibilités de choisir pour une arête
a donnée, un sens de parcours p et un sens de traversée t. Une carte sera
dite pointée si un triplet (a, p, t) est choisi, constitué d'une arête a munie
d'un sens de parcours p et d'un sens de traversée t. Le sommet 5 (initial
de l'arête a pour le sens p choisi) et l'arête a sont dits pointés. La face ƒ
incidente à l'arête a du côté final du sens de traversée t est appelée face
pointée (ou face extérieure) associée au triplet (a, p, £). Lorsque parcourant

vol. 31, n° 4, 1997



390 D. ARQUÉS, J.-F. BÉRAUD

a dans le sens p9 on parcourt le bord de la face ƒ située du côté t, on définit
par continuité un nouveau triplet (a', pf, t') tel que a' succède (pour le sens
p) à l'arête a et {p', lf) succède naturellement à (p, t) dans le parcours
topologique orienté du bord de ƒ. On appellera parcours orienté d'une face
ƒ, une telle suite ainsi définie de triplets successifs (^, p%. U) bordant la
face donnée ƒ à partir d'un triplet initial (ai, pi, ti),

Soit r un entier naturel non nul. Une carte est dite r-pointée si une séquence
de r triplets dont toutes les faces associées sont différentes, est choisie.

Deux cartes r-pointées de même genre sont dites isomorphes s'il existe
un homéomorphisme de la surface associée appliquant les sommets, arêtes
et faces de la première carte respectivement sur ceux de la seconde, et
échangeant les r pointages dans l'ordre (c'est-à-dire échangeant dans les
deux cartes, les arêtes a?; munies de leurs deux sens de parcours et de
traversée pi et t^, pour i de 1 à r).

Une classe d'isomorphie dans l'ensemble des cartes pointées orientables
(resp. non orientables) de genre g sera encore appelée carte pointée orientable
(resp. non orientable) de genre g dans la suite. Ce sont ces classes d'iso-
morphie que l'on cherche à dénombrer dans la suite.

Remarques. - 1. On représente usuellement les sens de parcours p et de
traversée t d'une arête a par des flèches comme sur la figure 3.a. Une autre
représentation classique est celle de graphe « gras » ou « à bande » présenté

(a) (b)

Figure 3. — (a) Une représentation d'une carte pointée sur le plan projectif, le pointage étant
représenté par des flèches ; (b) Une représentation d'une carte pointée sur le plan projectif,
les arêtes étant représentées par des bandes. Le bord de bande indique le sens de parcours
pointé (le sens de traversée pointé est implicite).

Informatique théorique et Âpplications/Theoretïcal Informaties and Applications



ÉNUMÉRATION DES CARTES POINTÉES 391

dans la figure 3.b. Dans cette représentation, les arêtes sont représentées en
« gras » (dédoublées) le côté de l'arête grasse choisi indiquant le sens de
traversée vers la face qui lui est incidente.

2. Pour les cartes orientables, cette définition est en fait équivalente à
celle classiquement utilisée et que Ton trouve par exemple dans [2]. En
effet, il semblerait que la définition ci-dessus donne deux fois plus de façons
de définir une carte simplement pointée que dans la définition classique. Le
nombre de classes d'isomorphie de ces cartes n'est en fait pas changé car pour
une carte orientable, il y a deux façons de définir l'orientation positive de
la surface. Comme la définition d'isomorphisme précédente n'impose pas à
l'homéomorphisme de préserver l'orientation de la surface (à la différence de
la définition classiquement utilisée en orientable), les classes d'équivalence
de cartes pointées contiennent simplement « deux fois plus » d'éléments
dépendant de l'orientation choisie sur la surface orientable.

L'essentiel des résultats connus concerne l'énumération des cartes sur les
surfaces orientables (cf par exemple [1, 2, 3, 4]). Quelques résultats ont été
établis pour les cartes non orientables (cf. [6, 8]). Nous nous intéressons
dans cet article à rénumération de cartes pointées sur la bouteille de Klein.

2.3. Séries génératrices

Rappel

Si / (n i , . . . , n.fc) est le nombre d'objets appartenant à une certaine
famille, paramétrée par k paramètres associés aux variables xi,, . . , x^ alors
F (si,..., xk) = Eni)..,nfc>o / (nU—> n f c ) ^ 1 . . . ^ est la série génératrice
de cette famille.

Notations

• Tg (vi,..., vr, z) (resp. Pg (vy,..., vr, z), Bg (vu..., vr, z)) est la série
génératrice des cartes r-pointées sur Tg (resp. Pg, Bg). Pour tout entier k
compris entre 1 et r, le degré de la variable v^ est le degré de la À,-ième
face pointée. Le degré de la variable z est le nombre d'arêtes de la carte.
Tg (vi,..., vr, z) (resp. Pg (vi,..., vr, z), Bg (vi, .„, vr, z)) présente la
propriété d'être symétrique par rapport aux variables i?i,..., vr.

• Nous définissons à présent une notation abrégée utile à l'expression des
équations fonctionnelles définissant Tg (fi,..., vTj z), Pg (^i,..., vr> z)
et Bg(vi,...i vr, z).

vol. 31, ,n° 4, 1997
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Soit a un entier naturel non nul, f3 un entier naturel et <& une fonction de
(a + /3) variables. Si <3> est symétrique par rapport à ses a premières varia-
bles, alors pour toute permutation a sur l'ensemble {1,..., a}, les expressions
$ (Xi, . . . , XOL, Xa + 1, -.., Xa+p)^t $ (X^i), . . . , Xa ( a), Xa+l, . . . , Xa+/5) SOnt

égales. On note donc $ (X, £«+i, — , Za+p) une quelconque de ces
expressions, où X est l'ensemble {xi,..., x a } .

Exemple

La série formelle Tff (t?i,..., -yr, z) étant symétrique par rapport aux
variables {?;i,..., vr}, elle Test également par rapport aux variables
{v2j..., v r}- Ceci justifie la notation Tg (vi, VF, 2) utilisée dans les équations
du paragraphe suivant, si W est l'ensemble {^2,..., vr}. Nous laissons au
lecteur le soin de vérifier que les autres expressions du même type utilisées
dans la suite sont légitimées par la symétrie de la fonction considérée, par
rapport à certaines de ses variables.

3. ÉQUATIONS FONCTIONNELLES

Nous présentons ici l'ensemble des équations fonctionnelles pour les cartes
r-pointées de genre g orientables et non orientables. Nous aurons besoin de
chacune de ces équations (appliquées pour un genre précis) pour résoudre le
problème de rénumération des cartes pointées sur la bouteille de Klein. Ces
équations sont obtenues par la traduction en termes d'équations fonctionnelles
de la classique opération de suppression de l'arête pointée. La première
équation concerne les surfaces orientables, et peut être trouvée dans [1, 4].
La somme des trois équations est donnée dans [5], Nous présentons les trois
équations respectivement des surfaces orientables, des surfaces orientables
issues d'un plan projectif, des surfaces non orientables issues d'une bouteille
de Klein, avec un système de notation cohérent. Cette présentation permet
en particulier de voir comment l'opération de suppression de l'arête pointée
modifie selon les cas le genre de la carte et sa non orientabilité en orientabilité.

Introduisons quelques notations utiles à l'écriture de ces équations :
• g désigne un entier naturel et r un entier naturel non nul.
• W désigne l'ensemble vide si r = 1 et l'ensemble {v-2....., vr} si r > 1.
• Si X est une partie de W (on note X Ç W), alors la partie complé-

mentaire de X dans W est désignée par W - X.
• Enfin, on note <5aj> le symbole de Kronecker, égal à 1 si a et b sont

égaux et à 0 sinon.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications



ÉNUMÉRATION DES CARTES POINTÉES 393

Famille d'équations fonctionnelles pour les cartes r-pointées
orientables de genre g

La série génératrice Tg (vi> W, z) des cartes pointées sur le tore à g trous
(sur Tg) est la solution de l'équation fonctionnelle (1) :

Tg(vuW,z) = 6gfi6r,i+vlz Y, Tgi(vuX,z)Tg2(vuW-X,z)
XÇW

91+92=9

+ v\ z •
v\ — 1

Famille d'équations fonctionnelles pour les cartes r-pointées
non orientables de genre g impair

La série génératrice Pg (v\, W, z) des cartes pointées sur la surface Pg

(g impair et supérieur ou égal à 1) est la solution de l'équation fonction-
nelle (2) :

XÇW

~ dv\
v\ P

z
v\ -

r ^

}=2
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Famille d'équations fonctionnelles pour les cartes r-pointées
non orientables de genre g pair

La série génératrice Bg (v\y W, z) des cartes pointées sur la surface Bg

{g pair et supérieur ou égal à 2) est la solution de F équation fonction-
nelle (3) :

Bg (ui, W, z) =2 v\ z

xçw

XÇW

<7imod2=l

g.2xa.o&2=l

H- v\ z Bg-2 (vïy vj, W, z) + v\ z Tg^i (v\, v\, W\ z)

— I

y vi vj ~—

Vj - VI

Preuve suceinte

Ces équations sont obtenues en utilisant l'opération topologique de
suppression de F arête pointée. Afin de comprendre l'origine des termes
les constituant, nous rappelons succinctement leur obtention en illustrant la
démonstration par des figures afin d'aider l'intuition du lecteur dans le cas
plus complexe des surfaces non orientables.

Notons (a, p, t) le premier triplet pointé d'une carte C. En raisonnant
comme dans [4], nous pouvons distinguer quatre cas :

Informatique théoriqpe. et Applieations/Theoretica] Informaties and Applications1



ËNUMÉRATION DES CARTES POINTÉES 395

1... L'arête pointée a du triplet est un isthme et
a) sa suppression déconnecte la carte G en deux sous-cartes, ou
b) sa suppression ne déconnecte pas la carte G.

2. L'arête pointée a n'est pas un isthme et
a) la face incidente du côté (- f) à F arête a n' est pas une face pointée, ou
b) la face incidente du côté (-i) à l'arête a est une autre face pointée.

1, Dans le cas où a est un isthme, il existe une courbe simple fermée 7i\
entièrement contenue dans la face extérieure (sauf pour le point de a ou
w traverse a), et telle que le parcours sur TF nous fasse passer d'un côté à
l'autre de a. Coupons la surface le long de TT et bouchons le ou les trous
ainsi créés en recollant un ou des disques (voir également [51).

Cas La) La suppression de l'isthme pointé a déconnecte la carte C en
deux sous-cartes.

Après avoir rempli les trous créés par la coupure, on obtient deux surfaces.
Soient C\ et C% les deux cartes correspondantes sur ces deux surfaces, issues
de C par suppression de a. On les pointe respectivement en distinguant
les arêtes ai et a2 immédiatement avant et après l'arête pointée a dans
le parcours de la face extérieure induit par le sens de parcours p de
a {cf. § 2.2). On munit ai et a^ d'un sens de parcours et de traversée
compatibles avec la face extérieure de la carte globale. Ceci correspond aux
premières sommations des équations (1), (2) et (3).

Figure 4. - Surface non orientable de genre 5. La coupure selon it
déconnecte la surface en une surface non orientable de genre 3 et un tore.

Cas 1 .b) La suppression de l} isthme pointé a ne déconnecte pas la carte G.

Das ce cas, le résultat de la coupure est une seule surface, et la coupure
produit soit un, soit deux trous dans cette surface.

• S'il y a deux trous, la courbe simple fermée % coupe une anse de la
surface. Dans le cas orientable, en bouchant les deux trous on obtient une
carte G1 sur une surface de genre g — 1 orientable. Dans le cas non orientable,
soit la coupure fait disparaître la bouteille de Klein, auquel cas on se retrouve
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396 D. ARQUÉS, J.-F. BÉRAUD

sur une surface orientable de genre (g — 2)/2, soit elle fait disparaître un
simple tore, auquel cas on se retrouve sur une surface non orientable de
genre g — 2. Ce cas apparaît après les sommations dans les équations (1),
(2) et (3). Il traduit l'apparition d'une carte où deux faces distinctes sont
pointées (d'où les deux variables vi) respectivement en distinguant les arêtes
ai et a2 immédiatement avant et après l'arête pointée a dans le parcours
de la face extérieure induit par le sens de parcours p de a. On munit ai et
Ü2 d'un sens de parcours et de traversée compatibles avec la face extérieure
de la carte globale.

Figure 5. - Surface orientable de genre 2. La coupure selon -K supprime une anse
de la surface qui devient orientable de genre 1.

• Si par contre un seul trou est créé par la suppression, cela signifie que
la courbe simple fermée ?r coupe une bande de Möbius. Ce cas n'apparaît
donc que pour les surfaces non orientables.

Quand le trou est bouché par un disque, la nouvelle surface possède un plan
projectif en moins. Autrement dit, si la surface initiale est dérivée du plan
projectif (Pg), la surface obtenue est orientable et de genre (g — l)/2, et si la
surface initiale est dérivée de la bouteille de Klein (Bg)9 la surface obtenue
est non orientable, de genre g — 1. Si la nouvelle face pointée est de degré r,
il y a (r + 1) possibilités pour rattacher l'arête a; la contribution de ce cas
correspond aux premiers termes du type "v\ zd/dv\ [v\ X% (t/i, W, z)]" avec
dérivées partielles des équations (2) et (3).

Une autre façon de justifier la forme de ce terme est de pointer, dans la
nouvelle carte Cf obtenue par suppression du triplet pointé (a, p, t) de C,
les deux éléments suivants :
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Figure 6. - Surface non orientable de genre 4. La coupure selon n
supprime la bouteille de Klein de la surface qui devient orientable de genre 1.

1. le dernier triplet (ai, pi, £i) (avec a\ / a) précédent (a, p, t) dans le
parcours orienté de la face extérieure de C ;

2. le triplet (a2, P2, h) suivant immédiatement (a, p, t) dans le parcours
orienté de la face extérieure de C si a2 / a (sinon, on ne définit pas
de second triplet pointé).

On obtient ainsi une carte dont la face extérieure est doublement pointée
sauf si le triplet pointé (a, p, t) de C est constitué d'une arête isthme a
qui est une boucle et telle que le triplet suivant (a', p', t1) dans le parcours
orienté de la face extérieure de C à partir de (a, p, t) soit (a. p, —t), avec
—t sens de traversée opposée à t. Ce cas correspond à une disposition
parfaitement définie de la boucle (a, p, t) (voir fig. 8).

La série génératrice des cartes dont la face extérieure est doublement
pointée est v\ z.v\.d/dv\ [Xi (v\, W, z)}. Celle des cartes simplement
pointées est v\ zXi (v\, W, z), le terme v\ z correspondant à l'arête isthme
à rajouter. La somme de ces deux séries génératrices donne bien le terme
annoncé.

2. Les cas 2.a et 2.b sont totalement analogues aux termes obtenus dans le
cas des cartes orientables. La non orientabilité ne changeant rien dans cette
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Figure 7. - Surface non orientable de genre 3. La coupure selon -K
supprime une auto-intersection de la surface qui devient orientable de genre 1.

Figure 8. - Surface non orientable de genre 2. La coupure selon ir
supprime une auto-intersection de la surface qui devient le plan projectif.

situation purement locale où l'on se contente de supprimer l'arête pointée
de la carte :

Cas 2.a) Dans ce cas la suppression de Farête pointée donne une carte sur
le même type de surface, qui se traduit par le terme quotient, avant dernier
terme de équations (1), (2) et (3).

Cas 2.b) Dans ce cas la suppression de l'arête pointée donne une carte sur
le même type de surface, qui se traduit par le terme dérivé d'un quotient,
dernier terme des équations (1), (2) et (3).
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4. ÉNUMÉRATION DES CARTES POINTÉES SUR LA BOUTEILLE DE KLEIN

Le premier théorème donne le système paramétrique permettant
rénumération des cartes pointées sur la bouteille de Klein en fonction
du nombre d'arêtes.

THÉORÈME 1: La série génératrice B2 (1, z) énumérant les cartes pointées
sur la bouteille de Klein en fonction du nombre d'arêtes est solution du
système paramétrique :

Dans la suite, la méthode utilisée pour la résolution de l'équation satisfaite
par la série génératrice des cartes pointées dessinées sur la bouteille de
Klein est analogue à celle du cas orientable (cf. [1, 3, 4, 6]), et utilise les
trois types d'équations précédemment donnés pour les cartes orientables et
non orientables.

De l'équation (2) pour les cartes pointées sur les surfaces non orientables,
on extrait l'équation sur la bouteille de Klein en posant g~2etW — 0:

B2 (v, z) = v2 z {2B2 (v, z) TQ (V, Z) + Px (v, z)2}

+ v2 zT0 (v, v, z) + v2 zPiX2 (v, z)

vB2{vZ)B2(l,z)
+ vz

v - 1

où Pi,1,2 (^, z) — ^ [v P\ {v, z)], en notant Pff,i,g la série génératrice des
cartes sur la surface Pg, où une face est pointée par un nombre maximal
q de triplets.

4.1. Expression de B% (1, z) en fonction des séries génératrices de cartes
de genres inférieurs

Isolons B2 (v, z) dans (4) et multiplions par (1 — v). On obtient :

B2 (v, z) A {v, z) - vz B2 (1, z) + (1 - v) v2 z P1X2 {v, z) (5)

+ (1 - v) v2zT0 (vy v, z) + (1 - v) v2 zPi (v, z)2
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OÙ

A (v, z) = 1 - v + v2 z - 2 (1 - v) v2 z To (V, Z) (6)

On note V = V (z) la série formelle définie par :

V = l-VzT0(V,z) ( 7 )

qui est Tunique solution de l'équation suivante (cf. [2] où une preuve simple,
fondée sur une autre équation pour TQ issue d'une autre décomposition, rend
triviale la vérification) :

A(V7z) = 0 (8)

En isolant B2 (1, z) dans (5), puis en évaluant l'expression en V, on
obtient l'équation qui va permettre de déterminer B2 (1, z) :

B2 (1, z) = V(V-l) {Pi (V, ^)2 + PM,2 (F, *) + To (V, F, z)} (9)

Pour simplifier l'écriture de (9) et des calculs suivants, on note dans la
suite X [k] — [ ^ r ] | u = y pour toute série formelle X.

Par définition de Pi3i;2 (V, z), avec cette notation nous avons :

PiX2 {V, z) - P1 [0] + VP1 [1] (10)

De (9), on en déduit l'équation donnant B2 (1, 2) en fonction des dérivées
de séries génératrices de cartes dessinées sur le plan projectif et le tore :

B2 (1, z) = V(V-l) {Pi [0]2 + Pi [0] + VPi [1] + To (V, V, z)} (11)

Pour obtenir B2 (1, z), il nous reste donc à calculer les dérivées successives
Pi [0], Pi [1] de Pi (cf. § 4.2) et To (F, V, z) (cf. § 4.3).

4.2. Dérivées successives de Pi

De l'équation générale de Tutte (2) sur les surfaces non orientables, on
extrait l'équation sur le plan projectif en posant g = 1 :

Pi (u, z) - 2v2zP1 (v, z)T0 (v, z)

vz — 1
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Afin de déterminer Pi [1] en fonction des dérivées successives de TQ et
de A, on isole P\ (v, z) dans (12) pour obtenir l'équation (13) que l'on
dérivera deux fois par rapport à v :

Pi (Vi z) A (v, z) = vz Pi (1, z) + (1 - v) v2 z rO)1,2 K z) (13)

Pour obtenir Pi [0], dérivons l'expression (13) une première fois par
rapport à v, puis évaluons la en v — V. Puisque A [0] — A (V (z), z) = 0,
on déduit :

= Pi(V,z)A[l]

+ V2(l-V)z{ ^(VTQ(V,Z))]

\v=V

= zPi (1, z) + (2 - 3 y) V z (TQ [0] + VTo [1])
+ y2 (1 - V) z (2 To [1] + yTo [2])

= z {Pa (1, z) + V (2 - 3 V) To [0] + y2 (4 - 5V) To [1]
+ y 3 ( i -y )To[2]}

On en déduit :

= \ + V2 (4 - 5 V) Tü [1] + ^ 3 (1 ~ V) Tp [2]} ƒ
1 A [1]

Pour obtenir P\ [1], dérivons une seconde fois l'expression (13) par rapport
à v, et évaluons le résultat en y :

Pi [1] A [1] + Px [0] A [2]

= z {2 Pi (1, ^) + (2 - 3 y ) TQ [0] + 2 F (5 - 9 V) TQ [1]

+ V2 (7 - 9 V) TQ [2] + y 3 (1 - y) To [3]} (15)
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On en déduit l'expression de Pi [1] :

(z{2P1 (1, z) + (2 - '3V)TQ. [01 + 2V (5 - 9V)TQ [1] )

\ + v2 (7 - g y) n m + v3(i- v) TQ \m - Pi [Q] ̂  [2] J
P l W "• A [1]

(16)

4.3. Calcul de TQ (V, F, z) en fonction des dérivées successives de TQ

De l'équation générale (1), on déduit l'équation fonctionnelle dont la
série génératrice du nombre de cartes planaires 2-pointées 2&:(ui, v-2, z) est
solution :

UZ)

TQ {vii V2; z) - TQ ( 1 , ̂ 2 , l )

Vl — 1

O' f ^ l T 0 (Ul, 2ï) - Ü2Ï0 (^2, - , , , f ~
• VI V2 Z T p - U2 (17)

On constate sur cette expression, la nécessité de connaître TQ(1 , F, 0)
pour déterminer TQ (F, F, z).

4.3.1. Cafcw/ de TQ (1, Fr ̂ )

La methode est la même que précédemment. Dans (17), on isole
ïb(t>i, t>2, ̂ ) que l'on multiplie par (1 — vi): et l'on exprime également
la dérivée du troisième terme du second membre :

A (v%r z) TQ-(.V'i, V2-) z) == V'i zTQ'(lr V2) z)

, V1TQ(V1,Z)-V2TQ(V2,Z)
+ vi v2 (1 — vi) z L -

V\ — V2
v\ v\• ( 1 — v\ )

(18)

Substituons alors V à vi et 2̂ (te coefficient A (F,, z) de TQ (F, F, z)
dans le premier membre s'annule). On obtient en utilisant un développement
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de Taylor de VTQ(V, z) en v2 et en utilisant les notations introduites
précédemment :

To (liV,z) = V (V - 1) f To [0] + 2 VTo [1] + -^ To M ) (19>

43.2. Ca/cw/ de To (K, F, z)

En reprenant le développement de Taylor des termes du second membre
de l'équation (18) au voisinage de v2, et en dérivant par rapport à vi, on
obtient :

A {vit z) dTo^vij v2, z)
1 — Vl OV\

(A rr , , 1O 2 dTo(vuz) 2vi v\z \
•= : 4 vi z To (vu z) + 2vf z ^ + - 7 ^-r^

\ dvi vi - 1 {vi - 1)V

X To{viiV2, z) + ~ ^—2 T 0 ( l , T72, z)

d ' T ( M ^ 2 Ö2

V2 1Q {V2j Z)\ + V2Z — 2 {V2 1Q (V2,

où L est une série formelle en z, à coefficients dans l'anneau des polynômes

En substituant V à v\ et w2, les coefficients de L et de
s'annulent d'où :

[1] + y^j - ^ ^ 2 ) %<V, V, z)

(v-iy y

+ V2z(2 To [1] + VTo [2]) + ^ (3To [2] + VT0 [3]) (21)
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En utilisant l'équation (19) donnant TQ (1, V} z), on déduit l'expression
de To (V, V, z) en fonction des dérivées successives de TQ :

i + 3 V (3 F - 2) To [2] + V2 (V - 1) To [3]} j
To (V, V, z) = - ^ - J—^ \ l-^L (22)7 6 { 4 ( F l ) 2 r [ O ] + 2 F ( F l ) 2 T [ l ] + F 2 }

II reste maintenant à calculer les expressions de A [0], A [1], A [2] (cf. §4.4),
To [0], To [1], T0 [2] et To [3] (cf. §4.5).

4.4. Dérivées successives de 4̂

Pour calculer les A [k] pour k > 0, partons de l'expression (c/ (6)) de
A et de l'équation de Tutte pour les cartes planaires, obtenue à partir
de l'expression générale pour les cartes pointées orientables (1), en posant

0

(v, zf + vz
v — 1

On déduit de la définition de la série formelle A (6) et de l'équation (23)
l'égalité suivante :

A(v,z)2 = C(v, z) (24)

où

C(v, z) = (l - v + v2 z)2 -4v2 z (v - l ) 2 + 4v3' z2 ( u - l ) T 0 (1, z) (25)

En dérivant (24) plusieurs fois successivement par rapport à v, on déduit :

C[4]-C[3]2/(3C7[2])
( 2 6 )

On dérive plusieurs fois successivement par rapport à v, l'expression de C
donnée par l'équation (25). On l'évalue en v = V, puis on utilise l'expression
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de To (1, z) en fonction de V {cf. [2]) : To (1, z) = (
f
4

3_3
2^I • Finalement

on obtient :
(3-2 V )2

C[2] =

C[3] =

C[A} =

2 (5 F - 6) {V - 2)

60 (F - 1) (V - 2)

24 (V - 1 ) (5 y - 9 )

(27)

À l'aide de (26) et (27), on peut donc exprimer A [k] en fonction de V.

4.5. Dérivées successives de TQ

L'équation (8) s'écrit explicitement :

A[0] = A(V(z),z) = 1 - V + V2 z - 2(1 - V)V2 zT0{0] = 0 (28)

On déduit de (28) l'expression de TQ [0] en fonction de V et de z :

TQ [0] =
1 - V + V2 z
2(l-V)V2z

(29)

Pour obtenir les expressions de TQ [k] pour k > 0, il faut dériver
successivement l'équation (6) par rapport à v, puis l'évaluer en V. On
obtient alors :

A[l] = - 1 + 2Vz - 2(2 - 3V)V zT0[0]

-2(l-V)V2zT0[l}

A [2] = 2 z - 2 ( 2 - 6 F ) z T 0 [ 0 ]

- 4 (2 - 3 V) V z TQ [1] - 2 (1 - V) V2 z To [2]

A [3] = 12 x TQ [0] - 6 (2 - 6 V) z TQ [1] - 6 (2 - 3 V) V z TQ [2]

-2(l-V)V2zT0[3]

(30)
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II reste à isoler TQ, [k] :

T o [i] =
 1 + 2 ^ -2(2-3V)VzT0[0}-

2b[2] =

2(l-V)V2z
2 z - 2 (2 - 6 F ) z Tp [0] - 4 (2 - 3 7 ) VzTp [1] - A [2]

2(1- V) V2 z
„ m _ 12 z n [0] - 6 (2 - 6 V) z T0 [1] - 6 ( 2 - 3 V) V z To [2] - A [3]
T° m - 2(l-V)V*z

(31)
On peut donc exprimer TQ [k] en fonction de V et de z.

4.6. Énumération

À partir de la formule (9), il ne reste plus qu'à « rassembler les morceaux ».
On obtient ainsi le nombre de cartes pointées sur la bouteille de Klein en
fonction de la série formelle V :

2F{6F 2 - 17V + 12+(2V -3)y/(5V-6)(V -2)}

(32)

En sachant que l'expression de z en fonction de la série formelle V,
obtenue au cours de la résolution du cas planaire (cf. [2]) est :

En posant V = 1/(1 - p) et avec l'expression (33), on peut exprimer z
en fonction de la série formelle p :

z=p(l-3p) (34)

ce qui nous permet d'obtenir le nombre de cartes pointées sur la bouteille
de Klein en fonction de la série formelle p :

(I-6î,)2(l-2p)
( 3 5 )

On déduit de ce système paramétrique la table d'énumération des cartes
pointées sur la bouteille de Klein en fonction du nombre d'arêtes :
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z

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

B2 (1, z)

0

4

84

1340

19280

263284

3486224

: 45247084

579150012

: 7338291224

z

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

B2 (1, Z)

92272957568

1153361204996.

14348020042512

177803262186064

2196338193610064

27057921450352204

332583930387073712

4079999052767236876

49967134038473916656

611036991553770691720

4.7. Généralisation

On peut généraliser le théorème 1 à rénumération des cartes pointées sur
la bouteille de Klein en fonction du nombre de sommets et de faces de la
carte. Il faut partir des généralisations de l'équation de Tutte en fonction
du nombre de sommets et de faces, puis les calculs sont semblables aux
précédents, quoique plus complexes. Nous donnons au théorème 2 le résultat
de ces calculs, en fonction des variables paramétriques p et q, déjà utilisées
dans [3, 8], B9{v, s, ƒ) étant la série génératrice des cartes pointées sur
Bgr le degré de la variable v donnant le degré de la face pointée, le degré
de la variable s (resp. ƒ) étant le nombre de sommets (resp. faces) moins
1 de la carte.

THÉORÈME 2: La série génératrice sfB% (1, s, ƒ). des cartes pointées sur
la bouteille de Klein énumêrées en fonction des nombres de sommets et de
faces est solution du système paramétrique :

f = q(l-2p-q)

sfB2 (1, s, ƒ)

= 2 - 9 (p + q) + 12 (p2 + q2) - 4 (p3 + g3) + 28pg - 20 (p2 q + pq2)

(36)

(2 - 5 (q + p)• + Spq + 2 (q2 + p2)) y/(l - 2p - 2 q)2 - 4pq
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On déduit de ce système paramétrique la table d'énumération des cartes
pointées sur la bouteille de Klein en fonction du nombre de sommets et
de faces :

s

1

1

1

1

1

1

2

2

2

2

2

2

3

3

3

3
3

3

ƒ

1

2

3

4

5

6

1

2

3

4

5

6

1

2

3

4

5

6

B2 (1, 5, ƒ)

4

42

304

1870

10488

55412

42

732

7770

65010

471450

3105648

304

7770

112288

1216250

11011008

88099908

s

4

4

4

4

4

4

5

5

5

L/
1

L/
i

5

6

6

6

6

6

6

ƒ
1

2

3

4

L/
l

6

1

2

3

4

5

6

1

2

3

4

5

6

£2 (1, s, ƒ)

1870

65010

1216250

16452236

181005984

1722733530

10488

471450

11011008

181005984

2369291544

26373780972

55412

3105648

88099908

1722733530

26373780972

338598540480

5. CONCLUSION

Dans cet article, nous avons énuméré les cartes pointées sur la bouteille
de Klein. Cette étude devrait se généraliser aux genres supérieurs (comme
dans [1] pour les cartes sur les surfaces orientables), car les calculs présentés
sont automatisables, malgré une complexité qui augmente extrêmement
rapidement et des équations légèrement plus complexes que dans le cas
orientable. Ce travail est actuellement. en cours.

Dans un autre article, en préparation, nous nous efforçons de mieux
comprendre la structure interne topologique des cartes non orientables, en
particulier sur le plan projectif et sur la bouteille de Klein. Pour ce faire,
nous utilisons une opération topologique plus complexe, généralisant celle
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de contraction de la face extérieure en un sommet utilisée pour le genre 0
dans [2].
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