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UNE PROCÉDURE DE DÉCISION
POUR UN PROBLÈME DE SATISFIABILITÉ

DANS UN UNIVERS ENSEMBLISTE HÉRÉDITAIREMENT FINI (*)

par M. HIBTI (ls 2) , B. LEGEARD (*) et H. LOMBARDI (2)

Résumé —Nous traitons, dans cet article, du problème de satisfiabdité d'un système de contraintes
ensemblistes, dans un univers d'ensembles héréditairement finis
Ce problème est central dans l'intégration des ensembles dans les langages de programmation, en
particulier, en programmation en logique avec contraintes Nous proposons une approche fondée
sur la réduction des systèmes de contraintes ensemblistes en un système équisatisfiable d'équations
et d'inéquations linéaires en entiers La complexité de cette réduction est en Ö (ft-3)

Mots clés Ensembles héréditairement finis, problèmes MV-complets, systèmes d'équations et
inéquations linéaires en entiers, programmation en logique avec contraintes

Abstract - In this paper, we deal with the satisfiability problem for Systems of constraints over
hereditarily finite sets This problem is central for integrating sets in programming languages, and
particularly for constraint logic programming languages The approach we propose hère is based
on reducing Systems of set constraints into Systems ofhnear integer equalities and inequahties (with
bounded domain) The complexity of the réduction is on Ö (n3 )

Keywords Hereditarily finite sets, MV-complete problems, integer linear programming,
constraint logic programming

Classification AMS 68Q15, 68N17, O3C15

1. INTRODUCTION

L'automatisation de la démonstration en théorie des ensembles constitue,
depuis longtemps, un thème attractif de recherche (cf. [5], [29], [6]). Mais la
théorie axiomatique des ensembles usuelle offre des obstacles à la mesure de
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son immense pouvoir d'expression. Le théorème d'incomplétude de Gödel
interdit naturellement toute procédure de décision concernant le problème
général de la prouvabilité d'une formule close arbitraire. Plus précisément,
des classes très simples de formules ensemblistes sont indécidables (voir
par exemple [28]). De manière générale, des formules ensemblistes peuvent
couramment dénoter des ensembles infinis très complexes (par exemple
des parties de N récursivement énumérables non récursives, ou même non
récursivement énumérables).

Nous nous intéressons ici à un cadre ensembliste restreint, en référence à
un univers simple et bien défini, noté TïTSA, qui est formé d'ensembles
héréditairement finis. Même dans ce cadre, le problème de satisfiabilité
est toujours « difficile ». Par exemple, le problème de satisfiabilité des
propositions écrites dans le langage qui consiste en G, V et A comme
uniques symboles (autres que les variables) est A/^P-complet [14]. Dans
cet article, nous étudions le problème de satisfiabilité pour des systèmes
de formules ensemblistes élémentaires (en particulier sans quantificateurs).
Nous montrons que le problème est .A/P-complet, nous établissons des bornes
explicites sur la taille d'un modèle minimal pour un tel système, et enfin
nous proposons une méthode pour transformer le problème de satisfiabilité
ensembliste en un problème équivalent de programmation linéaire en entiers.

Dans le cadre du projet CLPS, nous avons étudié deux méthodes
complémentaires pour la satisfaction de contraintes ensemblistes. La première
méthode, présentée dans [3], consiste en une mise en œuvre incrémentale
d'un test de consistance partielle assurant une consistance d'arc (cf. [24, 25]).
La deuxième méthode, que nous présentons dans cet article, permet
d'effectuer le test de satisfiabilité, quel que soit le système de contraintes
ensemblistes considéré, que les variables soient ou non contraintes à être
des éléments d'ensembles finis donnés a priori. Cette méthode consiste
en une réduction du système de contraintes ensemblistes en un système
équisatisfiable d'équations et d'inéquations linéaires en entiers. L'idée
principale est de modéliser l'égalité et l'appartenance par des variables
entières booléenes traduisant leur signification. Ensuite, il s'agit de traduire
les différentes contraintes avec le maximum d'informations possibles. La
signification de ces traductions et leur compatibilité seront assurées par des
formules structurelles qui décrivent les propriétés de l'univers d'interprétation
et donc assurent la complétude et la correction des traductions.

Les systèmes linéaires obtenus sont ensuite résolus, à l'aide d'un solveur
sur les entiers. Le système de contraintes ensemblistes est déclaré insatisfiable
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UNE PROCÉDURE DE DÉCISION POUR UN PROBLÈME DE SATISFIABILITÉ 207

si le système linéaire correspondant est inconsistant. Autrement, les solutions
sont produites sous forme de contraintes explicitées représentant les solutions
entières du système linéaire en entiers.

Cette approche est générale, et peut s'appliquer à n'importe quel système de
contraintes ensemblistes établies dans des théories similaires avec ensembles
héréditairement finis. La complexité de la réduction est majorée par Ö (n3)
où n est le nombre d'objets apparaissant dans les formules du système
ensembliste de départ.

Notons pour terminer que notre approche réduit un problème J\fV-
complet (cf. [21], [30], [8]) en un problème également AAP-complet : la
programmation linéaire en entiers. Mais ce dernier problème est un problème
classique pour lequel il existe plusieurs solveurs pratiques, souvent bien
adaptés aux systèmes générés par notre réduction [35], dans lesquels toutes
les inconnues sont bornées a priori. C'est ce qui à notre avis donne un réel
intérêt pratique à notre travail.

Ce papier est organisé comme suit. Dans la section 2, nous allons
présenter notre langage. Nous donnons aussi quelques résultats concernant
l'interprétation des formules dans l'univers HTS A. Dans la section 3, nous
présentons la réduction du problème de satisfiabilité pour les formules
ensemblistes au problème de programmation linéaire en entiers. La section 4
sera consacrée à l'expérimentation de l'approche à l'aide de quelques
exemples. Dans la section 5, nous présentons l'intégration de notre réduction
dans une approche CLP. Et finalement, la section 6 sera consacrée aux
conclusions et à la présentation de travaux connexes.

2. L'UNIVERS DES ENSEMBLES HÉRÉDITAIREMENT FINIS ET UN LANGAGE
ADAPTÉ

Dans ce travail, nous nous plaçons dans le cadre d'un univers d'ensembles
héréditairement finis, construits sur une collection dénombrable d'atomes.

On considère une famille dénombrable {a%)ieI d'atomes (le mot atome
doit être pris dans le sens « objet qui n'est pas un ensemble », autrement dit,
« objet ne contenant aucun élément, mais différent toutefois de l'ensemble
vide ». En anglais, un atome est souvent appelé urelement). L'univers HTS A
des ensembles héréditairement finis, construits sur la famille (at)iej9 est
défini de la manière suivante :

HTSA= (J HTSA(n)
n>0
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2 0 8 M. HIBTI, B. LEGEARD, H. LOMBARDI

où HTS (n) est défini récursivement par :

W.FS (0) = {ar, i € 1} u {0}

et

HTS (n) = HTS (n - 1) U Pf (HTS (n - 1))

où Pf (X) dénote la classe de toutes les parties finies de X.

Deux objets de l'univers HTS A, qui ne sont pas des atomes, sont égaux,
si et seulement si ils contiennent les mêmes éléments. Chaque objet x a une
profondeur n bien définie qui est le plus petit entier n tel que x G HTS (n).

Exemple : L'ensemble {{a, {6}}, c} est de profondeur 3.

Notez que l'ensemble vide est inévitable, par exemple comme intersection
de deux singletons distincts, mais il a un statut d'ensemble, radicalement
différent de celui des atomes.

Par abus de langage, nous appellerons parfois ensemble n'importe quel
objet de HTSA,

2.1. Le langage et les interprétations admissibles

Tout au long de cet article, nous considérerons le langage du premier ordre
AiVCS (Minimal Provisional Language for Sets) introduit dans [15].

L'alphabet consiste en :

• un ensemble dénombrable de constantes a, 6, c,... interprétées comme
des atomes deux à deux distincts de HTS A, et la constante 0 interprétée
par l'ensemble vide,

• un ensemble de variables rr, yy z,... représentant a priori des ensembles
et occasionnellement des atomes,

• les symboles fonctionnels: U (union), n (intersection), \ (différence
ensembliste), et les constructeurs d'ensembles {.,...,.} (il y a un constructeur
de ce type pour chaque arité),

• les symboles de relation: = (égalité), e (appartenance) et c (inclusion),

• les connecteurs logiques usuels: => (implication), <&• (équivalence), A
(conjonction), V (disjonction) et -i (négation).

Les termes ensemblistes dans le langage MVCS sont les variables et les
expressions ayant l'une des formes suivantes :

• le terme 0,

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications



UNE PROCÉDURE DE DÉCISION POUR UN PROBLÈME DE SATISFIABILITÉ 209

• {ii,..., tn) où les t% sont des atomes, des termes ensemblistes ou des
variables,

• t U t', t n i' et t\tf où t et £' sont des termes ensemblistes.

Les littéraux de MVCS sont toutes les relations atomiques construites
sur les termes ensemblistes et les atomes, en utilisant les symboles de
relation —, / , E, 0» C et <(_. Les termes dans MVCS sont des variables,
des constantes ou des termes ensemblistes. Finalement, les formules de
M.VÙS sont toutes les expressions construites sur les littéraux de MVLS
en utilisant les connecteurs logiques. On peut se passer de la négation
sous la forme -K/? dans la mesure où on a introduit les trois prédicats ^ ,
^ et (fi. Les quantificateurs ne sont pas autorisés dans le langage, mais
les variables apparaissant dans les formules sont implicitement quantifiées
existentiellement lorsqu'on examine le problème de la satisfiabilité.

La présence des atomes parmi les termes du langage conduit - puisqu'on
adopte l'univers HTSA comme domaine d'interprétation - à certaines
restrictions dans l'utilisation des symboles fonctionnels et des symboles de
relations dans les expressions ensemblistes. Par exemple, nous souhaiterions
interdire les non-sens du style a U {6} lorsque a et b sont des atomes. Plutôt
que d'introduire des restrictions syntaxiques qui nous semblent difficiles à
bien gérer, nous préférons introduire une restriction sur les interprétations
des formules. Pour interpréter une formule de MVCS, il faut assigner un
objet de HTS A à chacune des variables présentes dans la formule. Si nous
interprétons la formule b E yU{b} en assignant un atome à la variable y, nous
obtenons un non-sens. Aussi, au lieu de considérer cette interprétation comme
donnant la valeur Vrai ou la valeur Faux, également problématiques, nous
préférons ne pas la prendre en compte. Nous définissons, en conséquence,
la notion d'interprétation admissible.

DÉFINITION 2.1: Une interprétation d'une formule <p est dite admissible, si
la condition suivante est vérifiée : lorsqu'une variable z figure dans <p dans
l'une des situations suivantes,

z U t, t U z, t n z, z n t, t\z, z\t, t C z, z Ct, t <{_ z, z <jtt, t E zett g z,

l'objet de HïFSA assigné à z n'est pas un atome.

Lorsqu'une interprétation d'une formule de MVCS est admissible, la
formule prend la valeur Vrai ou Faux en considérant la signification
usuelle dans HTS A des symboles fonctionnels et des symboles de relation
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de MVCS. Une formule de MVCS est satisfiable si elle possède une
interprétation admissible dans HTS A qui lui attribue la valeur Vrai.

Une formule plate est une formule dont tous les littéraux sont plats.
Un littéral est plat s'il a l'une des formes suivantes (où rr, y, z et les x%

désignent des variables ou des constantes) :

x e y x = y x C y

x g y x / y x <f_ y

x = y H z x — yUz x = y\z

y = {#!,»•

Une formule conjonctive plate de MVCS est une conjonction de littéraux
plats. Elle peut être vue comme un système de contraintes pour des objets
de HTS A.

Par MVCS-S AI nous notons le problème de satisfiabilité des formules
conjonctives plates de MVCS dans l'univers HT S A (seules sont
considérées les interprétations admissibles).

Il est possible de transformer toute formule d'un langage du premier
ordre en une formule plate équivalente en un temps presque linéaire, plus
précisément en Ö (n\og(n)) (voir [6]).

Nous nous intéressons maintenant au problème de satisfiabilité des
formules conjonctives plates.

2.2. Formules conjonctives plates satisfiables dans HTS A

Une interprétation d'une formule de MVCS est une application qui
transforme les variables de la formule en des objets de HTS A (les atomes
du langage étant interprétés comme des atomes de même nom dans HTS A
et 0 est interprété par l'ensemble vide). Une interprétation admissible M est
appelée un modèle pour une formule conjonctive plate (p si les littéraux de
cette dernière sont interprétés vrais via M.

Dans cette section, nous discutons certaines propriétés caractérisant les
modèles dans HTS A. Nous rappelons tout d'abord la représentation dite du
modèle-graphe [27]. Cette technique consiste en la description d'une famille
finie d'objets de HT S A à travers un graphe acy clique orienté. Les feuilles
du graphe sont interprétées comme des atomes ou comme l'ensemble vide.
Les flèches symbolisent la relation d'appartenance. Un nœud qui n'est pas
une feuille représente un objet de HTS A de profondeur supérieure ou égale
à 1. Néanmoins, l'extensionalité n'est pas imposée dans le graphe et deux
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nœuds distincts peuvent représenter le même objet. La famille définie par le
graphe est parfaitement connue dès qu'on a assigné à chaque feuille un objet
de HTSA (en pratique, ce sera toujours un atome ou l'ensemble vide) :
puisque le graphe est acyclique, on peut associer, recursivement selon la
profondeur, à chaque nœud qui n'est pas une feuille, l'objet de JiTSA qui
est l'ensemble des objets assignés à ses fils.

Par exemple, si S = {a, {a, &}, {{c, { {d}}}}, on considère :

u\ = {a, &},

U2 = {{c, {d}}},
U3 = {c, {d}} et
U4 = {d}

Le. u\ = {a, 6}, U2 — {^3}, ^3 = {c, u^} et U4 = {d} et on associe à S
le graphe G = (X7", E) avec :

et

V = {Sy

E - {(a, 5), («1, S),

6, C,

), (a, , «1),

Le graphe G associé à 5.

vol. 31, n° 3, 1997
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La stratégie consiste à fabriquer à partir d'un modèle arbitraire de <p,
un modèle-graphe réduit de tp, en supprimant la plupart des informations
redondantes ou superflues. Nous utilisons cette technique pour construire des
modèles ensemblistes qui servent à établir les preuves d'équisatisfiabilité des
formules ensemblistes avec les systèmes linéaires produits par la réduction.

Le théorème suivant montre que le graphe obtenu selon la technique
proposée est de taille polynomiale en celle de la formule.

Notations et convention : On note {xt)i=it.m.jn les variables de la formule

conjonctive plate ip, et (xl)n<î<n-\.m
 s e s constantes. Par convention xn+i

est toujours prise égale à 0 même si 0 ne figure pas explicitement dans la
formule, de sorte que 0 est toujours considéré comme une constante de la
formule. Dans la suite on prendra r = n + m.

THÉORÈME 2.2 : Soit (p une formule conjonctive plate satisfiable de MVCS,
contenant r atomes ou variables. Alors il existe un modèle-graphe de taille
polynomiale satisfaisant tp, avec les caractéristiques suivantes :

• le nombre de nœuds est majoré par r + r ,

• les nœuds représentent tous, ou bien des atomes de la formule, ou bien
des objets de TUFS A correspondant aux variables de la formule, ou bien de
nouveaux atomes, éléments des objets précédents.

Preuve : Ceci est une adaptation de la preuve donnée dans [26]. Nous
remplaçons seulement les ensembles de base (qui sont supposés être dans
[26] de profondeur strictement positive) par des atomes. Nous rappelons que,
dans notre contexte, les atomes peuvent être utilisés dans les formules, et
qu'ils doivent rester invariants par les interprétations.

Soit <p une formule conjonctive plate satisfiable de MVCS, {xi)%^i ses
variables et ses constantes (y compris, rappelons le, 0), et soit M un modèle
quelconque de tp dans HT S A, A partir de M, on construit un modèle-graphe
concis G = (V, E) pour <p, de la manière suivante. Tout d'abord, on définit

Vi = {xi\ i <E I}U {u%i3\ (i, j) E I 2 , Mxi\Mxj défini et non vide}

Ensuite, l'ensemble V des nœuds du graphe est défini comme un ensemble
quotient de V\ : si Mx% — M ^ , on identifie x% et Xk, et si Mx% = M %
Mx1 = Mx\ et MXi\Mx3 défini et non vide, alors on identifie mj et
Ukj. Notons bien que V n'a pas plus de r -h r2 éléments.

Ensuite, à chaque nœud de V, on associe un objet de TiTSA de la
manière suivante : à un nœud Xi est associé l'objet MX{y et à chaque nœud
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m.j (s'il est défini) est associé un objet Uij, choisi parmi les éléments de

MXi\MXj. En particulier, si uij = u^j alors U{j = U^j.

L'ensemble E des flèches est alors défini par

E={(uyw) eV2; U eW}

où U et W sont respectivement les objets de HTS A associés à u et w. Il
est clair que le graphe obtenu est acyclique.

Si u est une feuille de G, on définit

• au — 0 lorsque U = 0,

• et dans les autres cas, les au sont des atomes avec : au = aw O> U = W.
Enfin, à partir du modèle-graphe (V, E) on définit un modèle de ip au moyen
de la fonction M* répondant aux conditions suivantes :

au si u est une feuille de G
{M* w; (w, u) e E} sinon

M* est définie récursivement, selon un ordre de profondeur non décroissante
des nœuds, en commençant par les feuilles. On remarque que, lorsque M Xi
est un ensemble non vide, M* x{ est également non vide et lorsque M Xi — %,
alors M* X{ = 0. Cela implique que l'interprétation M* reste admissible.

En fait, M* définit un modèle plus concis que M et dont la taille est
polynomialement bornée en celle de tp (voir les détails qui justifient que M*
est bien un modèle dans [14]). D

La construction précédente nous donne les résultats plus précis suivants :

PROPOSITION 2.3: Soit ip une formule conjonctive plate satisfiable de AiVCS
et p le nombre de toutes les occurrences du symbole fonctionnel {.,...,.} et
du symbole de relation G. Alors il existe un modèle pour cp dans HTS A, qui
associe à chaque variable de la formule un ensemble de profondeur inférieure
ou égale à p + 1. (Dans ce qui suit, cette valeur p + 1 sera notée a.)

Remarque 2.4 : N.otons bien que cette borne ne peut pas être obtenue sans
l'introduction des atomes.

PROPOSITION 2.5: Soit ip une formule conjonctive plate satisfiable de MVCS
possédant n variables et m constantes. Alors il existe un modèle pour ip
dans HTS A, qui associe à chaque variable de la formule un ensemble de
cardinalité inférieure ou égale à 2 n + m.
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214 M. HIBTI, B. LEGEARD, H. LOMBARDI

3. RÉDUCTION À UN PROBLÈME DE PROGRAMMATON LINÉAIRE EN ENTIERS

Notre objectif dans cette approche est de transformer les relations
« ensemblistes » apparaissant dans une formule conjonctive plate de MVCS
en un système d'équations et d'inéquations linéaires en entiers. Ce dernier
doit être équisatisfiable avec la formule de départ. Dans un premier temps,
nous étudierons le fragment des formules conjonctives plates positives, qui
admettent des modèles pouvant être construits sur les seuls « objets » -
variables et constantes - de la formule, puis nous traiterons les formules
conjonctives plates générales. Rappelons la convention importante selon
laquelle 0 est toujours considéré comme faisant partie des constantes de
n'importe quelle formule.

3.1. Préliminaires : écriture de certaines fonctions (sup et inf) dans le
cadre linéaire

Dans la suite, certains systèmes linéaires en entiers font apparaître des
fonctions qui ne sont pas nécessairement convexes (e.g. la fonction sup
(resp. inf) pour exprimer le maximum (resp. le minimum) d'une séquence
d'entiers ainsi que la fonction |. | pour exprimer la valeur absolue d'un
entier). L'introduction de ces fonctions ne met cependant pas en cause le
caractère linéaire de nos systèmes. En effet, les entiers sur lesquels portent
ces fonctions sont soit booléens, soit pseudo-booléens. Or, pour de tels
entiers, on a le lemme suivant.

LEMME 3.6 : 1) Soient x i , . . . , xk des entiers dans {0, 1} et y un entier,
alors :

sup(zi, . . . , xk) = X\ + ... +Xfc > y

A * .<»
e? tfe /öt même façon, puisqu'on a Véquivalence générale :

y — inf (#1, . . . , xfc) 4^ 1 - y = s u p ( l - a;i,..., 1 - a:^)

z i + ». + a?fc < y + k- 1
inf (rci,..., xk) = y-

Informatique théorique et Appli cation s/Theoreti cal Informaties and Applications



UNE PROCÉDURE DE DÉCISION POUR UN PROBLÈME DE SATISFIABILITÉ 215

2) Soit x un entier dans { —1, 0, 1} et y un entier, alors :

y>x

y > 0
y = sup (x,0)& <

y < 1

,2.y <x + l

Ensuite la valeur absolue est définie au moyen de :
\x\ = sup {x. 0) + sup (—x, 0)

3.2. Formules conjonctives plates positives. Modèles minimaux

Le fragment que nous étudions ici est formé des formules conjonctives
plates utilisant les seuls littéraux suivants :

x E y x C y x = y

x = y U z

y = {rci,..., £/,}

où x. 2/, z et les #z désignent des variables ou des constantes.
Dans la suite ces littéraux seront appelés littéraux positifs plats.
Notons que, bien qu'il n'y ait que des littéraux positifs, la formule

peut contenir certaines informations négatives. Par exemple, si a et b
sont deux constantes distinctes, alors Ma ^ M&, pour toute interprétation
admissible M.

THÉORÈME 3.7 : Soit cp une formule conjonctive plate positive satisfiable,
alors ip admet un modèle-graphe dont chaque nœud correspond à une variable
ou une constante de la formule.

Preuve : Soit M un modèle construit selon la stratégie du théorème 2.2, et
obtenu à partir d'un graphe acyclique G — (V, E) avec, pour chaque feuille
u de G, un objet au de JiTSA (un atome ou bien l'ensemble vide). Soit F
l'ensemble des feuilles de G et soit F1 la partie de F restreinte aux variables
et constantes de la formule (y compris 0). Supprimons dans le graphe toutes
les flèches ayant pour source un élément de F\Ff. On obtient un nouveau
graphe Gf dont les nœuds sont les éléments de V\(F\F'). Certains nœuds
de profondeur 1 du graphe G peuvent devenir des feuilles dans G7. Dans
ce cas on pose au = 0.
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Ceci définit une nouvelle famille finie d'objets de 1~LTSA, associée au
nouveau graphe G". On vérifie sans peine que cela fournit une interprétation
admissible et un modèle pour la formule (p. En outre, chaque nœud de G"
correspond maintenant à une variable ou une constante de la formule. D

3.3. Formules conjonctives plates positives. Réduction

Nous développons maintenant la réduction d'une formule conjonctive plate
positive en un système linéaire en entiers.

On introduit une famille d'entiers Pij, QiJ> Ci et Hi qui seront les
inconnues du système d'inéquations linéaires en entiers, de la manière
suivante :

• Pour chaque z, j = 1,..., n + m, une variable Pij G {0, 1} est introduite
et sera interprétée par :

P^j — 1 <£> xi G XJ (Appartenance)

• Pour chaque £, j — 1,..., n + m avec i < j , une variable Qij E {0, 1}
est introduite et sera interprétée par :

Qij — 1 o Xi — XJ (Égalité)

• Pour chaque i = 1, ...,n + m, on introduit Ci G N pour représenter la
cardinalité de xi (Ci — 0 si Xi est interprétée par un atome a, en particulier
si i > n).

• Pour chaque i = 1,..., n + m, on introduit Hi G N pour représenter la
profondeur de xi (Hi — 0 si Xi est interprétée par un atome a, en particulier
si i > n).

Remarque 3.8 : Nous signalons que pour chaque i, Pi^i est seulement
une notation pour 0, Q^i est une notation pour 1. De manière similaire, si
j > n + 1, alors Hj, C3 et Pij sont des notations pour 0. Si k > kf > n + 1 ,
alors Qk,k' e s t aussi une notation pour 0. Finalement, si i < j alors Qij est
une notation pour Qj,i. Par conséquent, les seules variables seront les P^j
pour i / j et j < n, les Qij pour i < j et i < n, les Ci et Hi pour i < n.

Dans la section précédente, nous avons noté a la majoration de profondeur
directement lisible sur la formule. Par ailleurs, nous notons /? = n + m - l l a
majoration de cardinalité qui résulte du théorème 3.7. Ceci nous permet
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de considérer un domaine borné pour les entiers correspondants. Nous
définissons les domaines à l'aide des formules suivantes :

(A Pi'i + P-M ̂ x ) A (A p^i ̂  °)

A ° ̂  Qi,i z 1

i<j

/\0<Ci<(3 (51C)
i

f\0<Hi<a (Sld)
i

Ensuite, nous exprimons le fait que Qij = 1 signifie l'égalité, que l'égalité
est une relation d'équivalence, deux objets égaux appartiennent aux mêmes
ensembles et ont les mêmes éléments, deux objets égaux ont la même
profondeur et la même cardinalité :

A A l~QiJ>Pi,k-Pj,k (S2a)

A A l-QiJ>Pk,i-Pk,j (S2b)
k i&

A i-Qij>Qi,k-Qj7k (S2C)
(*^'),(*^),(j^fc)

A a(l~Qî,3)>Hi-H3 (S2d)

A P(l-Qij)>Ci-Cj (S2e)

Ces inégalités structurelles ont les significations suivantes :
La formule (S2a) (resp. (52^)) exprime le fait que deux objets égaux

doivent appartenir aux mêmes ensembles (resp. avoir les mêmes éléments).
La formule (S2C) exprime la transitivité de l'égalité.
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Les formules (52^) et (S2e) expriment le fait que deux objets égaux
doivent avoir les mêmes cardinalités et les mêmes profondeurs.

Maintenant, nous exprimons le fait que deux objets de profondeur
supérieure ou égale à 1 sont égaux s ' ils ont les mêmes éléments
(extensionalité).

f\ 1 + Qij + Y, \Pkj - PkA > ( A + Dj) (53)

où pour chaque j < n, Dj est défini par

(a Dj > Hj > Dj) A (Dj < 1)

de sorte que Dj — 1 signifie que x3 est de profondeur supérieure ou égale
à 1, et où les termes \Pk,j — Pk,i\ s o n t exprimés par l'intermédiaire de
nouvelles variables entières :

Rk,ij = sup(0, PKi -Pkj)

Finalement, nous exprimons que la relation x% E XJ implique Hi + 1 < Hj :

/ \ (a + 1) (1 - Pij) >Ht-H3 + l (SA)

Les contraintes 54 sont cruciales car ce sont elles qui garantissent Tacyclicité
du modèle-graphe qui sera construit.

Après ces inégalités structurelles, nous devons traduire les formules
conjonctives plates positives en traduisant chacun de leurs littéraux. D'abord,
nous remarquons que, sans aucune perte de généralité, nous pouvons supposer
qu'aucune relation X{ ~ Xj n'apparaît dans la conjonction iç (sinon elle peut
être simplifiée), et donc on n'a pas à la traduire. Les autres traductions
sont faciles :

• Le littéral X{ G XJ sera traduit par :
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• On traduit x, C Xj par :

1) A

A (Pk,i<Pk,j)
\. l<fc<n+m

On traduit Xi = XJ U xk par :

Ci < C3 + Cfc

{Ci > Cj) A (Ci > Cfc)

Qh B + 1 ) > (T2)

i + Qi,n+l) > 1) A ((fl,- + Q,-,n+l) > 1) A {{Hk + Qk,n+l) > 1)

/ \ PSji

On traduit {xai,..., x î (} = xk par

' 1 < Ck < t

A P-t = '
/ \ Hk > tiis

A
Chaque inégalité du type ((i/i + Qi,n+i) > 1) est écrite de manière à

interdire que la variable x% puisse être interprétée comme un atome, ce qui
garantira l'admissibilité de l'interprétation obtenue.

Les contraintes (T{) présentent certaines redondances par rapport aux
contraintes structurelles, par exemple dans (Tl) on écrit Pij — 1 puis
H{ + 1 < Hj alors que la deuxième contrainte résulte de la première par
(54). La raison pour laquelle nous introduisons ces redondances est que
lors de la résolution du système de contraintes, les (T;) sont a priori moins
encombrantes et sont mises en tête du système ce qui peut aider à détecter
rapidement une éventuelle inconsistance.

Le système S^ est obtenu en joignant les inégalités structurelles et les
traductions des littéraux de ip. Nous mentionnons que dans l'étape résolution,
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les contraintes sont posées suivant l'ordre : Déclarations de domaines
(Sla-Sld), Traductions de littéraux (T1-T4) et Inégalités structurelles
(52-54). Le théorème suivant montre que le système 5^ est équisatisfiable
avec ip.

THÉORÈME 3.9 : Une formule conjonctive positive plate ip est satisfiable
dans le modèle JiïFSA, si et seulement si le système correspondant S^
décrit ci-dessus admet des solutions entières. La réduction de ip à S^ est de
complexité polynomiale. En particulier\ la taille de S^ est en Ö (Nr)-\-O (r3),
oùr = n + m est le nombre de variables et de constantes apparaissant dans
ip et N est le nombre de littéraux de ip.

Preuve : D'abord, dans cette réduction, chaque littéral a une traduction
Ti dont la taille est en O (r). La traduction des littéraux de ip est donc en
Ö (Nr). Les formules structurelles (SU) et (54) sont en O (r2), les formules
(52*) sont en O(r3). Quant à (53) elle est formée de r2 - 1 inéquations
de taille en O(r). Il s'ensuit que la taille de S^ est en O (Nr) + O (r3)
ou encore en O(Nr2).

Noter que si on tient compte de l'espace occupé par l'écriture des variables,
il faut rajouter un facteur log (r) à la majoration donnée dans le théorème.

Maintenant, supposons cp satisfiable. D'après le théorème 3.7, il existe un
modèle M' de tp dont les seuls objets "représentent" des variables ou des
constantes de ip. Pour obtenir une solution de 5^,, il suffit alors de poser

• H% — la profondeur de M' X{t

•Pij - Val (M'xi e M'xj),

(Val (M1 Xi G M1 XJ) étant la valeur de vérité de (M1 x% G M' XJ).)

.QhJ = Val (M7 a;» - M'x,).

Puisque M' est un modèle (dans TiTSA), les formules structurelles et les
traductions de littéraux sont manifestement vérifiées.

Pour la réciproque, supposons que 5V admet des solutions. Alors un
modèle M pour ip peut être obtenu à travers les étapes suivantes :

On commence par « fusionner » les objets « égaux » en un seul objet.
Pour cela nous introduisons une relation d'équivalence = sur les variables
ou constantes X{ apparaissant dans ip par :

Xi = XJ <£> Qij = 1
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LEMME 3.10 : La relation = est une relation d'équivalence. De plus, pour

chaque i, j — 1,..., r, X{ = Xj entraîne :

i) Hi = Hj9

ii) Q = Cjt

iii) PKi = Pkj, P%k = Pj.k et Qkj = Qkj pour chaque k - 1,..., r.

Preuve : La réflexivité et la symétrie sont garanties par les conventions
concernant les Qij données dans la remarque 3.8.

La transitivité ainsi que les propriétés (i-iii) sont garanties par les formules
structurelles du système.

Considérons ensuite yi,..., ym comme étant les représentants de chaque
classe d'équivalence de =.

On définit un graphe G — (V, E) qui rend compte des relations exprimées
dans le système 5<̂ , et qui servira de support pour un modèle de tp :

V = {2/1,.... ym) et E = {(yu Vj) G V2; Pu = 1}

Vu les contraintes (54) portant sur les Hi, Pij — 1 implique Hj > Hi + 1
et ceci interdit tout cycle dans le graphe. Pour la même raison, comme
0 < Hi < a est une contrainte dans 5^ la profondeur du modèle graphe
G est inférieure ou égale à a.

On définit sur V une application y H-» My en suivant un ordre non
décroissant des HVi comme suit :

{ {Myj] (yj,yi)eE} si ce dernier est non vide
xn+J si Qh n+j = 1 avec j > 1

av sinon
(où les ayz sont de nouveaux atomes).
L'application M est bien définie puisque le graphe est acyclique. Enfin, si y
est le représentant de la classe de x on pose Mx — My.

Maintenant, nous allons voir que M est un modèle pour tp. Tout d'abord,
l'interprétation est admissible en raison des contraintes imposées sur les
profondeurs dans les traductions (Tj). Comme tp est une conjonction de
littéraux positifs plats, et que sans perte de généralité aucun littéral de <p
n'est une égalité du type x% = Xj9 il suffit de vérifier le lemme suivant :

LEMME 3.11 : L'application M satisfait les conditions suivantes (qui doivent
être lues comme suit : une implication A => B dans ce lemme signifie que si le
littéral A apparaît dans <p alors on a la relation B pour l'interprétation M),
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i) x% G XJ => M xi G Mx3

ii) xi C XJ => M Xi C M Xj

iii) Xi = XJ U Xfc => M XJ = M XJ U M xk

iv) {x^,..., rrir} = xk => {Mx^,. . . , M^i r }

Pour prouver ce lemme, on a besoin du lemme suivant :

LEMME 3.12 : Pour chaque i, j — 1,..., n + m, on a :

a) M. Xi = M x j 44> Q^j = 1

ô) M Xi G MXJ <£> P%%3 = 1

Preuve du lemme 3.12 : a) L'implication Qij = 1 => Mx« = M X J est
assurée par la définition de M constante sur les classes d'équivalence. La
réciproque est garantie par la définition de M pour les objets de profondeur 0,
et par les inégalités (53) pour les objets de profondeur > 1.

b) L'implication Pxj — l^Mxie M Xj est vraie par définition des
M y. Réciproquement, supposons M x{ G M XJ. Alors, il existe x& tel que
Mxfc = M XJ et P^jç = 1. Mais, comme Mxjj = M XJ il s'en suit que
Qk j — 1 (par a)). On obtient Pij = 1 par la formule (52a).

Preuve du lemme 3.11 : Les conditions (i-ii) sont évidentes (par définition
de M).

iii) Supposons que Xi — x^ U xk soit un littéral de (p. Supposons en outre
M xs G M Xi, alors FS;i = 1. Comme X{ — x3 U xk est un littéral de </?,
il existe dans S^ une équation F5 ; ï = sup(P5 ; J , P5)fe). Il s'en suit que
Ps j — 1 ou Ps_k — 1 et donc, par le lemme 3.12, Mxs G Mxj U Mx^.

Les mêmes arguments sont valables pour (iv). D

Ceci achève la preuve du théorème. D

Remarque 3.13 : 1) Les entiers H% et Ci dans une solution du système
Stp ne représentent pas, a priori, les profondeurs et les cardinalités dans le
modèle produit par la solution du système, mais seulement des majorations.
Ceci n'est pas surprenant puisqu'une formule de MVCS peut être satisfaite
par deux modèles qui assignent différentes valeurs à la profondeur d'une
variable.

2) Toutes les contraintes sur les cardinalités peuvent être omises
sans remettre en cause le théorème 3.9. Cependant nous estimons utile
l'introduction de telles contraintes car elles peuvent rendre le système
incompatible en rationnels. Ce qui est beaucoup plus facilement détectable
que l'inconsistance en entiers.
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3) Signalons également qu'on pourra introduire des contraintes
supplémentaires sur les cardinalités des objets dans une formule (i.e. dans les
formules, on peut tolérer des littéraux de la forme ƒ (Ci,..., C&) < N où ƒ
est une forme linéaire à coefficients entiers et N un entier naturel). C'est par
exemple le cas avec le problème des pigeonniers (voir section 4). Cependant,
dans ce cas, pour garantir la complétude et la correction de la traduction des
systèmes ainsi étendus, il faudra introduire une nouvelle formule structurelle
S$ garantissant que les Ci sont exactement les cardinalités des objets de
la formule.

/\Ci = ̂ 2{Pk,i-Rk,i) (55)
i<n k

OÙ

Pour chaque i, la formule structurelle concernant la cardinalité Ci est
écrite en comptant les éléments de l'ensemble x% de la manière suivante :

• Si x\ E xi (P\A = 1) on compte un élément, (Ci — i \ 2 + ...), sinon
on ne compte rien.

• Si X2 G Xi, alors on compte deux éléments si x\ / X2 (Qi,2 — 0) on
écrit donc :

{Ci = Plti + P2,* - inf (Qi,2, Pz,i) + ...)

le terme inf {Q\^% Pzj) est introduit pour ne compter qu'une seule fois x\
si x\ — X2, et pour ne rien supprimer si jamais x\ — X2 et aucun d'eux
n'est dans x%.

On continue ainsi ce raisonnement pour les autres éléments et cette fois-
ci on compare chaque nouvel élément à ceux qui l'ont précédé. De cette
manière, S5 peut s'écrire :

3 ,i , sup(Qi ï 3 ,

^ - in
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3.4. Formules conjonctives plates générales. Modèles minimaux

Dans un cadre plus général, il est souhaitable de traiter des formules
présentant des informations négatives plus explicites. Ceci nous amène à
considérer le problème de satisfiabilité d'une formule conjonctive plate
générale.

L'introduction de la négation repose le problème des objets servant pour
l'interprétation des formules. Alors que pour le fragment positif, les formules
peuvent être interprétées via un modèle où ne figurent que les M x%, ce n'est
plus le cas pour les formules conjonctives plates générales. Considérons, par
exemple, les formules

<p ~ (0 G x) A (0 G y) A (x ^ y) A (x g y) A (y £ x)

<iP = (x = {u})A(y = {v})A(z = {u, v})A(t = {x, y})A(9 G u)A(0 G v)

A(x H y = 0) A (u fi z = 0) A (v H z = 0) A (y H t = 0) A (u n t = 0)

II apparaît que ip est satisfiable dans HT S A, cependant elle n'admet pas
de modèle construit seulement sur ses variables et constantes. En effet, dans
tp l'interprétation de x doit être différente de celle de y, par exemple, en
certifiant que x contient un élément distinct de #, y et 0.

Quant à ip9 vu x P\ y = 0, un modèle de I/J doit satisfaire Mu ^ Mv, cette
inégalité nécessite un nouvel élément dans u ou dans v. Mais, aucun des
M Xi pour #i = w, v, x, yy z, t ne peut convenir (voir le dessin et prendre
en compte les intersections vides).
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Un « réservoir » d'objets supplémentaires est donc nécessaire pour
construire un modèle pour une formule « négative », et il est intéressant
de minimiser la taille de ce réservoir pour en tenir compte pendant la
réduction, et rendre cette réduction moins coûteuse.

Connaissant les objets de la formule en question on peut toujours
prévoir une majoration du nombre d'objets supplémentaires nécessaires.
Une première estimation est obtenue par la stratégie du modèle-graphe et a
été donnée dans le théorème 2.2.

Ce résultat peut être amélioré :

THÉORÈME 3.14 : Soit ip une formule conjonctive plate de M.VCS avec n
variables et k occurrences du symbole ç£. Si tp est satisfiable, alors elle admet
un modèle construit sur au plus k + n atomes supplémentaires de TïJ-'SA..
En outre, chaque M x% ou bien est de profondeur 0, ou bien admet pour seuls
éléments des atomes et des M Xj.

Preuve : Soit (p une formule satisfiable de M.VLS et (xi)iej ses variables
et constantes. Le but de ce théorème est de montrer que, partant d'un
modèle de y?, on peut en supprimer certaines informations sans causer aucune
perturbation aux relations présentes dans la formule. D'autre part, on ne garde
que des atomes, en petit nombre, comme informations supplémentaires.

Le point réellement important est que, pour préserver la vérité des littéraux
de cp, lorsqu'on supprime les objets « superflus », il faut essentiellement
préserver les relations de différence M ^ / M ^ . L e lemme suivant montre
qu'on n'a pas besoin de plus de n atomes supplémentaires pour préserver
les relations de différence.

LEMME 3.15 : Soit (p une formule conjonctive plate de MVCS, M un
modèle pour (p ayant les propriétés du modèle construit au théorème 2.2, et
(ai)i€l la famille d'atomes supplémentaires nécessaires pour M, et soit n le
nombre de variables. Alors, il existe un sous ensemble J de I tel que :

1) \J\ < n, et

2) Pour chaque paire (x, y) de variables apparaissant dans la formule,
Mx / M y implique qu'il existe i G J tel que

ai e (Mx\My) U (M y\M x)

ou z apparaissant dans (p tel que

Mz G (Mx\My) U (My\Mx).
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Preuve : Soit (xi)i<n la famille des variables apparaissant dans la formule.
On peut supposer sans perte de généralité que Mx{ ^ M Xj pour i ^ j .
Nous allons procéder par induction sur n. Pour n = 1 et n = 2, le lemme
est évident.

Soit (xl)i<k la famille de variables (pour le pas k), soit J& un ensemble
tel que 1) et 2) soient vérifiées pour la formule « restreinte » aux variables
#1,. . . , Xk- Posons

AJk = {ah; h G Jk} U {MXj] j < n}

on a M Xfr+i ̂  M Xj pour chaque j < k. S'il n'existe aucun indice j tel que

M xk+i C\AJk= M XJ H A Jk (*)

alors Jfr est l'ensemble désiré pour (a;2)j<fc+i- Autrement (si un tel indice
existe), alors par l'hypothèse de récurrence, il est facile de voir qu'il est
unique. Alors il suffit de choisir un atome ar ou une variable xr dans
MXk+i\(MXj U Ajk) ou dans Mx3\(Mxu+\ U Ajk)9 et de poser

_ / Jk U {r} si c'est ar

\ Jk si c ' e s t xr

pour avoir le résultat désiré.
Maintenant, nous allons construire un nouveau modèle-graphe construit

sur un nombre minimisé d'atomes. Soit donc J un sous ensemble de I
satisfaisant les propriétés du lemme. Nous allons considérer un graphe
G = (V, E) défini de la manière suivante :

Les nœuds de G sont caractérisés par leurs ensembles associés et sont de
l'un des deux types suivants :

i) Pour chaque i E / , X{ G V avec M x{ comme ensemble associé, et pour
chaque littéral Xi <£ Xj apparaissant dans la formule, on conserve un nœud u
de l'ancien modèle-graphe tel que u G M x%\M x3.

ii) Les nœuds du deuxième type sont ceux de la famille (a,j)jej, ils sont
associés à eux mêmes.

Observation : Le nombre de nœuds introduits ne dépasse pas n + k.

L'ensemble des flèches E est défini par :

E = {(u, w) eV2;MueMv}

Avec pour chaque atome u, M u = u.
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Soit M* l'application définie sur V par :

M* v — v si v est un atome ou une variable interprétée par un atome
dans M.

M* v — {M* u; (n, v) G E} dans les autres cas.

M* est bien définie puisque M est un modèle de y? dans 1~LTSA ce
qui assure Facyclicité de G. De plus M* est un modèle pour ip comme le
montre le lemme suivant :

LEMME 3.16 : La fonction M* satisfait les conditions suivantes (Pour les
implications iii)-viii)f (A => B) doit être lu comme suit : si A apparaît dans
la formule, alors on a B):

i) Mu — Mv <$ M* u = M* v pour tout (u, v) G V2;

ii) Mu G Mv <$ M* u G M* v pour tout (n, v) G V2;

iii) xi
iv) xi

V) Xi

vi):*

vii) x,

viii) 2

C ri

— ü

i ~ -

'h ~~

CJ =• M*

;J =• M*

;_,- n Xfc ^>

j U xk =>

7* • \ T* T —S-^ i \ UJ| j^ —r

{a;,-,,..., a

^i C

a;» <£
M*

M*

M*i

cir} -.

M*XJ\

M*xj\

H - M

xi = M

H = M*

=> M*x,

* T • n M* n •
Jb J \ \ 1V± JLr f£ j

^0 -7 ^-J 1 VJ. Jü J* )

Xj\M* Xk',

Preuve : i) Le sens M u = M v => M* u = M* u est trivial par définition
de M*. Réciproquement, supposons qu'il existe u et -y tels que M* u = M* v
et Mw / Mu. Et supposons que u soit E-minimal au sens suivant : s'il
existe d'autres éléments w et wf satisfaisant les mêmes hypothèses alors
il ne peut exister de chemin conduisant w ou wf à u. Alors il existe un
nœud a G V tel que (Ma e Mu) et (Ma g Mv) ou (Ma e M v) et
(Ma g Mu). Supposons, par exemple, que MaeMuetMagMv.
Alors, M* a G M* w, mais comme M* u = M* v on a M* a G M* u et
donc il existe b G V tel que M* a = M* 6 et donc M a ^ M b ce qui
contredit la .E-minimalité de u.

ii) Supposons Mu e Mv alors M* w G M* -a par définition de M*. Pour
la réciproque, supposons M u 0 M v et M* u G M* v, alors il existe u'
dans V tel que M uf G M v et M* w' = M* u. Il s'en suit que Mu — M uf

(absurde).

Les autres propriétés peuvent être démontrées en utilisant i) et ii) avec
des arguments similaires. D
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3.5. Formules conjonctives plates générales. Réduction

Le résultat précédent nous permet d'adapter la procédure de réduction au
nouveau cadre et donc de la généraliser aux formules négatives.

Soit (ai)i=i^^yh la collection d'atomes supplémentaires utiles comme
prévus par le théorème précédent.

La nouvelle procédure de réduction est une extension de la première de
façon à tenir compte de (a>i)i=1 h.

Premièrement, nous introduisons de nouveaux entiers P%,j, Qij et H%
relatifs aux objets obtenus en ajoutant à ceux de <p la famille (a,i)i=1 h,
nous traduisons chaque littéral Xi ^ Xj par Qij — 0. D'autre part si on
considère (xi)i=n+i,...în+m/ comme étant la nouvelle collection d'objets, il
suffît de remplacer m par m' dans chaque indexation dans les formules du
système de la section 1, pour avoir un autre système équisatisfiable à (p.
Par exemple, le littéral x% = {XJ} sera traduit de la manière suivante (on a
seulement rajouté les égalités pour l'indice k entre n + m + 1 et n + m') :

(Pj,i = i
Ci = \

Ht = Hj + l (T4)

l<k<n+m'

Le littéral x% £ Xj est traduit par

Pi j = 0

H+O > l (T5)

Comme dans le cas de la traduction des littéraux positifs, une inégalité du
type ((Hj + Qj,n+i) > 1) est écrite de manière à interdire que la variable
XJ puisse être interprétée comme un atome, ce qui garantira l'admissibilité
de l'interprétation obtenue. La même remarque s'applique aux traductions
suivantes :

Le littéral x% = XJ n Xk est traduit par :

i + Qi,n+l) > 1) A ((Hj + Qj,n+l) > 1) A ((tffc + Qk,n+l) > 1)

/ \ ' v 5 ; J /

k l<s<n+m'
(T6)
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Le littéral xi — Xj\xk est traduit par :

'Ci < Cj

i < Hj

i + Qi,n+l) > 1) A ((Hj + Qj,n+l) > 1) A ((Hk + Qk,n+l) > 1)

Ps,i=Ps,j-nf(P3tk,P9j)
k l<s<ii+m'

Nous traduisons enfin le littéral x% (£_ Xj par :

sup (P39i-PsJ) = l

(Hi > 1) A (Ci > 1) A ((Hj + Qj,„+i) > 1)

THÉORÈME 3.17 : SozY y? une formule conjonctive de ÀdVCS (avec symboles
négatifs), alors (p est satisfiable dans TiJ-SA si et seulement si le système
correspondant S^, obtenu via la nouvelle procédure, admet au moins une
solution. De plus, la taille de S^ est polynomiale en celle de tp, plus
précisément en Ö (n3).

Preuve : Les lemmes 3.10-3.11 restent vrais, de plus si x $ y (resp.
x / y, x <£ y) apparaît dans (p alors on aura nécessairement M x g M y
(resp. M x / M'y, M x (£_ M y). Une démonstration entièrement analogue
à celle du théorème 3.9 peut alors être faite. D

4. EXPÉRIMENTATION

Nous avons développé un environnement d'expérimentation qui automatise
la réduction d'un système de formules de MVCS en un système
équisatisfiable d'équations et d'inéquations linéaires en entiers bornés (cf.
figure ci-dessous).

Le système linéaire obtenu est ensuite résolu avec un solveur
d'arithmétique linéaire sur des domaines finis d'entiers dans la version
actuelle, soit celui du langage CHIP [9], soit celui du langage
PROLOG III [7].

Si la réponse de l'environnement est l'échec, cela montre l'insatisfiabilité
du système linéaire en entiers et donc celle du système ensembliste initial.
Dans le cas où la résolution réussit, l'environnement rend la solution sous
une forme compacte, codée par les variables entières. Si on désire obtenir
les solutions de manière explicite, un processus d'énumération des solutions
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entières doit être déclenché, et il faut dans chaque cas reconstruire les objets
de TiTSA à partir du système linéaire résolu, comme indiqué dans la preuve
du théorème 3.9 : fusion des objets égaux (en utilisant les égalités Qij — 1),
puis construction du graphe (en utilisant les égalités P%%3 — 1) qui décrit les
objets de HTS A associés aux variables de la formule.

Exemples : 1) Soit <p formule conjonctive plate suivante :

x = {z, y} A y = {u, v} A z = {p, g} A t = {x, p, n}A

r = {5, tu} A w = {s} A r C t A x G r

Cette formule est non satisfiable. En effet un raisonnement sur les objets
de ip permet de conduire à la découverte de chaînes circulaires d'inclusion ce
qui met en défaut l'axiome de fondation ou de régularité. Or, on sait que ce
genre de raisonnements implique ordinairement la distinction de nombreux
cas, ce qui oblige la création de points de choix supplémentaires. Dans notre
approche, ce type d'inconsistance est facilement détecté grâce au contrôle
de profondeur lors de la traduction des différents littéraux.

2) Dans cet exemple, nous allons considérer le problème des pigeons
(n = 8) qui peut être exprimé sous forme ensembliste de la manière suivante :

x = {xi] i = 1, ...8} A / \ yj C x A /\ A y3
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Ce problème n'a pas de solution. Mais, il est à noter que la détection de
l'inconsistance dans ce cas n'est pas une affaire facile, puisque nécessitant un
raisonnement sur les cardinalités. Or, dans le cas où les x% sont des variables
la cardinalité des yj ne peut être cernée facilement. Dans les approches à
base de consistance d'arc [35] pour détecter l'inconsistance, il est nécessaire
de parcourir tous les cas possibles [3]. Dans notre approche, les contraintes
sur les cardinalités permettent de bien gérer ces situations. Si les contraintes
sur les cardinalités figurent dans la formule de départ la formule structurelle
des cardinalités sera prise en compte (voir remarque 3.13).

5. INTÉGRATION DANS UNE APPROCHE CLP

Dans le contexte des langages de programmation, l'intégration des
ensembles s'effectue sur la base de fragments de la théorie axiomatique
des ensembles, en particulier les ensembles finis, ou héréditairement finis
comme proposé dans cet article. La structure d'ensemble avec ses opérateurs
et relations permet ainsi d'améliorer le niveau d'abstraction et le pouvoir
d'expression des langages de programmation, que ce soit dans le style
impératif (voir le langage SETL [34], par exemple), ou dans le style
déclaratif. Ainsi, en programmation en logique, plusieurs propositions
d'extensions ensemblistes sont apparues récemment (le. LPS [22], LDL1 [4],
{Log} [10] ou [32]). Ces approches se présentent comme une extension des
signatures des langages de type Prolog par l'introduction des constructeurs
de termes ensemblistes, et donc l'introduction d'expressions ensemblistes
dans les clauses de Horn.

Dans ces langages, la résolution SLD est étendue par une procédure
d'unification ensembliste. Le principal problème provient du caractère AfV-
complet de l'unifiabilité de structures ensemblistes [21] et de l'absence
d'unicité de l'unificateur le plus général. L'introduction d'un algorithme
d'unification ensembliste dans la résolution SLD, comme par exemple dans
le langage {log} [10], conduit à une multiplication de points de choix qui
viennent s'ajouter à ceux provenant des disjonctions de clauses. Ceci rend
cette approche peu réaliste du point de vue de l'efficacité.

Dans le cadre du projet CLPS-Constraint Logic Programming with Sets -
développé depuis 1990 à l'université de Franche-Comté, nous avons proposé
de contourner ce problème en utilisant le paradigme de programmation
en logique avec contraintes (cf. [19, 36, 7, 20]). Dans notre approche
(cf. [23, 3]), l'unification ensembliste est traitée comme une contrainte
d'égalité dont la satisfaction est différée. Cette contrainte est intégrée dans
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le système courant de contraintes, sur lequel est mis en œuvre un test de
consistance. Ce retardement de la résolution de la contrainte peut permettre
de bénéficier de l'acquisition de nouvelles informations lors de l'exécution
du programme, ce qui permet de réduire le nombre de solutions. Ainsi, la
résolution de l'équation XuYuZ — {a, 6, c} rend 343 solutions différentes,
mais l'acquisition de la contrainte X = {a}, fait passer ce nombre à 36. Si la
contrainte {d} C Y est acquise, le système devient inconsistant et l'équation
de départ n'a pas de solution. De la même façon, toutes les formules
ensemblistes sont traitées comme des contraintes sur lesquelles sont mises
en œuvre des techniques de tests de satisfiabilité, puis une génération de
solutions.

Dans le cadre du projet CLPS, au sein duquel se situent les travaux
présentés dans cet article, nous mettons en œuvre des techniques de résolution
des contraintes ensemblistes qui associent les techniques « domaines finis »
avec la réduction en programmation linéaire en entiers. Les techniques sur
les « domaines finis » utilisées consistent principalement en une extension
des algorithmes de consistance d'arc, avec des mécanismes d'énumération de
type « forward checking ». En CLPS, le système de contraintes est modélisé
sous forme de graphe étiquette, où les nœuds représentent les objets du
système (i.e. ses variables et atomes) et où les flèches représentent les
différentes relations qui lient les objets du système (cf. [3]). Le graphe est
construit incrémentalement durant l'acquisition des contraintes. Quand une
contrainte est rencontrée, elle subit un test de consistance de type avant d'être
transformée en une conjonction de contraintes élémentaires (Le. contraintes
de la forme : x G y, x $ y9 x c y, x (jL y et x ^ y). Ces dernières
correspondent à l'ensemble des informations que l'on peut dériver de la
contrainte courante, et que l'on exprime à l'aide des symboles G, ^, C, <£.
et / . Les formules élémentaires sont ensuite réintégrées dans le système de
contraintes courant, et sont testées en utilisant des procédures généralisant
les algorithmes de consistance d'arcs [35].

Dans de nombreux problèmes, les contraintes peuvent faire apparaître des
variables sans aucune spécification de domaine. Et donc ces techniques se
trouvent être incomplètes. L'algorithme par énumération et propagation, ne
peut dans ce cas, permettre de montrer la satisfiabilité.

En l'absence de domaines, l'approche de réduction que nous présentons
ici se substitue à la génération des valeurs par énumération et propagation.
En effet, là où il y a une ambiguité - c'est-à-dire dans le cas de contraintes
faisant intervenir des objets sans domaines - nous traduisons le sous graphe
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connexe correspondant en un système d'inéquations et d'équations linéaire
en entiers. Ce dernier sera résolu par un solveur arithmétique (qui peut très
bien être un solveur bien inscrit dans le cadre CLP et donc parfaitement
intégrable dans notre cadre). Les résultats obtenus seront alors explicités
sous forme de contraintes élémentaires, qui sont à nouveau réintégrées au
système de contraintes.

6. CONCLUSION

En théorie des ensembles, plusieurs résultats de décidabilité ont été prouvés
dans les dernières années (nous mentionnons, par exemple, la série de papiers
intitulée « Décision Procedures for Elementary Sublanguages ofSet Theory »
introduite par [11], on peut aussi se référer à [6] pour une bibliographie
étendue). Cependant, les efforts entrepris pour développer un démonstrateur
automatique dans des fragments de la théorie des ensembles se heurtent à
des problèmes de complexité importante, et les techniques utilisées jusqu'à
présent ne sont pas suffisamment puissantes pour traiter efficacement des
opérations sur des structures ensemblistes.

Dans cet article, nous avons présenté un schéma de réduction de
tout système de contraintes ensemblistes élémentaires en un système
équisatisfiable de programmation linéaire en entiers. Notre réduction est
polynomiale (majorée par (9(n3)). Elle permet ainsi de réutiliser, dans
le contexte des ensembles, les travaux et les outils développés pour la
résolution des systèmes linéaires.

Nous utilisons directement ce résultat dans le cadre du développement d'un
langage de programmation en logique avec contraintes sur les ensembles
héréditairement finis. La réduction est mise en œuvre sur le système de
contraintes ensemblistes associées aux variables ne possédant pas de domaine
de valeurs. Cela permet ainsi d'assurer la complétude de la procédure de
résolution utilisée dans ce langage.

Il faut noter que d'autres travaux, dans des contextes différents
suivent une voie similaire. Par exemple, certains auteurs traitent
certains problèmes ensemblistes comme un cas particulier de l'unification
associative-commutative et idempotente. Voir, par exemple, les travaux de
Siekmann [31]. Dans le système setCAL [33], Y. Sato, K. Sakai et S. Menju
ont proposé une autre approche pour traiter des constraintes ensemblistes.
Cette proposition consiste à écrire les contraintes ensemblistes en termes
d'anneaux de polynômes (booléens) qui sont résolus en utilisant les bases
de Groebner.
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D'« autres contraintes ensemblistes » sont au cœur d'un autre courant de
recherche {cf. [13, 1, 2, 12]). Dans ce cadre, les contraintes ensemblistes
désignent des inclusions (non inclusions) formelles entre sous ensembles
de l'ensemble TV; des termes instanciés construits sur un alphabet S qui
consiste en : - un ensemble de variables, - des opérateurs de la théorie des
ensembles à savoir 0 et 1 dénotant respectivement l'ensemble vide et celui
de tous les termes, U, n, ~ et — pour chaque opérateur n-aire ƒ de S, un
opérateur ensembliste correspondant défini par

f(Au..., An) = {ft1...tn\ti e A, 1 <i<n)

Ce type de contraintes a plusieurs applications dans le domaine de l'analyse
de programme et de l'inférence de type. Cependant, cette approche traite un
problème radicalement différent de celui que nous abordons.

Dans ce contexte actif de recherche sur les contraintes ensemblistes, nous
poursuivons les travaux présentés dans cet article dans trois directions. Il
s'agit :

- d'étendre les schémas de réduction au cas de multi-ensembles et
séquences [18],

- d'utiliser les caractéristiques des systèmes en entiers générés (matrices
creuses, cadre assez borné avec plusieurs variables booléennes ou pseudo
booléennes...) pour développer une procédure de résolution bien adaptée,

- d'étendre ce résultat à la combinaison, dans le système de départ, de
contraintes ensemblistes et de contraintes numériques pouvant porter sur les
mêmes objets (e.g. x E z A x > 3, si N est contenu dans l'ensemble des
atomes).
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