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ALGORITHME QUADRATIQUE
DE CALCUL DE LA SOLUTION GENERALE D’EQUATIONS
EN MOTS A UNE VARIABLE (*)

par Marianne Maksmvenko (1)

Communiqué par C. CHOFFRUT

Résumé. — Nous proposons dans cet article un algorithme qui trouve toutes les solutions
d’équations a une variable dans le monoide libre avec une complexité quadratique.

Abstract. — In this paper we propose an algorithm computing all the solutions of word equations
in one variable with quadratic complexity.

1. INTRODUCTION

A. A. Markov (voir [5]) a commencé le premier a étudier les équations
en mots. I1 a prouvé la décidabilité de 1’équation en mots & deux variables
en 1954

En 1971, J. I. Khmelevskii (voir [4]) a prouvé la décidabilité de I’équation
en mots a trois variable et a construit un algorithme qui cherche la solution
générale de I’équation en mots a deux variables. En étudiant ces problemes,
il a indiqué la forme des solutions possibles d’équations a une variable et a
montré que si une telle équation a une solution, elle doit avoir une solution de
longueur inférieure ou égale a M, ou M est une caractéristique de 1’équation,
calculée effectivement a partir de celle-ci. En considérant tous les mots de
longueur inférieure a M, on peut décider s’il existe ou non une solution.

En 1992, W. Charatonic et L. Pacholski (voir [1]) ont posé le probléme
des algorithmes « rapides », en soulignant que la plupart des algorithmes
contemporains ne peuvent s’appliquer en pratique a cause de leur complexité.
Ils ont prouvé que la tdche qui consiste a trouver toutes les solutions d’une

(*) Recu le 30 juillet 1993, accepté le 15 juillet 1994.
() LIR, INSA de Rouen, B.P. 08, 76131 Mont-Saint-Aignan Cedex.
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équation a deux variables peut &tre résolue en temps polynomial (en ayant
construit un algorithme). IIs n’ont pas considéré spécialement le cas d’une
seule variable, mais ils ont rappelé les résultats de J. 1. Khmelevskii, dont
ils avaient besoin dans leur travail. Ils ont aussi montré qu’a I’aide de cet
algorithme on peut construire un algorithme calculant toutes les solutions
d’équations a une variable en temps O (1°), o1 | est la longueur de 1’équation.

Ici nous proposons un algorithme qui trouve toutes les solutions
d’équations a une variable avec une complexité quadratique. La recherche
d’un algorithme optimal est un probléme ouvert.

2. PRELIMINAIRES

Rappelons seulement les définitions les plus importantes et ajoutons-en
quelques unes.

Soit C = {a1, a2, ..., ap} un alphabet fini des constantes, soit X une
variable.

Une équation a une variable dans le monoide libre a la forme suivante :

Z1 (X, ai, a2, ..., ap) = Z2 (X, a1, a2, ..., ap), (1)

ou z1, zy sont des mots de I’alphabet C U {x}.

On appelle longueur d’une équation de 1a forme (1) I’entier 1 défini comme
suit : |z1 (x, a1, a2, -.., an| + 122 (%, a1, a2, ..., an)|

Lorsque la substitution de chaque x apparaissant dans I’équation par le

mot X € C* permet aux deux membres de I’équation d’étre identiques, on
appelle X solution de 1’équation.

On appelle longueur de la solution X le nombre |X|.
Une description de toutes les solutions sur I’alphabet C s’appelle solution

x

générale de I’équation a une variable.
On dit qu’une équation est :
* triviale si ses deux membres sont mots vides;
* réduite si les premiéres lettres de ses membres sont différentes;

* contradictoire si les premieres lettres ou les derniéres lettres de ses
membres sont différentes et appartiennent a 1’alphabet C.

J. I. Khmelevskii ne considére que des équations non triviales, réduites et
non contradictoires. Voila pourquoi 1’équation (1) peut s’écrire sous la forme

A (xAi)izr = (xBi)iLy, @)
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ou A, A;, B; sont des mots de I’alphabet C, oi A # e. Il est évident,
qu’on peut réduire une équation (1) en temps linéaire et tester en O (1), si
elle est triviale ou contradictoire.

J. I. Khmelevskii a aussi donné une formule explicite pour décrire toutes
les solutions, en prouvant que chaque solution 2 la forme AYB, o L
est un entier et le mot B est un préfixe quelconque du mot A. Il s’agit
donc d’énumérer tous les mots de la forme AL B, car la longueur du mot
AL B est inférieure ou égale 3 M, oit M est le nombre calculé a partir de
I’équation. De ce fait, si la solution existe, elle doit exister obligatoirement
parmi un ensemble fini des mots (voir [4], 1.19).

On dit que le mot u est une puissance du mot v si u est égal a n
concaténations du mot v, o » > 1. Notons cela u = v™.

A linverse, le mot v est racine du mot u s’il existe un nombre n > 1, tel
que u = v™ et v est le plus court facteur ayant cette propriété.

Le mot u est dit primitif s’il n’est pas une puissance.
Deux mots quelconques qui sont de la forme uwv et vu, sont dits conjugués.

Dire que A est une période du mot f = aj...an revient a dire que f
est de la forme (uv)™u avec |uv| = A et n > 0, ou, de facon équivalente
(voir [2], chapitre 1, § 1) :

festdelaforme f = f'g=gf" avec |f|=|f"I=X Q)

LEMME DE LA COMMUTATION : Si u et w sont deux mots primitifs, conjugués,
(i.e. u = 21 29 et w = 27 1), alors cette factorisation est unique. (Cela veut
dire, qu’il n’existe pas d’autres facteurs z1 et zp, ayant les mémes propriétés.)

Preuve (par ’absurde) : Soit u = 21 22 = 23 24, W = 22 21 = 24 23.

Sans restriction a la généralité, on peut supposer que z3 est plus long
que 21, alors z3 = 2125, u = 212524 = 2122, d'OU 22 = 2524, puis
W = 25 24 21 = 24 21 25; on obtient que les deux mots 24 21 et z5 commutent.
Comme w est primitif, z; est le mot vide (voir [2], 1.2°), et z3 = 21. ¢

Rappelons que n’importe quel conjugué d’un mot primitif est un mot
primitif (voir [4], 1.8).

Disons que le préfixe d’un mot, qui est en méme temps son suffixe, est
un bord.

Disons que le mot f se chevauche, si I’ensemble de tous ses bords
contient d’autres mots que f et le mot vide.
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280 M. MAKSIMENKO

Si pour (3) il existe un mot g, qui n’est pas vide et n’est pas égal a f, (3)
est équivalent a dire que le mot f se chevauche.

Notons préfixe (u) Nsuffixe (w) ’ensemble de tous les facteurs non vides,
qui sont en méme temps préfixes de u et suffixes de w. Un algorithme
cherchant en temps linéaire le plus long facteur, qui est en méme temps
préfixe de u et suffixe de w, est donné par Morris et Pratt (voir [6]).

J.-P. Duval a reformulé le théoreme de Wilf, Fine (voir [2], [3])
de la maniere suivante : Si un mot X a deux périodes A et u, et si
|X| > A+ p—pged (A, w), alors k x pged (A, p) est aussi une période, ol
k est n’importe quel nombre naturel.

LemME (Goralcik) : On peut tester, pour un mot X quelconque, s’il est une
solution de I’équation en temps O (| X |+1), oit 1 est la longueur de I’équation.

Preuve : Notons U et V les deux mots résultants de la substitution de z
par X dans les deux membres z; et z de (1). |[U| = O(]X| x 1), ce qui
donne le temps des comparaison naives de U et V sur toutes les positions.
Pour faire mieux, définissons les ensembles de délais de X dans U et V par

Del(z1, X) = {|AA;... Ak| + k| X]|; 0 < k <n}
Del (z2, X) = {|B1...Bu| + k|X|; 1 < k < m}

et appelons X -position de U (resp. de V') tout entier k tel que
1+ 1 < k < 1+ |X]|

pour un délai 7 € Del(z1, X) (resp. ¢ € Del(z2, X)) pour I’équation
donnée dans la forme (2).

A X Ar| X A2
ioe Del(z1, X) i1€ Del(zy, X)
X B X B2 X
‘ -
j1€ Del(zz, X) j2€ Del(za, X)
Figure 1.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



EQUATIONS EN MOTS A UNE VARIABLE 281

Les X-positions communes de U et V sont réparties en au plus n+m — 1
intervalles Ij; = [max (¢, 7)+1, min (¢, j)+|X]], déterminés chacun par un
couple de délais 7 € Del(z1, X) et j € Del(z2, X), tel que |7 — j| < |X|.
Les mots U et V' s’accordent sur Ij; ssi |¢ — j| est une période de X, cela
se vérifie en O (1) si I'on dispose de I’ensemble de périodes de X, donc
en O (n + m) pour tous les Ij; avec |i — j| < |X|. I reste alors au plus
|AAy...An By ...Bpy| positions sur lesquelles il faut comparer U et V,
ce qui donne un temps O (1) pour tester si U = V ou non, a condition que
’on connaisse les périodes de X . Mais ces dernidres se calculent en O (| X|)
(par Morris et Pratt), donc la complexité en temps est O (X | +1). ¢

3. CALCUL DES SOLUTIONS

Si une équation n’est pas triviale ou contradictoire au début, elle a une des
deux formes suivantes obtenues apres la réduction des suffixes et préfixes
communs :

UL TUL L ... Upl T = TW] TW2 ... LWy 4)

UL TULT ... Url ZUpr14] = TW] TW2 ... TWr2—1 T, (5)
ou w; n’est pas vide et wyp n’est pas vide dans (4) et u,;41 n’est pas
vide dans (5).

Soit v = wy2 dans le cas (4), soit v = u,14+1 dans le cas (5).

Soient u = racine (u1), w = racine (v). Ces mots jouent un role tres
important, ils définissent des composants de la forme de solution.

On dit que la solution X est courte si | X| < |u| + |w]|, longue sinon.

LemME 1 (Condition nécessaire sur les solutions longues) : Si une solution
longue existe, alors u et w sont conjugués.

Preuve : J. 1. Khmelevskii a montré, que X = (s1.52)° s1, ol w3 = s1 $2.
I1 est évident, que X = (2122)" 21, O u = 21 23. En raisonnant d’une
maniere analogue a partir de la fin de X, on a toujours

X = z3(zs23)™ = (2324)™ 23, oll w = z423.
Comme X a des périodes |u|, |w],
[ X| = Jul + [w] > Jul + |w] - pged (Jul, |w]),
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les conditions du théoréme Wilf et Fine sont satisfaites, alors pged (|u|, |wl|)
est une période. Si s = |u|/pgcd (|u|, |w|), alors u est égal a son préfixe
de la longueur pgcd (Ju|, |w|) a la puissance s. Mais u est primitif, donc
s = 1 et |u] = pged (Ju|, |w|). D’une maniére analogue on prouve que
|lw| = pged(|u|, |w]), d’ou |u| = |w| et u = 2324, z1 = 23, donc,
w = z221. ¢

LeMME 2 : Si une solution longue existe, alors X est de la forme
(21, 22)" 21, ot u = 21 23 et 2y est défini d’une fagon unique.

Preuve : Suite au lemme 1, u et w sont conjugués. Comme u et w sont des
mots primitifs, par le lemme de la commutation, la factorisation u = 21 22,
tel que w = 22 71, est unique. Donc,

X =(zn12)" 2, (6)

ol 21, est défini d’une facon unique. ¢

THEOREME 1 : On peut trouver toutes les solutions longues ou tester si elles
n’existent pas en temps quadratique.

Preuve : Trouvons d’abord u et w, et vérifions s’ils sont conjugués. On
peut le faire en temps linéaire de 1’algorithme de Morris et Prat (voir [6]),
car le plus long bord de uw coincide avec z7.

Si u et w ne sont pas conjugués, suite au lemme 1, il n’y a pas de
solution longue. S’ils sont conjugués, chaque solution longue est de la forme
(21 22)™ 21 ol 21 est défini d’une facon unique (lemme 2) et peut étre calculé
en temps linéaire en testant la conjugaison de u et w.

Deux cas se présentent pour les solutions longues.

Cas 1. 11 # 79 (i.e. le nombre d’occurrences de = a gauche et a droite
different).

La longueur d’une éventuelle solution X est déterminée par :

1X| = ((lua | + Juz| + - + |ur| + [ur141])
= (w1l + w2} + - + |wpa| + lwra41]))/(ra = 1) (D)

D’autre part, X est de la forme (6). On peut alors calculer immédiatement
n en fonction de |X| et |u| et vérifier en temps linéaire (par le lemme de
Goralcik), si X est effectivement une solution.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications
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Cas 2. r1 = r9.

Nous employons ici une reformulation du théoréme de J. I. Khmelevskii
(voir [4], 1.18), que voici :

TreorEME (Khmelevskii) : Soit & = d/|C|+1, out d est un nombre calculé a
I’aide de la formule donnée, tel que d < 1, oir 1 est la longueur de I’équation
et C € C* est un mot quelconque.

Si X = C* B est une solution de 1’équation (2), ol B est un préfixe
propre de C et A est un nombre tel que A > «, alors Vu > 0 C* B est
aussi une solution de I’équation (2). ¢

Suite au théoréme de Khmelevskii, nous pouvons vérifier, si tous les mots
de cette forme sont des solutions. Vérifions cela pour Xg = (21 22)" z1.
Comme

|(z1 22)" 21| £ K21 22| + |21| < |(K + 1) |u]
= (d/|ul + 2)|u| = d+ 2u|) < 3],

ou 1 est la longueur de 1’équation, la longueur de X est proportionnelle
a 1; la substitution peut alors s’effectuer en temps linéaire suite au lemme
de Goralcik.

Si Xg est une solution, concluons que tous les mots de la forme (23 22)" 21
sont des solutions. Sinon, des solutions longues isolées X de la forme
(21 22)* 71 o0l A < K, peuvent avoir lieu. Chaque X a une longueur inférieure
a celle de Xy, donc linéaire en 1.

La substitution de chaque X peut donc étre’ faite en temps linéaire grice
au lemme de Goralcik. Le nombre de X étant proportionnel a la longueur
de (21 22)" 21, il est proportionnel a 1, donc la complexité temporelle est
quadratique. ¢

THEOREME 2 : On peut trouver toutes les solutions courtes ou tester si elles
n’extistent pas en temps quadratique.

Preuve : Cas 1. X < min (Jul, |w]).

I suffit de remplacer x par chaque mot de I’ensemble préfixe
(u) N suffixe (w).

Suite au lemme de Goralcik on peut tester si X est une solution de
I’équation en temps O (|X| +1), ou I est la longueur de 1’équation. Mais ici
la longueur de X est proportionnelle a 1, donc on peut le tester en temps O (1).
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Le cardinal de I’ensemble préfixe (u) Nsuffixe (w) est proportionnel 2
la longueur de I’équation, et la substitution peut étre réalisée en temps
proportionnel a la longueur de I’équation, alors la complexité temporelle
est quadratique.

Cas 2. X > min (Ju|, |w]).

Quand |u| > |w|, X est de la forme 2y 23z, ol u = 2129, car
|X| < |u] + |w|] < 2|u|]. On peut trouver alors toutes ces solutions en
substituant tous les X de la forme z; 29 z; dans I’équation. Le nombre de
z1 possibles est proportionnel & u, cela veut dire 2 1.

Quand |u| < |w|, X est de la forme z4232z4, O0 W = 2324, car
|X| < |u| + |w| < 2|w|. On peut trouver alors toutes ces solutions en

substituant tout X de la forme z4 23 z4 dans 1’équation. Le nombre de zy4
possibles est proportionnel & w, cela veut dire a 1.

Comme ci-dessus, chaque solution peut &tre testée en temps O (1), alors
la complexité temporelle est quadratique. ¢

THEOREME 3 : On peut trouver toutes les solutions de ’équation a une
variable ou tester si elles n’existent pas en temps quadratique.

Preuve : L’équation peut avoir des solutions courtes ou longues. Suite aux
théorémes 1, 2, on peut trouver toutes ses solutions en temps quadratique.
Donc, la complexité temporelle est quadratique. ¢
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