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PUISSANCE EXTERIEURE D’UN AUTOMATE DETERMINISTE,
APPLICATION AU CALCUL DE LA FONCTION
ZETA D’UN SYSTEME SOFIQUE (*)

par Marie-Pierre BEaL Q)

Communiqué par J.-E. PIN

Résumé. — Nous définissons une construction sur les automates finis déterministes appelée
puissance extérieure. Nous utilisons ces constructions pour donner une preuve combinatoire
élémentaire de la rationalité de la fonction zéta généralisée d’un systéme sofique.

Abstract, — We define a construction with finite déterministic automata, called external power.
These constructions are used to give a combinatorial and simple proof of the rationality of the
generalized zeta function of a sofic system.

1. INTRODUCTION

Les systemes sofiques sont des systtmes dynamiques symboliques qui
peuvent &tre définis comme 1’ensemble des étiquettes de chemins bi-infinis
d’un automate fini. Les fonctions zétas de systémes dynamiques symboliques,
introduites par Smale, permettent de compter les orbites périodiques. Elles
constituent un invariant par isomorphisme de syst¢émes dynamiques. Cet
invariant, non caractéristique, peut permettre dans certains cas de dire que
deux systémes ne sont pas isomorphes.

La fonction zéta d’un systtme dynamique symbolique S est définie par
zn

¢(S) = exp (Z an — |, ol a, est le nombre de mots du systtme dont
n

la période divise n. La rationalité de la fonction z€ta pour les systtmes
dits de type fini a été prouvé par R. Bowen et O. Lanford en [7]. La
rationalité de la fonction z&€ta d’un systéme sofique a été établie en [11]
par A. Manning, avec un algorithme de calcul. En [6], R. Bowen donne

(*) Regu en novembre 1989; accepté en novembre 1994.
(1) Institut Blaise Pascal, Université Paris-VTI, 2, place Jussieu, 75251 Paris Cedex 05, France.
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86 M.-P. BEAL

une autre expression rationnelle pour la fonction z€ta d’un systéme sofique
conduisant a un algorithme de calcul amélioré. (L.a preuve ne figure pas
en [6].) La rationalit€ de la fonction z&ta d’un systéme sofique a également
été établie en [5] avec une preuve qui s’adapte a la fonction z€ta généralisée
d’un langage cylique.

Nous donnons ici une preuve de la rationalité de la fonction zéta d’un
systeme sofique qui conduit a la formule donnée en [6]. La preuve est
combinatoire et beaucoup plus élémentaire que celle donnée en [5]. Elle ne
s’adapte pas au cas des langages cycliques mais elle est établie ici pour la
fonction zé€ta généralisée.

Nous définissons pour cela une nouvelle construction sur les automates finis
appelée puissance extérieure d’un automate déterministe. Cette construction
peut étre utilisée, (hormis le calcul de la fonction z€ta), pour tester si un
automate déterministe est apériodique.

L’article est organisé de la facon suivante. Nous définissons tout d’abord
dans la deuxiéme section les notions de systemes sofiques, fonction z€ta et
fonction zéta généralisée. Nous définissons ensuite les automates puissances
extérieures en section 3. La section 4 comprend la preuve de la rationalité de
la fonction z&ta généralisée d’un systeme sofique et des remarques concernant
I’évaluation des déterminants qui sont utilisés pour le calcul de la fonction
z&éta. Nous proposons également, en sous-section 4.2, des simplifications de
calculs (non systématiques) qui peuvent étre mises en ceuvre en modifiant au
préalable les automates puissances extérieures. Le travail effectué a ce niveau
étant clairement non commutatif, nous établissons en sous-section 4.2.2 un
analogue non commutatif de ce résultat en utilisant les quasi-déterminants
introduits en [8] et [9] (voir aussi [10}). La section 5 montre comment
les automates puissances extérieures peuvent étre utilisés pour tester si un
automate déterministe est apériodique au sens de Schiitzenberger.

2. FONCTIONS ZETAS : DEFINITIONS
Nous définissons tout d’abord la notion de systeme sofique.

Définitions

On note A un alphabet et A* le monoide libre sur A. Un automate fini
est un couple (@, F'), ou @ est un ensemble fini d’états, F' un ensemble de
fleches étiquetées sur un alphabet A. Tous les états sont a la fois initiaux
et terminaux. Un automate est déterministe s’il existe au plus une fleche
d’étiquette donnée sortant d’un état donné. Si un automate déterministe
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PUISSANCE EXTERIEURE D’UN AUTOMATE DETERMINISTE... 87

admet une fleche d’étiquette a sortant de p, on note 1’état d’arrivée de cette
fleche p - a. La notation se généralise a2 un mot u : s’il existe un chemin
d’étiquette u d’origine p, on note p - u I’état d’arrivée de cet unique chemin.

On appelle systeme sofique 1’ensemble des mots bi-infinis (suites de lettres
de A indexées dans Z), qui sont les étiquettes des chemins bi-infinis d’un
automate fini. On dit que I’automate reconnait le systtme sofique. Le systeme
admet un automate déterministe le reconnaissant. Le systéme est dit de type
fini si cet automate peut étre choisi local, c’est-a-dire n’admettant pas deux
cycles distincts de méme étiquette. On note ¢ le décalage a droite sur les mots
bi-infinis, c’est-a-dire 1’application de A% dans A% qui & (an)nez associe
(an+1)nez. Un systtme sofique est invariant par décalage. Deux systémes
sofiques S et T sont dits conjugués s’il existe une bijection bi-continue 1)
de S sur T, qui commute avec les décalages, c’est-a-dire telle que, pour tout
mot w de S, on a ¢ (¢ (w)) = ¢ (¢ (w)). Un mot bi-infini w est périodique
de période k si et seulement si k£ est plus petit entier strictement positif tel
que o® (w) = w. L’image par une conjugaison d’un mot de période k est
encore un mot période k. Les cardinaux des ensembles de mots de période
k, pour tous les entiers k, constituent donc un invariant par conjugaison pour
les systemes sofiques. La fonction z€&ta permet de calculer cet invariant.

Nous donnons maintenant les définitions des fonctions zétas.

Définitions

Si A un alphabet fini, on note Z ( A) (respectivement Z ({ A))) I’algébre
des polynomes non commutatifs (respectivement des séries formelles non
commutatives) a coefficients dans Z sur I’alphabet A. Un polynéme de Z ( A )
est une application de A* dans Z, nulle sauf pour un nombre fini de mots
de A*. Par exemple 2 ab — 3 ba est un polynébme de Z (A ), ot A = {a, b}.
Une série formelle de Z ({ A)) est une application de A* dans Z.

On note ¢ les projections de Z (( A)) dans Z[[A]] et de Z{A) dans
Z[A], les homomorphismes d’algbres naturels, ot Z[[A]] désigne les
séries formelles commutatives sur Z en les variables a de A, et Z[A]
désigne les polyndmes commutatifs en les variables ¢ de A. Par exemple
@ (2ab — 3ba) = —ab.
~ On note 6 les morphismes de Z [[A]] dans Z [[z]] et de Z [A] dans Z 2]
définis par 0 (a) = 2, pour toute lettre a de A.

Etant donné un langage L de mots finis, on note L la série de Z ({ A))
caractéristique de L, qui s’écrit :

L:Z'w.

weL
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88 M.-P. BEAL

La série L se décompose en :
L=> L,
n>0
ou L, est la partic homogene de degré n de L.

On appelle fonction zéta généralisée d’un langage de mots finis L sur un
alphabet A, la série commutative suivante :

Z (L) = exp (2 ‘P—%n—)>

La fonction zéta d’un langage de mots finis L sur un alphabet A, est alors

la série suivante :
¢(L) =6(Z(L)).

On définit maintenant la notion de fonction z&ta d’un systéme sofique.

Définitions
Soit S un systeme sofique. Si n est un entier strictement positif, on note
Sy, I’ensemble des mots de S dont la période divise n. On a donc :

Sp={weS/o"(w)=w}.
On appelle fonction zéta du systéme S la fonction ¢ définie par :
— an n
((S)—exp(z —z )
n>0

avec

an = card (Sp).
On associe a tout systeme sofique S le langage, noté M, des mots finis u
tels que le mot bi-infini défini par w = (an)nez, avec u = a1 ... ap, Ol
p > 1, et 0P (w) = w, est dans S. On associe ainsi & chaque mot w de S

un mot de longueur p de M. Cette correspondance est bijective de S, dans
I’ensemble des mots de longueur p de M.

Si on appelle fonction zéta généralisée d’un systéme sofique S la série
commutative :

2(5) = 2M) = exp (3 £2a)),

n>1
on a bien ¢ (S) = 6(Z (M)).
Deux systemes sofiques conjugués S et T' vérifient toujours

card (Sy,) = card (T,,),

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



PUISSANCE EXTERIEURE D’UN AUTOMATE DETERMINISTE... 89

ceci pour tout entier strictement positif n. Cette condition est aussi
équivalente a 1’égalité, pour tout n, des cardinaux de leurs ensembles de
mots périodiques de période n. Deux systeémes sofiques conjugués ont donc
méme fonction (.

3. AUTOMATES PUISSANCES EXTERIEURES

Avant de montrer comment on peut calculer la fonction zéta généralisée
et la fonction zé€ta d’un systtme sofique, nous introduisons une nouvelle
construction sur les automates finis. La construction produit, a partir d’un
automate fini déterministe A = (Q, F') étiqueté sur un alphabet A, des
automates finis, appelés puissances extérieures de 1’automate A, qui sont
étiquetés sur ’alphabet { +1, —1} x A(C Z(A)). La définition de ces
automates est la suivante :

Définitions

Soit A un automate fini déterministe (@, F') sur un alphabet fini A. On
numérote les états de Aet Q@ = {1, 2, ..., n}. Soit k un entier strictement
positif. On appelle automate puissance extérieure d’ordre k de 1’automate
déterministe A, 1’automate fini (Q’, F') sur I’alphabet {+1, —1} x A,
avec Q' = {(i1, 12, ..., %k)1<i,<ip<--<ir<n }- 1l existe une flecche de
(41, @2, ..., ix) vers (41, j2, .- ., jx) d’étiquette +a si et seulement si, pour
tout [ tel que 1 <[ < k, il existe dans .A une fleche d’origine ¢; d’étiquette
aet (41, ..., jx) se déduit de (71 - a, ..., ix - @) par une permutation paire.
Il existe une fleche de (i1, 42, ..., i) vers (41, j2, -- ., jk) d’étiquette —a
si et seulement si, pour tout / tel que 1 < [ < k, il existe dans .4 une fleche
d’origine ¢; d’étiquette a et (41, ..., ji) se déduit de (i1 - a, ..., ix - a) par
une permutation impaire. En identifiant +a a a, on obtient que I’automate
puissance extérieure d’ordre 1 de A est I’automate .4 lui-méme.

Exemple 3.1. : Soit S le systéme sofique reconnu par ’automate de la
figure 1.

Les automates puissances extérieures d’ordre 1 et 2 sont donnés
respectivement sur les figures 2 et 3.

Nous définissons maintenant des matrices associées aux automates
puissances extérieures.
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90 ' M.-P. BEAL

Figure 1. - Automate A.

Fig. 2 Fig. 3

Figure 2. - Puissance d’ordre 2.
Figure 3. - Puissance d’ordre 3.

Définitions
On appelle matrice associée a un automate 7, étiqueté dans Z ( A), la

matrice carrée de Z ( A)? %@ qui admet comme coefficient d’indice (p, ¢)
la somme (dans Z ( A)) des étiquettes des fleches d’origine p et d’arrivée q.

On étend le morphisme ¢ de Z { A), (qui rend commutatif le produit des
lettres), dans Z[A] 2 un morphisme, encore noté ¢ de Z( A)?* 9 dans
VAV ARES

Exemple 3.2. : On note P; (respectivement P, et P3) la matrice associée
4 l'automate puissance extérieure d’ordre 1 (respectivement 2 et 3) de
I’automate A de la figure 1. Ces matrices sont les suivantes :

b a O —-a 0 O
Po=1]a 0 ¢ PP=10 0 a Py = [—al.
d 0 a 0 a O

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



PUISSANCE EXTERIEURE D'UN AUTOMATE DETERMINISTE... 91

Le nom puissance extérieure a ét€ choisi par analogie avec 1’algébre
extérieure. Le lien est le suivant : on note V' I’algeébre de dimension card (Q)
sur Z [A] et A¥ (V) les puissances extérieures k-itme de V. Les matrices
P; se décomposent en Z aP; 4, ou P; , est obtenue a partir de P; en

a€A
effagant les lettres autres que a et en mettant a en facteur. La matrice Py ,

est la matrice de endomorphisme u, dans une base (e, ..., e,) de V, on
uq (€;) = €; - a. La matrice P; , est alors la matrice de Ak (uq) dans la base
de A* (V) formées des e, N Ahe, 1< < < <.

4. CALCUL DE LA FONCTION ZETA

4.1. Calcul pour les systéemes sofiques

La proposition qui suit assure que la fonction zéta et la fonction zéta
généralisée d’un systéme sofique S sont des fonctions rationnelles et donne
une méthode pour les calculer effectivement a 1’aide des automates puissances
extérieures. Il en résulte que Z (S) et ¢ (S) sont bien des séries a coefficients
dans Z.

ProposITION 4.1 : Soit S un systéme sofique reconnu par un automate
déterministe A a n états. Pour tout entier i compris entre 1 et n, on note P;
la matrice associée a I’automate puissance extérieure d’ordre i de A, et Q;
son image commutative par @. Les fonctions zéta de S sont alors :

Z(8)= ﬁ (det (I — Q)Y
i=1

¢(8) = [ (det (T - 6 (@),
=1

2

ou I est la matrice identité de méme taille que Q;.

Démonstration : On note 7; 1’automate puissance d’ordre 7, 1 < 1 < m,
de matrice associée F;. On note tr la trace d’une matrice a coefficients dans
Z(A), ou Z[A], (la trace est la somme des éléments diagonaux), et on note
det le déterminant d’une matrice a coefficients dans Z [A]. La deuxiéme
formule résulte de la définition de 6 et on va donc montrer la formule pour

la fonction zéta généralisée. D’apres les définitions de la section 2, on a :

Z(S) = exp (Z %)

k>1

vol. 29, n°® 2, 1995



92 M.-P. BEAL

On va montrer que :
n

M = Z (-1 (PF).
=1
Le langage M est tout d’abord l’ensemble des mots w qui agissent
dans I’automate initial A comme une permutation d’un ensemble d’états

{p1, p2, ---, pr}, Cc’est-a-dire tels qu'il existe un ensemble d’états
E = {p1, p2, --., pr }(les p; étant distincts), tel p - u soit défini pour
tout p de E, et E = {p1-u, p2 - U, ..., pr - u}.

Soit » un tel mot de longueur k. On suppose que u agit dans .A comme
une permutation 7, de £ = {p1, p2, ..., pr }, et que E est maximal pour
cette propriété. Nous allons montrer que u apparait avec le coefficient 1 dans

i (1)t (PF).
i=1

Le coefficient de u dans tr (PF) est tr (IL;), pour 1 < 4 < 7, et O pour
r < i < n, ou II; est la matrice de méme taille que P;, a coefficients
dans Z, et définie comme suit. Le coefficient d’indice ((k1, k2,..., ki),
(i, l2, ..., 1)) de II; est 1 si et seulement si ki, kg, ..., k; sont
dans E et (my (k1), mu (k2), ..., mu (ki)) est une permutation paire de
(i, lg,..., 4). Il est —1 si et seulement si ki, ka,..., k; sont dans
E et (my(k1), my(k2), ..., ™y (ki)) est une permutation impaire de
(l1, l2,..., &;). 11 est nul dans les autres cas. On note aussi II la matrice
d’ordre r qui représente la permutation 7, : son coefficient d’indice (p, q)
est 1 si et seulement-si 7, (p) = gq.

Si IT est la matrice de ,, dans la base (ej, ..., e,), on remarque que II;
est par définition la matrice de A*(m,) dans la base formée des

€y N N€j 1<ji<<ja<re

n n
Le coefficient de u dans Z (—=1)**! tr (PF) est donc Z (=1)"1 tr (I1;).
=1 =1
Soient A1, Az, ..., Ar les valeurs propres de II. Un résultat d’algebre
extérieure €lémentaire assure alors que les valeurs propres de II; sont les
produits A, Aj, ... Aj 1<), <o <<
r r
1 : ‘
DY) (e (A () = D (1) > Ay Ajy - AL
=1 =1 1<5:1<f2<-<g; <r
Soit x (z) = 2" +ar—1 "~} +-- -+ a1 = + ag le polyndéme caractéristique
de I1. La somme ci-dessus s’écrit encore, de part la définition des coefficients

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications
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d’un polyndme caractéristique : —a,—1 —@r—2—---—a1—ap = 1—x(1). Or
II est une matrice de permutation. Elle admet donc la valeur propre 1 et donc
X (1) est nul. La somme ci-dessus est donc égale a 1. On a donc prouvé que :

n
M =3 (1" (PF).
=1
On en déduit que :
n

e M= (1)t (p(P)F) =3 (-1)"* tr (QF).
On a donc

2(8) = exp (k>0 ( 3 (-1 b (QF),

= 1

-ee (G0 e(ZGE)

k>0

Z(5) = exp (z (~1) tr (log (I — @1))),

=1

H exp (tr ((— 1)Z log (1 — Qi))),

l_
et en utilisant la formule de Jacobi qui dit que pour toute matrice carrée P
on a exp (tr (P)) = det (exp (P)), on obtient que :
n

2 (8) = ]] (det (1 - @)=V,
i=1
ce qui acheve la preuve. O

Exemple 4.1 : On poursuit le méme exemple que précédemment. On trouve :

1-b —a O
det(I-Q1)=|—-a 1 —c |=1-a—-b—aa+ab+aaa — acd
-d 0 1-a
14a¢ 0 O
det(I-Q2)=1| 0 1 —a|=014a)(1-aa)
0 -a 1

det(I-Q3)= |14+a|] =1+a

vol. 29, n° 2, 1995



94 M.-P. BEAL

D’ou 1 )
— aa
Z(S) =
(%) l1—a—b—aa+ ab+ aaa — acd
(=172
T 1-22

En pratique, le calcul de la seule fonction ( se fait a partir des déterminants

det (I — 6(Qi))-

4.2. Calcul des déterminants et quasi-déterminants
4.2.1. Calcul des déterminants

Le calcul des déterminants peut &tre amélioré dans certains cas par des
transformations sur les automates. On utilise une identité sur les déterminants,
qui date des années 1850, connue sous le nom d’identité¢ de Sylvester. Cette
formule peut étre utilisée pour les calculs de capacité de canaux contraints
et ici pour calculer la fonction zéta.

Soient 7 un automate étiqueté dans Z ( A) et T 1'image commutative de
sa matrice de transitions associée. Soit maintenant un état p de 7 qui est
I’arrivée de 7 fleches f1, ..., fr d’étiquettes respectives zj, ..., Z,, €t qui
est I'origine de s fleches g1, ..., gs, d’étiquettes respectives 1, ..., ¥s. On
suppose qu’aucune de ces fleches n’admet une origine égale a son arrivée
(qui serait p). On construit un nouvel automate en supprimant p et en
remplacant chaque fleche f; entrant sur p par m fleches d’origine, 1’origine
de f;, d’arrivées, les arrivées de g1, ..., gs, et d’étiquettes respectives
Ti Y1, -+, Ti Ys- On note ce nouvel automate 7’ de matrice de transition
T' (voir fig. 4 et 5).

Fig. 4 Fig. 5

Figure 4. - Automate 7.
Figure 5. — Automate 7'.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications
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ProOPOSITION 4.2 : Avec les notations ci-dessus, on a
det (I —T) =det (I —T").

Démonstration : Soit A = (a;j)1<;, j<n Une matrice carrée de taille n. on
considére la matrice M suivante de taille n + 1 :

Soit B = (aij)1<i, j<n la matrice de taille n définie par
-1
bij = ayj — 27 Y.
Nous allons montrer que si z est inversible, alors

det (M) = zdet (B). 1)

On utilise tout d’abord I'identité de Sylvester suivante, qui dit que pour
tout z inversible :

1 ai;  Tj
det (M) = ——5 det ((sij = v ) ),
2 Y7 2 1/1<i,i<n
a1 %1 aln  T1
1 Y1 z Y z
det (M) = ——| :
anl Tn Gnn  Tn
n z Yn z

On a également (en factorisant préalablement z dans la derniere colonne
de M):

a1l 1 271 aln I 271
Y1 1 Y1 1
det (M) ==z : :
ani ZIn 2z 1 Gnn ZTn 271
1 1 Un 1
N
D’ou 1 1
a1 —Tiz "Y1 - QAQin —ZT1Z " Yn
det(M)=z2lag —ziz7 1 -+ ain—iz tyn
—1 -1
Gpl —ZTp2 "Y1 -+ OGnn —TnZ ~Yn

vol. 29, n°® 2, 1995



96 M.-P. BEAL

On a donc prouvé (1) pour tout z inversible.

Pour démontrer la proposition, on suppose aprés renumérotation des états
que T an+1 états, T' = (ij)1<i, j<n+1 €t p est I’état de numéro n+1. On a,
avec les hypothéses de I’énoncé et en notant y; = ¢(,41); €t Ti = & (ny1) :

1—t11 ... —=t1; ... —t1n —-I
det (I——T)——— —?il 1——.tu‘ ~tin —:’L’i
—tp1 ... —tpi ... 1—tp, —xn
-1 oo =Y . —Yn 1
On applique le résultat (1) avec z = 1. On obtient que :
1-(tu+ziy1) - —(in+219n)
det (I - T) = : : :
_(tnl + zp yl) R (tnn +«'L'nyn)

Dot det (I = T) =det(I —T"). O

On peut ensuite ité€rérer la transformation sur les automates pour simplifier
éventuellement le calcul d’un déterminant.

Nous allons donner comme application le calcul de la fonction zéta
généralisée de I’exemple précédent.
Exemple 4.2 : L’automate A de la figure 1 est transformé en I’automate .4’
de la figure 6. L’automate puissance extérieure d’ordre 2 de A est transformé

en ’automate B de la figure 7. L’automate puissance d’ordre 3 est inchangé
(fig. 8). On le note ici C.

On note respectivement les matrices associées A, B, et C. On a cette fois :
1-(b+aa) —ac

—d l-a
Notons que l’on peut ici a nouveau appliquer le résultat donné par

I’équation (1) en prenant comme état p 1’état 3 et avec cette fois z = (1 —a).
On obtient que :

det I -Q1)=(1—-a)(1—(b+aa+ac(a*)d))
=1—a—b-aa+ab+ aaa — acd,

det (I ~ Q1) =det (I — A) =

car a* est I'inverse de (1 — a). Les autres déterminants sont :

14+a 0

det (I — Q) =det(I — B) = 0 1— aa

=(1+4+a)(1-aa)

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



PUISSANCE EXTERIEURE D’UN AUTOMATE DETERMINISTE... 97

b+aa

Fig. 6 Fig. 7 Fig. 8
Figure 6. - Automate A’.
Figure 7.- Automate 5.
Figure 8. - Automate C.

det(I —Q3)=det(I-C)=|14+a| =1+4+a

La transformation des automates a donc permis de réduire la taille des

N

déterminants a calculer.
4.2.2. Digression sur les quasi-détermiants

Nous allons donner une version non-commutative et plus générale du
résultat obtenu dans la sous-section qui précede. La notion non-commutative
de déterminant est celle de quasi-déterminant introduite en [8] et [9]. Nous
renvoyons a [8] et [10] pour une présentation des quasi-déterminants. Nous
utilisons les mémes définitions et notations.

On note ici 1’alphabet A. On plonge tout d’abord ’algébre sur laquelle
on travaillait jusqu’ici, Z (( A')), dans un corps appelé le corps libre sur A.
Une matrice générique A = (aij)1<i, j<n, O a;; € A, est inversible dans
les matrices a coefficients dans le corps libre.

400

L’étoile d’une matrice A* est la série z A'. L’interprétation usuelle en
théorie des automates est la suivante : 2s.YOA est la matrice de transition
d’un automate fini, A:fj est la somme des mots étiquettes d’un chemin de
|’automate allant de 1’état  a 1’état j. La matrice A* est I'inverse de (I — A),
ou I est I'identit¢ de méme taille que A.

Etant donnée une matrice générique A = (aij)1<i,j<n, OD note le
quasi-déterminant d’ordre pq par |Alpq et on le définit récursivement par :

-1
|Alpg = apq — Z aplepqlij Gigs
i#p, J#q

oll AP? est la matrice obtenue en supprimant de A la ligne d’indice p et la
colonne d’indice ¢. Le quasi-déterminant d’ordre (1, 1) de la matrice (a) est
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d’autre part a. On note aussi le quasi-déterminant d’ordre pq par :

all ... alq ... aln
Al = | @1 (@]
anl ... aﬂq ... aﬂﬂ

Pour n = 2 par exemple, il y a quatre quasi-déterminants qui sont :

— -1 = o1
= a1 — Q12892 Q21 = Q12 — Q1189 Q22 ,

Q21 Qa22 a2y Q22
ay1 Gy | as ana_la ayy Q2 | az — @ la_la
=az1 — 11 = — a2 12-
a2 12T Vag [ax u

Le déterminant classique peut s’exprimer en fonction des quasi-déterminants
de la facon suivante :

Q2n

ay Q2 - Qin iz - Qn

A1 Q22 - Q2n Aoy Aoy - Qop
Apl Gn2 “°° Opn Anl Gn2 - Gnn Gn2 "7 Gnn

Le théoréme de Sylvester admet alors la version non-commutative suivante
établie en [8] (voir aussi [10]).

THEOREME 4.3 : Soit A une matrice générique d’ordre n et soient P, ()
deux sous-ensembles de {1, . n} de cardinal k. On désigne par P le
complémentaire de P dans {1 .,m}. Pour i € P et j € Q, on pose
bij = |Apu{i},Qu{j}lij- On construit la matrice B = (bij)icp, jeq d ordre
n — k. On a alors pour tout | € P et tour m € Q :

IAllm = lBllm‘

On obtient ainsi en prenant P = Q = {n}etl=m=1:

a1y Ain Qin l
ctt Qin QGny Gnn Qn(n—1) Onn

Qnl Gnn

Ani """ Gnn U(rn-1)(n-1)[ Cn-1)n

QAn(n—1) QOnn
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Il est noté en [10] que cette formule permet un calcul récursif en temps
cubique des déterminants et quasi-déterminants. Elle permet aussi un calcul
parallele.

Le résultat analogue a celui de la section précédente est le suivant :

Soient 7 un automate a n états étiqueté dans le corps libre sur A et T
sa matrice de transitions associée. Soit maintenant un état p de 7 qui est
Parrivée de r fleches fi,..., fr d’étiquettes respectives i, ..., Z,, €t qui
est origine des fleches g1, ..., gs, d’étiquettes respectives yi1, ..., ys. On
suppose qu’aucune de ces fleches n’admet une origine égale a son arrivée
(qui serait p), et que p admet une fleche bouclée d’étiquette z. On construit
un nouvel automate en supprimant p et en remplacant chaque fleche f;
entrant sur p par m fleches d’origine, 1’origine de f;, d’arrivées, les arrivées
de ¢1, ..., gs, et d’étiquettes respectives x; 2* y1, ..., z; 25 ys. On note ce
nouvel automate 7' de matrice de transition 7" (voir fig. 9 et 10).

PROPOSITION 4.4 : Avec les notations ci-dessus, ona |I —T|qq = |I—T'|4q
pour tout état q distinct de p.

Démonstration : On peut sans perte de généralit€ sur ce qui va suivre
supposer que ¢ = 1 et p = n (sinon on appliquera le théoréme de Sylvester
avec P = @ = {p} etl =m = q). On note T = (t;j)1<i, j<n. On a
Ti = tin, Yj = tnj €t 2 = tpp. On a tout d’abord d’apres (2),

T [ |l

—tnl 1- trm. —tn(n—l) 1-— tnn

=T}y = : :
—tn-1)n ‘ l 1 —tm-1)(n—1)| —tn-1)n
—tn1 1—nn _tn(n—l) 1- tnn
D,Oil I - Tlu =
[ 1= (tuttimtiten) | - L= (s + tintintae-n)
1= (tn-1y1 + tintpntnn—y)) - 1= (En-1)n=1) + tn-)ntrntnn-1))

ce qui acheve la preuve. [

Le résultat sur les quasi-déterminants permet de retrouver celui sur les
déterminants utilisé dans la section précédente.
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Fig. 9 Fig. 10

Figure 9. — Automate 7.
Figure 10. — Automate transformé 7".

En appliquant la transformation plusieurs fois, on obtient alors, si p est
un état de I’automate 7, supposé non-ambigu, et si X, désigne la série des
étiquettes des chemins simples allant de I’état g a I’état ¢ (un chemin simple
de g & g ne passe pas par g en dehors de ses extrémités) :

ProposiTioN 4.5 : |[I = Tlpp =1~ X,

Les coefficients (X ,)* sont aussi les coefficients d’indice (g, q) de T™.
Exemple 4.3 : On considére 1’automate de la figure 11.
On obtient :

I —Thi =1 (a+bc*d)
et
|[I —Tl22 =1~ (c+da*d).

Ce résultat généralise la proposition 2.1 p. 382 de [3] obtenue lorsque

X,, est un code fini.

PP

d
Figure 11. - Automate 7.
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4.3. Calcul pour les systemes de type fini

Nous revenons a la fonction z€ta qui admet une expression plus simple
pour les systémes dits de type fini. Les systtmes de type fini sont des
systémes sofiques particuliers et leur fonction z€ta se calcule donc avec les
formules de la section précédente. Dans ce cas, il n’y a cependant qu'un
seul déterminant & calculer. En effet, un systtme de type fini peut &tre
reconnu par un automate fini déterministe local. Un automate local admet
au plus un cycle d’étiquette donnée. Les automates puissances extérieures
d’ordre r strictement plus grand que 1 n’ont donc pas de fleches. La fonction
z€ta généralisée de S de type fini est donc I'inverse de det (I — @), ol
Q@ est la projection commutative de la matrice de transition généralisée de
I’automate local.

On peut montrer ce résultat directement plus simplement (voir [7]), et la
formule est encore vraie méme si I’automate initial n’est pas déterministe.

4.4. Remarques

On a montré dans la section 3 que la fonction z&ta généralisée d’un langage
de mots finis M, obtenu comme étant 1’ensemble des mots qui stabilisent un
ensemble d’états d’un automate fini déterministe [type (*)], est rationnelle.
Ce résultat est étendu en [5] aux langages dits cycliques, mais la preuve
ci-dessus ne permet pas cette extension.

Un langage de mots finis L est cyclique si et seulement si il vérifie les
deux propriétés suivantes :

euv € L & vu €L
suel & (u el Vn<l)

Un langage M du type (*) ci-dessus est cyclique mais I'inverse n’est pas
vrai. Le langage { a, b }* — b* fournit un contre-exemple. La preuve donnée
dans cet article s’adapte néanmoins a ce cas car ce langage s’écrit comme
la différence de deux langages M — M’', ot M’ C M et M et M’ sont
du type (*).

La fonction ¢ n’est pas un invariant caractéristique pour la conjugaison de
deux systemes sofiques (la décidabilité de la conjugaison est un probléme
ouvert). Il existe des systémes sofiques qui admettent méme fonction ¢ et
ne sont pas conjugués (voir par exemple [2]).
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5. TEST D’APERIODICITE

Nous mentionnons ici une autre application des automates puissances
extérieures. Ces automates permettent de tester si un automate fini
déterministe est apériodique.

Définition
Soit A un automate déterministe. On dit que A est apériodique si et
seulement si pour tout mot u et tout état p on a :

Vn>1, ((p-u"=p) = (p-u=Dp)).

Le résultat est le suivant :

PROPOSITION 5.1 : L’automate A est apériodique si et seulement si tous ses
automates puissances extérieures n’admettent que des cycles ayant un nombre
pair de fleches d’étiquettes négatives. Il suffit de vérifier cette propriété sur
les cycles simples des automates puissances extérieures d’ordres supérieurs
ou égaux a 2.

La preuve découle des définitions des automates puissances extérieures.
Un systeme sofique est transitif s’il admet une automate de graphe fortement
connexe le reconnaissant. De tels systtmes admettent un unique automate
minimal déterministe. On peut montrer qu’un systéme sofique transitif est
apériodique (au sens de Schiitzenberger), si et seulement si son automate
minimal est apériodique. On peut donc tester 1’apériodicité d’un systeme
sofique a ’aide des automates puissances extérieures.
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