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CONGESTION OPTIMALE DU PLONGEMENT
DE L'HYPERCUBE H (n) DANS LA CHAINE P (2") (*)

par A. BeL Hara (1)

Communiqué par R. Cori

Résumé. — Un plongement d’un graphe G dans un graphe H est donné par une application
injective f des sommets de G vers les sommets de H et un routage p qui associe & chaque aréte (u, v)

Parmi les paramétres qui permettent de mesurer [efficacité du plongement, il y a la congestion
et la dilatation. La congestion est le nombre de chaines passant par une aréte (la charge d'un lien
de communication), la dilatation est la distance maximale entre les images par f de deux sommets
adjacents de G (dans le cas ou p est un routage de plus court chemin).

Dans cet article, on s’intéresse au plongement de I’hypercube H (n) dans la chaine, qui minimise
la congestion, et on montre que la valeur de cette congestion est

cong (H(n), P(2")=1/3x (2"** =2+ (nmodulo 2)).

On termine cet article par une conjecture sur la valeur de la congestion pour le plongement de
Uhypercube H(n) dans le cycle C(2") :

cong (H (n), C(2")=1/3 x (5 x 2"~ 2~ 2+ (nmodulo 2)).

Abstract. — An embedding f of a guest graph G, into a host graph H, is a one-to-one mapping
from each node i in G to a unigue node f (i) in H, and from each edge(i, j) in G to a path in H
starting at node f (i) and ending at node f (j). The congestion of f is the maximum number of
times any edge of H is used by edges of G. The minimum congestion, over all embeddings, is
called the congestion of G into H, and denoted by cong (G, H).

In this paper, we consider the problem of optimally embedding the vertices of hypercube
graphe H (n), in the vertices of a line P(2"), in order to minimize the congestion; and we show
that

cong(H(n), P(2")=1/3x(2"*! =2+ (nmodulo 2)).

(*) Regu en novembre 1992; accepté en février 1993.
() LaBRI, Université Bordeaux-I, 351, cours de La Libération, 33405 Talence Cedex, e-mail :
belhala@geocub.greco-prog.fr.
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466 A. BEL HALA

Finally, we conjecture that the value of optimal congestion for embedding hypercube H (n) into
cycle C(2%) is

cong (H (n), C(2™)=1/3 % (5% 2"~ 2—2 + (nmodulo 2)).

1. INTRODUCTION

Le choix du placement d’un programme distribué composé de n processus
communicants sur une architecture distribuée possédant p processeurs peut
étre partiellement représenté par la recherche de toutes les applications de
I’ensemble des processus dans I’ensemble des processeurs. L’acheminement
de messages entre sites non voisins nécessite Iutilisation d’une fonction de
routage. Une telle fonction définit le choix des chemins entre sites non voisins
dans le réseau de communication.

Si on suppose qu’un processus ne requiert pas plus d’un processeur pour
son exécution, il y a théoriquement p” cas a étudier. L’étude de tous ces cas
et méme leur énumération ne peuvent étre envisagées dans la plupart des cas
réels. Le probléme est de trouver parmi ces p” cas, un meilleur placement.

En théorie des graphes ce probléme porte le nom de plongement de graphes.
On représente les n processus par un graphe G non orienté, ou les sommets
représentent les processus et il y a une aréte entre deux processus s’ils
communiquent entre eux. De la méme maniére I’architecture des processeurs
est représentée par un graphe non orienté H, ou les sommets sont les proces-
seurs et une aréte entre deux sommets s’il y a un lien physique entre les deux
processeurs qui lui sont associés.

La théorie du plongement des graphes a pris une grande importance ces
derniéres années (pour un résumé, voir [11, 12]). Parmi les applications de la
théorie des plongements, il y a ’émulation d’une architecture par une autre
architecture d’une manicre efficace (la possibilité pour un réseau d’interconne-
xion de pouvoir simuler efficacement un programme écrit pour une autre
architecture). Le cas particulier du plongement d’un graphe G dans une
chaine (i.e. étiquetage des sommets de G par des entiers) est un probléme
important (voir {2, 3, 4, 10]). Dans ce cas, la congestion et la dilatation sont
appelées respectivement cutwidth et bandwidth. Ce cas est intéressant dans la
théorie de plongement de graphes dans la grille (voir [1, 3]). Leighton, Maggo
et Rao montrent dans [9] que si un graphe G peut étre plongé dans un
graphe H avec une dilatation D et une congestion C, alors I’architecture H
peut simuler 7 étapes d’un algorithme modélisé par Parchitecture G en
O(C+ D) T étapes. Le probléme revient donc a trouver un plongement qui
minimise ce facteur (congestion + dilatation).
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Or dans la plupart des travaux sur les plongements, les auteurs cherchent
surtout un plongement qui permet de minimiser la dilatation, ensuite ils
calculent la congestion associée a ce plongement. Ce qui donne dans beaucoup
de cas une congestion assez grande et par conséquent une mauvaise valeur
du facteur (congestion + dilatation).

Comme le probléme de la recherche d’un plongement, minimisant le facteur
(congestion + dilatation) est assez difficile, on propose dans cet article, de
chercher un plongement qui minimise la congestion (plongement a congestion
optimale), calculer la dilatation associée a ce plongement, et enfin comparer
le facteur obtenu (congestion+ dilatation) avec celui du plongement mini-
misant la dilatation (plongement a dilatation optimale). Ceci nous permet de
savoir lequel de ces deux plongements est meilleur.

L’hypercube est une architecture parmi les plus populaires; de nombreuses
machines commercialisées sont de ce type; on peut prendre comme exemple
les machines iPSC d’Intel et du nCube.

Dans cet article, on s’intéresse au plongement a congestion optimale de
I’hypercube H(n) dans la chaine P(2"). Ensuite, on calcule la valeur du
facteur (C+ D) (congestion + dilatation) pour deux plongements de I’hypercube
dans la chaine (le plongement & congestion optimale et le plongement de
Harper [6] a dilatation optimale) ce qui nous permet de savoir lequel de ces
deux plongements est le mieux adapté pour une émulation efficace de ’hyper-
cube par la chaine.

Connaissant le facteur (C+ D) pour ce plongement, on peut donc majorer
par ce facteur, le facteur (C+ D) pour tout plongement de I’hypercube dans
un graphe contenant une chaine hamiltonienne. Dans [7], les auteurs montrent
que pour certains graphes, la dilatation dans la chaine est la méme que celle
dans le cycle, ’hypercube faisant partie de ces graphes. Connaissant donc la
dilatation dans le cycle et sachant que la congestion dans le cycle est majorée
par la congestion dans la chaine, on a donc une estimation du facteur (C+ D)
pour le plongement de ’hypercube dans le cycle.

On rappelle dans la section 2 quelques définitions de base sur les plonge-
ments. La valeur exacte de la congestion optimale est calculée dans la
section 3. Dans la section 4 on calcule la congestion du plongement de Harper
a dilatation optimale, puis on compare le facteur (C+ D) de ce plongement
avec celui du plongement a4 congestion optimale. On termine cet article par
une conjecture sur le plongement a congestion optimale de "hypercube H (n)
dans I’anneau C(2").

vol. 27, n° 5, 1993



468 A. BEL HALA

2. DEFINITIONS DE BASE

Un n-cube H(n) (i.e. hypercube de dimension n) est un graphe dont les
sommets sont les nombres de 0 4 2"— 1. Deux sommets sont connectés par
une aréte, si leurs écritures binaires différent en un seul bit. Une chalne P (n)
est le graphe (V, (), Ep () OU

Vew=1i05i<n}, Epyy={e,=(—1, i), 15i<n}.

Un plongement d’un graphe G=(V, E) dans un graphe H=(Vy, Ey) est
défini par (f, p), ou f: Vg — Vy est une application injective et p un routage
de E; — E¥ qui associe a chaque aréte(u, v) de E; une chaine dans E¥,

Par abus de langage nous désignerons le plus souvent un plongement par
le méme nom que l’application f et nous ne préciserons pas toujours le
routage p. Beaucoup de paramétres ont été définis pour mesurer Pefficacité
des plongements. Parmi ces paramétres, la dilatation du plongement,
noté dil (f), est la longueur maximum des chaines p,(u, v) associées aux
arétes (u, v). Dans le cas ou I’on considére des chaines de plus courte longueur,
la dilatation s’exprime uniquement en fonction de f,

dil (f)=max { distance (f (), f (v)):(u, v)€ Eg}.

La dilatation minimum d’un plongement de G dans H, noté dil(G, H), est le
minimum de dil (f) pris sur tous les plongements f de G dans H.

La congestion d’un plongement f d’un graphe G dans un graphe H, noté
cong (f), est le maximum, pris sur toutes les arétes e de H de c,(e), ou

cr(@=|{(u, v)eEg:eep(u, v)}|

La congestion minimum d’un plongement de G dans H, notée cong(G, H),
est le minimum de cong (f) pris sur tous les plongements f'de G dans H.

3. LA CONGESTION DU PLONGEMENT DE L’'HYPERCUBE H(n) DANS LA
CHAINE P (2"

Soit £, un plongement du n-cube H (n) dans la chaine P (2").
Soit e;=(i—1, i)€ Ep ;m, 1 £i<2"—1. La congestion de e¢; est définie par :

cs, (e)=|{(u, v)e H(n):e;ela chaine allant dé fu@a f,@)}

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications
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e;€ la chaine allant de f,(¥) a f,(v)=(f, (W), fL(W) eV, X (Vpn\ V), ou
vi={0,1,...,i—1}.

cf,,(ei)=|{u: v)e H(n), uefn—l(Vi) et v¢fn_1(Vi)}l’
ou

@) ={f7 O, ft ), ..., £, G—D}.

Soit K, ;=(V,, . E;, ) le sous-graphe engendré par V,; ;=f, ' (V;), comme
H (n) est n-régulier, alors

crled= Y (n—dg, (),

IIEme,‘

ou dy  (v) est la valeur du degré du sommet v dans le graphe K, ;. D’ou
¢, (e)=ixn—2|E, .|

| E; ;| est le nombre d’arétes du graphe K ..

THEOREME : cong (H (n), P(2")=1/3 x (2"*! =2+ (n modulo 2)).
Ce théoréme donne la valeur de la congestion optimale de ’hypercube H (n)
dans la chaine P(2"). Les étapes de la démonstration sont les suivantes :

1. On définit un plongement f, , pour lequel, on montre que la congestion
est optimale (lemme 1).

2. On calcule pour tout k, 1<k<2"—1 la valeur de la congestion c (k, n)
(corollaire 1).

3. On montre que le maximum des valeurs c(k, n) est atteint pour k=k,
{corollaire 2).

4. On calcule enfin la valeur c¢(k,, n) de ce maximum (corollaire 3), qui
est la valeur de la congestion optimale.

DerINITION 1 : Soit G=(V¢, Eg) un sous-graphe du n-cube H (n). On dit que
le graphe G est k-maximal dans H (n) ssi G a k-sommets et un nombre maximum
darétes. li.e. si G'=(Vg., Eg), sous-graphe de H(n), a k-sommets, alors
|Eg|Z|Eq|]

Construction du sous-graphe G,, k-maximal dans H (n)(1<k<2")

Si k=1, alors G, =H(0), c’est le sous-graphe de H (n) engendré par un
sommet v, de Vy .

Soit G, le sous-graphe k-maximal dans H (n) engendré par I’ensemble des
sommets V, < Vy .

vol. 27, n® §, 1993



470 A. BEL HALA

Le sous-graphe de H(n)(k+ 1)-maximal dans H(n) est le sous-graphe
engendré par V., =V, U {v1}, O0 v, est un sommet de (Vg \ V)
ayant le nombre maximum de voisins dans le graphe G,.

Cette construction est donnée par Harper dans [5].

Soit f; , un plongement de H (n) dans P(2") tel que : Vi, 1Si<2", K, ;
est i-maximal, ou K, . est le sous-graphe de H(n) engendre par f Ly,
avec

Fearn)={/3a 0, foa), ..., fSa (=D}

Un exemple de ce plongement, obtenu par ’application identité 7, est illustré
par la figure 1 ci-dessous.

Figure 1. — Plongement f, , de H(3) dans P(2%).

Dans la suite, on désigne ¢ 1., (€) Par ¢ (i, n).

Remarque 1 : (1) Un tel plongement existe, car !'identité posséde cette pro-
prieté.

Q) K o w le sous-graphe de H (n) engendré par
an V= )={foa (), foa (D), ..., fea =1}

est isomorphe a [’hypercube H(n — 1), donc tout sommet v de
Son (Vyn-0a(m—1) wvoisins dans f.} (Vyn-1) et un wvoisin dans
Vam \Sen(Vyn-1). La distance entre v=f"1(0) et son wvoisin dans
fon(Von-1) est 22" 1, donc la dilatation de f, , est 22" 1.

(3) Si f, ,=1I (identité), alors la dilatation est égale a 2"~ '. En effet, la
distance entre deux sommets de ., (Vyn-1) est <2"" 1, la distance entre un
sommet de f . (Vyn-1) et un sommet de Vi o\ f o2 (Vn-1) est égale 6 2" 1.

@ (Vi, 1ZiL2"—1) on a: c(i,n)=c(2"—i, n) [Le sous-graphe de H (n)
engendré par {fI1@), firG+1), ..., for(2"—1)} est (2"—i)—maximal
dans H (n)].

6) V1I=i=2"—1: c(i, n+1)=c(i, n)ti. En effet, si G, est i-maximal dans
H (n), alors G; est i-maximal dans H(n+1).

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications
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LeMME 1 : Soit f, un plongement de H (n) dans P (2"), alors :

(VeEEEP(Z"))9 cf,,(ei)gc(ia n).

Preuve : Pour tout e;€ Ep om, 1Si<2"—1o0nac, (e)=ixn—2|E, ;|, on
|Ef,,,i|=|{(ua 'U)GEH(n)’(“, v)efn—l(Vi) an_l(Vi)}l

avec

F)={f10, 1), .., [ G-D}
K, . i=(fc » (V). E;_ ) est i-maximal dans H (n), donc

|Ey,. il Z

E; i|=cp (e)2c, (e)=c(@n). O

DEerNiTION 2 : Soient H=(Vy, Ey) et G=V¢, Eg) deux graphes tels que
H est un sous-graphe de G (i.e. il existe une application injective f de Vy dans
Vg telle que : ((v, w)e Eg = (f (v), f(w))€Ey).

Le graphe GF H est défini par :

Veza=VeU Vg et Egzp=FEgUEgU{(, f(W), ueVy},

ou \J représente l'union disjointe.

L’exemple ci-dessous de la figure 2, donne wune illustration des
graphes H()FHQ) et HR)F H(2).

H(1) H(z) H(1) + H@)
p i i = T Z
B—& &
- HE) H(2)
B—a& B—

Figure 2. — Graphes H(1) T H(2) et H Q)F H(2).

Remarque 2 : La définition du graphe GF H dépend de I'application f. Si on
ne précise pas cette application f, le graphe G H est défini a un isomorphisme
preés.

vol. 27, n° 5, 1993



472 A. BEL HALA

PRrOPRIETE 1 : Soit Gy un sous-graphe de I'hypercube H(m) k-maximal avec
m<n.

(1) H (m) est 2™-maximal dans H (n)

(2) G, F H(m) est (k+2™)-maximal dans H (n).

Preuve : (1) D’apreés la remarque 1.1, le graphe K ,= est 2™-maximal. Or
K, ,m=H(m), donc H (m) est 2"-maximal.

(2) (par récurrence sur k).

Le graphe (k+ 2™)-maximal est construit comme suit :

— On construit d’abord le graphe G,»(2™)-maximal [d’aprés (1)
G,m= H (m)].

— On ajoute ensuite les k-sommets au graphe G, de telle fagon a ajouter
un nombre maximum d’arétes.

Sachant que les £ sommets qu’on ajoute ont au plus k voisins dans G,m= et
que G, est k-maximal, alors par définition de F, G, F H(m) est (k+2™)-
maximal dans H(n). [

PrOPRIETE 2: Soit k, k=2"1+2"2+ ... +2", n<n,<...<n,
[p,. = poids (k)=nombres de 1 dans I'écriture binaire de k). Soit le graphe G,
défini par

Gi=((.. .(Hmr)FHn)FHm)F ... )FH(np - )T H(ny)).

Pour tout n, n=k, le graphe G, =V, E,) est k-maximal dans H (n).
Preuve : La preuve se fait par récurrence sur le poids de k, p,.

=1 = k=2 = G=H(n).

La propriété est vraie d’aprés la propriété précédente.

=2 = k=2M+2" = G,=H(n)FH(n,).

Draprés la propriété 1, H (n,)F H (n,) est (2" + 2"2)-maximal.
On suppose que pour tout &k, 1 <p, </, G, est k-maximal.
Soit k, tel que p,=I+1=k=k'+2%+1, ou k'=2"+2"2+ .. +2"

D’aprés I’hypothése de récurrence G, est k'-maximal. H(n,,,) est
2"+ 1-maximal.

Donc d’apres la propriété 1, G, est k-maximal. 0O

Une illustration du graphe G,; est donnée par la figure 3 ci-aprés.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications
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B -
Gu = * *
G =
11
[ —
Gll = eansmense. 3

Figure 3. — G,,, graphe 11-maximal dans H (n).

11=20421+23,  n,=0<n,=1<n;=3 et p,=3,
donc

G =HO)FHA)FHQO).

LEMME 2 : Soit k=2"1+2"24 .. . +2%, n,<n,<...<n,  <n,.

Pour le graphe G,=(V,, E,) k-maximal dans H (n) (propriété 2), on a

Pi -1

2|E|= Y n2%+2 ¥ (p—D)2%.
i=1 i=1

Dans la suite, on définit m(G)=2| E| pour un graphe G=(V, E).

Preuve : (par récurrence sur p): p,=1=k=2", G,=H(n,), donc
mG,,)=2|EH(m |=n,2m.

D=2=k=2"+2", G, =H(n)F H (n,) (propriété 2), donc
m(G)=m(H )+ m(H (1)) +2| Vg )| =1y 2" +n,272+2.2",
On suppose que pour k=2"1+2"2+ . +2", le lemme est vériﬁé.
Soit k' tel que p,.=p,+ 1, donc G, =G F H(n,, ,,) car k' =k+2"n+1,
m(G)=m(G)+m(H(n, ) +2|Ve,|

vol. 27, n® §, 1993



474 A. BEL HALA

i=py i=pg—1 i=p,
m(Gk,)=( ¥ niZ"">+2< Y (pk—i)zni)+npk+12"l’k+l+2< 3 2,.,.).
i=1 i=1 i=1
i=p+1 i=p,—1 i=pg
mGy)= Y m2%i+2 Y (p—D2n+2 Y 2%
i=1 i=1 i=1
i=pp+1 i=px

m(G)= Y, m2%+2 Y (p+1-i)2m
i=1

i=1
D’ou le lemme. O

COROLLAIRE 1 : Soit k=2"1+2"2+ ... +2", n;<n,<...<n, | <h,.

i=py i=p—1

c(k,n)=k><n—[2n,-2"i+2 ¥ (pk“i)Z”i:I.

i=1 i=1
Preuve : Le corollaire s’obtient en remplagant dans la formule

c(k, n)=kxn—2|Eg,|, | Eg,|

par la valeur trouvée dans le lemme 2, qui est le nombre d’arétes du graphe .-
maximal dans H (n).

Dans I'exemple ci-dessous, on montre comment calculer ¢(13,4), puis on
donne les valeurs de c(k, 4), 1 k=15

Exemple : 13=2°+22+23 n,=0<n,=2<n, et p,;=3, donc

i=3 i=2

0(13,4)=13><4—[Z n2mi+2 Y (3—1')2"']=3,

c(1,H)=c(154)=4, c(24)=c(14,4)=6, c(3,4)=c(13,49)=8,
c(dd)=c(12,4)=8, c(54)=c(11,4)=10, c(6,4)=c(10,4)= 10,
c(74)=c(9,4)=10 et c(8,4)=38.

LeMME 3 : Soit k, la plus petite valeur de i pour laquelle c (i, n) est maximum
(k,=min{1=<i<2"-1:c¢(i,n)= max c(k,n)}). Alors
1<k<2"-1

k=1
k,=2""'-k, ,, Vnz2
Preuve : (par récurrence sur n) : ¢(1,1)=1, donc k; =1.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications
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4 . 6 o S om 8w 10 e 0 10 8 10 10 10 m S oor B om & rw ¢ oo

Figure 4. — c(k, 4), | <k<15.

c(1,2)=¢(2,2)=c(3,2)=2, donc k,=1. Le lemme est donc vérifi¢ pour
n=2,

Vi, 15i2"—1:¢(i, n)=c(2"—i, n), donc k,e{1,2, ..., 2" }.

c2 =1, m=c(2" ', m)+n—2.Donc Vn22,k,e{1,2, ..., 2" 1—1}.

1l suffit donc de montrer que

2" 1=k, =min{1=i<2""'~1:¢@,n)= max c(k, n)}
1gks2"-1

Supposons que pour tout m<n, k,,=2""'—k,_,.

Montrons que k,=x, ou x,=2""'—k, _,.

e Soit k, 1<k <x,

clk,n)—c(x,M)=ck,n—1)—c(x,,n—1)+(k—x,) (car k,x,e[1,2"~* —1]).

Orc(x, n—1)=c(" *—k,_;,n—1)=c(k,_, n—1), donc d’aprés I’hypo-
thése de récurrence (c(k,n—1)—c(k,_,, n—1))<0. Comme k<x,, alors
¢k, n)y<c(x,, n).

e Soit k, x,<k<2""!, Donc

c(k, n)—c(x,, =c(k, n—1)—c(x,, n—1)+k—x, (car k, x,e[1,2" 1 —1]).

ctk,y—c(x,, y=ck',n—1)—c(k,_y, n—1)—k'+k,_,, ou kK'=2""1—k
(car c(i, n—1)=c (2" ' —i, n—1)).

k>x, donc k'<k, ,=2"2?-k, ,, or k,_,e[l, 2"72—1], donc
cklyn=1)—cltk,_,n—D=ck’,n—2)—clk,_,n—2)+k'—k,_,.

D’ou ¢(k, n)—c(x,, n)=ck', n—2)—c(k,_{, n—2).

D’aprés ’hypothése de récurrence k,_,=2""2—k,_,, donc

ck',n—2)—c(k,_,, n—2)=<0.
D’ou ¢(k, n)—c(x,, n)<0.
On a donc montré que

X, =2""'=k, ,=min{1<i<2" '~1:¢(@,n)= max c(k, n)}.
1gkg2"—1

D’ou le lemme (k,=2""'—k,_,). O
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COROLLAIRE 2

n—1

kyy= Y 22=1/3(22"—1)

i=0
kons1=4"—k,,
Preuve : D’aprés le lemme 3, k,,=2>""1~k,, _, etky,,,=2""—k,,.

k2"=22"_1 —k2"_1=22"_1 _22n—-2+k2"_2.
i=n—1

(ky=1etky=ky, _,+22""2) = ky,= Y 2% (=1/3.(4"=1)).
i=0

k2n+1=22"_k2n=4"_k2n‘ O

n—1
LeMME 4 : Si k,,= Y, 2%, alors
i=0

m(Gy, )=2/3x(n—1)x(4"-1).

1/2Xm(Gy,,) est le nombre d’arétes du graphe k,,-maximal.

n—1
Preuve : ky,= Y, 2% (corollaire 2), donc d’aprés le lemme 2 :
i=0
" n—1
m(Gy)= Y 2(—1)226" D42 ¥ (n—i)226-D),
i=1 i=1
n—1

m(Gy,)=2(n— 122D 42(n—-1) Z 22(G-1)

i=1

m(Gy,)=2(m—1) Y 227D,

i=1

m(G)=2(n—1) Y 41,

i=1

D'od m(G,,,)=2/3x(n—1)@—1). O

COROLLAIRE 3
c(k, n)=1/3x2"*1 =2+ (n modulo 2)).
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Preuve : D’aprés le lemme 4, 2| E,,, |=m(G,,)=2/3%x(n—1)x(4"—1), or
c(kyp 2m)=2n%k,,—m(G,,,), donc
clkym 2m)=2nx1/3X@4"—-1)—2/3%x(n—1)(4"—1)=2/3x(4"—1).
clkyys1, 2nt+1)=c@ —k,,, 2n+1)
=c(2™—k,,, 2n)+2*"—k,,
=c(k,,, 2n)+4"—1/3(4"—1).
Dot c(kypy 1, 2n+1)=1/3%(4"*1—1). On a donc :

c(k,, n)=1/3x Q2" =24 (n modulo 2)). O
Preuve du théoréme : D’apres le lemme 1, on a

cong(H(n), P(2")= max c(i, n).

1gi<2™-1

Corollaire 3= max c(i, n)=1/3x(2"*' =2+ (n modulo 2)). D’ou le
1gig2"-1

théoréme.

4. COMPARAISON DU PLONGEMENT DE HARPER ET PLONGEMENT A CONGES-
TION OPTIMALE

Soit f;,, , le plongement de H (n) dans P (2") défini sur [0, 2"— 1] par :

fow@—D=2"—1,
f;:w(l) <.f;>w (]) Si pi<pja
oD <fo () st ((pi=p) et (i>))).

Vi, j, 0=3,j=2"—1

Ou p; représente le poids de i, c’est-a-dire le nombre de bit & 1 dans la
représentation binaire de i.

Ce plongement f,, , est appelé plongement par poids. Une illustration de
ce plongement est donnée par la figure 5 ci-apres, pour n=23.

n—1
ProposiTioN 1 (Harper [6)) : 1. La dilatation de f,,,,, est A,= Y, ( k >
k=0 \| /2|

2. Pour tout plongement f de H (n) dans P (2"), la dilatation est au moins A,
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Figure 5. — Plongement de Harper pour n=3(f,,, 3)-

Congestion du plongement f,,, ,

r
n
Pour tout r, 0<r<n, on note x, le nombre x,= Y, <>
i=0 \\!
Soit V, ={veVy,, : le poids de v, p,<r}.

Le cardinal de V, est |V, |=x,.

Soit K, le sous-graphe de I’hypercube H (n), induit par 'ensemble de
sommets £yt (V) 00 fit s (VD= { Fintn O Sk (D o i k= D)},

Ve,eBppmonac, (e)=k.n—2|E, .| o0E, ., estlensemble des
arétes du graphe K, ..

ProrosiTioN 2 : (1) Pour tout k, k=x,+1r', avec 0<r'<< _’:1> :
r

om0 (0 = ”‘2[(k'x,)(r+ 1+ Zz(’;) ]

) cOng (fyw, ) =1y, o (€rmz1 -1)=[ /2] ( I'n’;ﬂ >

Preuve : (1) L’ensemble de sommets ¥V, contient(k—x,) sommets de

poids r+1 et (n

) sommets de poids i(Vi, 0<iZr).
i

Si un sommet de £}, (V,) est de poids i, alors il a i voisins (de poids i—1)
dans le graphe K, . Dou |E;,  .|=(k-x)(r+D+} l<n>
’ ’ i=0 \!

Ol’, Cfbw’"(ek)=k.n_2|Efbw’mk 3 d’Ol:l (].).

(2) Si max ¢, (e)=cy,, ,(e,), alors m=x, ou 0<r=n.
15k=2,
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n
En effet, supposons que m=x,+r avec 0<r’ << N ),
v

cfbw,n(exr+1)= cfbw,n (em)+ (xr+1 _m) (r+ 1)>cfz,w’n(em)'

Or ¢;,, (e,)=(r+ 1)<H’f 1).

Dot cong (f,,, )= max <r+1>( ) [ ]<r /21)

O=Zrsn

ProrosiTiON 3 (Leighton [9] : Si G peut étre plongé dans H avec une dilata-
tion D et une congestion C, alors Uarchitecture H peut simuler T étapes d’'un
algorithme modélisé par ['architecture G (pour un algorithme général) en
O(C+ D) T étapes.

Pour le plongement 4 congestion optimale f, ,=7 (plongement identité),
on a la dilatation D=2""1, le facteur (C+ D) a pour valeur

(C+D)y, ,=2""1+1/3%x(2"" ' =2+ (n modulo 2)).

Pour le plongement & dilatation optimale f,,, ,, ce facteur a pour valeur

(C+D),,, =D+ n] <( /21)

L’article de Ten-Hwang Lai [8] montre que :

n n
?»,,~(|_n/2-l>~2 /2/(n).
[n/2] = (14 /2], donc <(n’/'2])~z"+1 S,
(C+D)fbw,n~2" /2/(n1t)+|-n/2] 2"t i((n+ Dm).

D’ou
(C+D),,,=0@) et (C+D), =0 jn.

Ceci montre que pour émuler ’hypercube H (n) par la chaine P (2"), le plonge-
ment a congestion optimale f, , est plus intéressant que celui de Harper a
dilatation optimale f;,, ,.

Pour tout plongement f, de H (n) dans P(2") on a
cong(f,)=1/3 % (2"*1 =2+ (n modulo 2)),
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donc cong( f,) est au moins de 'ordre Q(2"). Ce qui implique que le facteur
(C+ D), de ce plongement est minoré par O (27).

On peut dire que le plongement de I'hypercube H(n) dans un graphe
contenant une chaine hamiltonienne peut se faire de maniére a avoir
(C+D)=0(2".

5. CONCLUSION

Le but de la plupart des travaux sur les plongements est de chercher un
plongement qui permet de minimiser la dilatation, puis de calculer la conges-
tion associée a ce plongement. Ceci nous donne dans beaucoup de cas une
congestion assez grande et par conséquent une mauvaise valeur du facteur
(congestion + dilatation).

Dans cet article, nous avons calculé la valeur exacte de la congestion
optimale du plongement de I’hypercube dans la chailne (cutwidth de ’hyper-
cube) et la valeur de la congestion pour le plongement de Harper. Ceci nous
permet de voir que dans certains cas, il est plus intéressant de chercher a
minimiser la congestion plutdt que la dilatation. Cette remise en cause de
I’approche classique, dans laquelle on cherchait avant tout & minimiser la
valeur de la dilatation, méme si cela entraine une mauvaise congestion pour
le plongement, permet d’espérer de meilleurs plongements pour un grand
nombre de graphes. Par exemple, on peut espérer plonger I’hypercube dans
le graphe de De Bruijn avec une dilatation et une congestion linéaire (ce
qui serait mieux que la plongement a dilatation n/2 et une congestion de
I'ordre O (n?)). Notre résultat sur le calcul de la congestion optimale du
plongement de ’hypercube H (n) dans la chaine P (2") nous permet d’énoncer
la conjecture suivante :

La congestion optimale de I’hypercube H (n) dans I'anneau C (2") vérifie :
cong (H (n), C(2")=1/3 x (5% 2"~ 2 =2+ (n modulo 2)).

Nous avons vérifié cette conjecture pour certaines valeurs de » et cherchons
actuellement a la démontrer pour toute valeur de ».
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