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CONGESTION OPTIMALE DU PLONGEMENT
DE L'HYPERCUBE H (n) DANS LA CHAÎNE P{2n) (*)

par A. BEL HALA (*)

Communiqué par R. CoRi

Résumé. - Un plongement d'un graphe G dans un graphe H est donné par une application
injective ƒ des sommets de G vers les sommets de H et un routage p qui associe à chaque arête (M, V)
du graphe G une chaîne dans H d'extrémité initiale ƒ (w) et d'extrémité finale f (v).

Parmi les paramètres qui permettent de mesurer l'efficacité du plongement, il y a la congestion
et la dilatation. La congestion est le nombre de chaînes passant par une arête (la charge d'un lien
de communication), la dilatation est la distance maximaie entre les images par f de deux sommets
adjacents de G (dans le cas où p est un routage de plus court chemin).

Dans cet article, on s'intéresse au plongement de l'hypercube H(ri) dans la chaîne, qui minimise
la congestion, et on montre que la valeur de cette congestion est

cong (H(ri), P (2")) = 1 /3 x (2" + 1 - 2 + (n modulo 2)).

On termine cet article par une conjecture sur la valeur de la congestion pour le plongement de
l'hypercube H (ri) dans le cycle C{T) :

cong(H(n), C(2"))= 1/3 x (5 x 2n~2 -2 +(nmodulo2)).

Abstract. - An embedding ƒ of a guest graph G, into a host graph H, is a one-to-one mapping
from each node i in G to a unique node f (i) in H, andfrom each edge(i,j) in G to a path in H
starting at node f (i) and ending at node f '(ƒ). The congestion of f is the maximum number of
times any edge of H is used by edges of G. The minimum congestion, over all embeddings, is
called the congestion of G into H, and denoted by cong (G, ff).

In this paper > we consider the problem of optimally embedding the vertices of hyper cube
graphe H(ri), in the vertices of a line P(2n), in order to minimize the congestion; and we show
that

P(2"))= 1/3 x (2n + 1-2 + (nmodulo2)).

(*) Reçu en novembre 1992; accepté en février 1993.
O LaBRI, Université Bordeaux-I, 351, cours de La Libération, 33405 Talence Cedex, e-mail:

belhala@geocub.greco-prog.fr.
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466 A. BEL HALA

Finally, we conjecture that the value of optimal congestion for embedding hyper cube H {ri) into
cycle C(2") is

cong(H(ri), C(2"))= 1/3 x (5 x 2n~2-2 + {nmodulo2)).

1. INTRODUCTION

Le choix du placement d'un programme distribué composé de n processus
communicants sur une architecture distribuée possédant p processeurs peut
être partiellement représenté par la recherche de toutes les applications de
l'ensemble des processus dans l'ensemble des processeurs. L'acheminement
de messages entre sites non voisins nécessite l'utilisation d'une fonction de
routage. Une telle fonction définit le choix des chemins entre sites non voisins
dans le réseau de communication.

Si on suppose qu'un processus ne requiert pas plus d'un processeur pour
son exécution, il y a théoriquement pn cas à étudier. L'étude de tous ces cas
et même leur énumération ne peuvent être envisagées dans la plupart des cas
réels. Le problème est de trouver parmi ces pn cas, un meilleur placement.

En théorie des graphes ce problème porte le nom de plongement de graphes.
On représente les n processus par un graphe G non orienté, où les sommets
représentent les processus et il y a une arête entre deux processus s'ils
communiquent entre eux. De la même manière l'architecture des processeurs
est représentée par un graphe non orienté H, où les sommets sont les proces-
seurs et une arête entre deux sommets s'il y a un lien physique entre les deux
processeurs qui lui sont associés.

La théorie du plongement des graphes a pris une grande importance ces
dernières années (pour un résumé, voir [11, 12]). Parmi les applications de la
théorie des plongements, il y a l'émulation d'une architecture par une autre
architecture d'une manière efficace (la possibilité pour un réseau d'interconne-
xion de pouvoir simuler efficacement un programme écrit pour une autre
architecture). Le cas particulier du plongement d'un graphe G dans une
chaîne {i.e. étiquetage des sommets de G par des entiers) est un problème
important {voir [2, 3, 4, 10]). Dans ce cas, la congestion et la dilatation sont
appelées respectivement cutwidth et bandwidth. Ce cas est intéressant dans la
théorie de plongement de graphes dans la grille {voir [1, 3]). Leighton, Maggo
et Rao montrent dans [9] que si un graphe G peut être plongé dans un
graphe H avec une dilatation D et une congestion C, alors l'architecture H
peut simuler T étapes d'un algorithme modélisé par l'architecture G en
O{C+D) rétapes. Le problème revient donc à trouver un plongement qui
minimise ce facteur {congestion + dilatation).

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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Or dans la plupart des travaux sur les plongements, les auteurs cherchent
surtout un plongement qui permet de minimiser la dilatation, ensuite ils
calculent la congestion associée à ce plongement. Ce qui donne dans beaucoup
de cas une congestion assez grande et par conséquent une mauvaise valeur
du facteur (congéstion + dilatation).

Comme le problème de la recherche d'un plongement, minimisant le facteur
(congestion + dilatation) est assez difficile, on propose dans cet article, de
chercher un plongement qui minimise la congestion (plongement à congestion
optimale), calculer la dilatation associée à ce plongement, et enfin comparer
le facteur obtenu (congestion + dilatation) avec celui du plongement mini-
misant la dilatation (plongement à dilatation optimale). Ceci nous permet de
savoir lequel de ces deux plongements est meilleur.

L'hypercube est une architecture parmi les plus populaires; de nombreuses
machines commercialisées sont de ce type; on peut prendre comme exemple
les machines iPSC d'Intel et du nCube.

Dans cet article, on s'intéresse au plongement à congestion optimale de
l'hypercube H(n) dans la chaîne P(2n). Ensuite, on calcule la valeur du
facteur (C+D) (congestion + dilatation) pour deux plongements de l'hypercube
dans la chaîne (le plongement à congestion optimale et le plongement de
Harper [6] à dilatation optimale) ce qui nous permet de savoir lequel de ces
deux plongements est le mieux adapté pour une émulation efficace de l'hyper-
cube par la chaîne.

Connaissant le facteur (C + D) pour ce plongement, on peut donc majorer
par ce facteur, le facteur (C+D) pour tout plongement de l'hypercube dans
un graphe contenant une chaîne hamiltonienne. Dans [7], les auteurs montrent
que pour certains graphes, la dilatation dans la chaîne est la même que celle
dans le cycle, l'hypercube faisant partie de ces graphes. Connaissant donc la
dilatation dans le cycle et sachant que la congestion dans le cycle est majorée
par la congestion dans la chaîne, on a donc une estimation du facteur (C+D)
pour le plongement de l'hypercube dans le cycle.

On rappelle dans la section 2 quelques définitions de base sur les plonge-
ments. La valeur exacte de la congestion optimale est calculée dans la
section 3. Dans la section 4 on calcule la congestion du plongement de Harper
à dilatation optimale, puis on compare le facteur (C+D) de ce plongement
avec celui du plongement à congestion optimale. On termine cet article par
une conjecture sur le plongement à congestion optimale de l'hypercube H (ri)
dans l'anneau C(2n).

vol. 27, n° 5, 1993



468 A. BEL HALA

2. DÉFINITIONS DE BASE

Un «-cube H {ri) (ù e. hypercube de dimension ri) est un graphe dont les
sommets sont les nombres de 0 à 2n— 1. Deux sommets sont connectés par
une arête, si leurs écritures binaires diffèrent en un seul bit. Une chaîne P (ri)
est le graphe (Vp(n), EP(n)) où

Un plongement d'un graphe G = (VG, EG) dans un graphe H=(VH, EH) est
défini par (ƒ, p), où ƒ : VG -> VH est une application injective et p un routage
de EG-+E% qui associe à chaque arête (M, v) de EG une chaîne dans E%,
d'extrémité initiale ƒ (u) et d'extrémité finale ƒ (v).

Par abus de langage nous désignerons le plus souvent un plongement par
le même nom que l'application ƒ et nous ne préciserons pas toujours le
routage p. Beaucoup de paramètres ont été définis pour mesurer l'efficacité
des plongements. Parmi ces paramètres, la dilatation du plongement,
notédil(/), est la longueur maximum des chaînes pf(u, v) associées aux
arêtes (M, V). Dans le cas où l'on considère des chaînes de plus courte longueur,
la dilatation s'exprime uniquement en fonction de ƒ,

dil ( ƒ ) = max { distance ( ƒ (u), ƒ (v)) : (u, v)eEG}.

La dilatation minimum d'un plongement de G dans H, noté dil (G, H), est le
minimum de dil ( ƒ ) pris sur tous les plongements ƒ de G dans H.

La congestion d'un plongement ƒ d'un graphe G dans un graphe H, noté
cong(/), est le maximum, pris sur toutes les arêtes e de H de cf (é), où

cf(e) = \{(u> v)eEG:eep(u, v)}\.

La congestion minimum d'un plongement de G dans H, notée cong (G, H),
est le minimum de cong ( ƒ ) pris sur tous les plongements ƒ de G dans H,

3. LA CONGESTION DU PLONGEMENT DE L'HYPERCUBE H(n) DANS LA
CHAÎNE P(2n)

Soit ƒ„ un plongement du «-cube H (ri) dans la chaîne P(2n).

Soit et = (i— l, i)eEp(2n), 1 ^**^2n— 1. La congestion de et est définie par :

cfn (ei) = \{(u,v)eH (ri) : ei e la chaîne allant de ƒ„ (u) à ƒ„ (v) } |.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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ete la chaîne allant de fn{u) à fn{v)o{fn{u), fn{v))e Vtx (FP (

K£={0, 1, . . . , i - l } .

cfn(fid = \{u, v)eH{n), uef;1^) et v* f'1 {Vt)} |,
où

Soit Kfnii=(Vfn t, Efn j) le sous-graphe engendré par Vfni=fn
 1 (V^, comme

/f («) est «-régulier, alors

où <^ .(t;) est la valeur du degré du sommet v dans le graphe Kfni t. D'où

I Efn, î I e s t ̂ e n o mbre d'arêtes du graphe X/n> t.

THÉORÈME : cong (H(n), P(2n))= 1/3 x (2n+1 - 2 + (n modulo 2)).
Ce théorème donne la valeur de la congestion optimale de l'hypercube H {ri)

dans la chaîne P(2"). Les étapes de la démonstration sont les suivantes :
1. On définit un plongement fCt n pour lequel, on montre que la congestion

est optimale (lemme 1).
2. On calcule pour tout k, 1 ^k^T~ 1 la valeur de la congestion c(k, n)

(corollaire 1).
3. On montre que le maximum des valeurs c{k, n) est atteint pour k = kn

(corollaire 2).
4. On calcule enfin la valeur c(kn9 n) de ce maximum (corollaire 3), qui

est la valeur de la congestion optimale.

DÉFINITION 1 : Soit G — (VG> EG) un sous-graphe du n-cube H(n). On dit que
le graphe G est k-maximal dans H {ri) ssi G a k-sommets et un nombre maximum
d'arêtes, [i.e. si G' = {VG,, EG), sous-graphe de H {ri), a k-sommets, alors

Construction du sous-graphe Gk, k-maximal dans H{n){\ ^k^2n)

Si k=l, alors Gx = H{0\ c'est le sous-graphe de H{ri) engendré par un
sommet v0 de VH{n).

Soit Gk le sous-graphe k-maximal dans H{ri) engendré par l'ensemble des
sommets Vk^VH{ny

vol. 27, n° 5, 1993
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Le sous-graphe de H(ri)(k+\)-maximal dans H (ri) est le sous-graphe
engendré par Vk + 1 = VkU {vk+1}, où vk + 1 est un sommet de (FH(t t )\Fk)
ayant le nombre maximum de voisins dans le graphe Gk.

Cette construction est donnée par Harper dans [5].

Soit fcn un plongement de H (ri) dans P(2n) tel que : Vi, l ^ i ^ 2 n , Kfcnti

est i-maximal, où Kfc n t est le sous-graphe de H {ri) engendré par ƒ"* (K,),
avec

f:X (vd={ ni (0), / - j (i),.. . , / - j o--1)}.

Un exemple de ce plongement, obtenu par l'application identité /, est illustré
par la figure 1 ci-dessous.

Figure 1. - Plongement fCi 3 de H(3) dans P(23).

Dans la suite, on désigne cfc n(ei) par c(i, ri).

Remarque 1 : (1) Un tel plongement existe, car l'identité possède cette pro-
priété.

(2) Kfc n, le sous-graphe de H (ri) engendré par

fZl (V2n- l) = { ƒ - J (0), ƒ " J (1), . . . , ƒ - J (2"~ 1 - 1) }

e5/ isomorphe à Vhypercube H(n — 1), rfonc ?OM/ sommet v de
f~l (V2n - i)a (n — 1) voisins dans f~l (V2n-i) et un voisin dans
^H(n)\f7tn(^2n~1)- La distance entre v=f~1(0) et son voisin dans
fZl{V2n-x) est ^ 2 " - \ donc la dilatation defc>nest ^2"" 1 .

(3) Si fcn = I (identité), alors la dilatation est égale à 2""1. En effet, la
distance entre deux sommets de f~\{yin-\) est ^2"" 1 , la distance entre un
sommet de ƒ ~* (F2n-i) et un sommet de VH{n)\f~Jl (K2«-i) est égale à 2""1.

(4) (Vi, l ^ / ^ 2 n - l ) on a: c(iy ri) = c(2n-i, ri) [Le sous-graphe de H (ri)
engendré par { / - J (0 , ƒ "i (/+ 1), . . ., f~l (2"~ 1)} ^ (2*-ï)-maximal
dans H(ri)].

(5) V 1 <^z'!g2rt- 1 : c(i, n+ l) = c(i, «) + i. Ew ej^e/, JÏ Gf 5̂f i-maximal dans
H (ri), alors Gt est i-maximal dans H(n+ 1).

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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LEMME 1 : Soit fn un plongement de H{n) dans P(2"), alors :

471

Preuve : Pour tout ex G EP {2n)5 1 ̂  i ̂  2" - 1 on a cfn (e() = * x « - 21 Efn 11, où

avec

Kfc n>i
 = (/cT« (^i)» E / c nji) est i-maximal dans i/(«), donc

| £ / c , „,, | ̂  | £•/„, ̂  | => c /n (ef) ^ cfc n (et) = c (i, n). D

DÉFINITION 2 : Soient H=(VH, EH) et G = (VG, EG) deux graphes tels que
H est un sous-graphe de G (i. e. il existe une application injective f de VH dans
VG telle que : ((v, w)eEH^ (f(v), f(w))eEG).

Le graphe G + H est défini par :

VG\JVH et { ( f ( ) ) V }

où U représente l'union disjointe.

L'exemple ci-dessous de la figure 2, donne une illustration des
graphes H(l) + H(2) et # ( 2 ) + 7/(2).

H(2)

H(2)

H(2)

H(2)

Figure 2. - Graphes H(\) + H(2) et H (2) + H(2).

Remarque 2 : La définition du graphe G + H dépend de l'application f. Si on
ne précise pas cette application ƒ, le graphe G + H est défini à un isomorphisme
près.

vol. 27, n° 5, 1993



472 A. BEL HALA

PROPRIÉTÉ 1 : Soit Gk un sous-graphe de l'hyper cube H(m) k-maximal avec
m<n.

(1) H(m) est 2m-maximal dans H(ri)
(2) Gk + H(m) est (k + 2m)-maximal dans H(n).

Preuve : (1) D'après la remarque 1.1, le graphe KI2
m est 2m-maximal. Or

Kj 2m = H{ni)7 donc H (m) est 2m-maximaL
(2) (par récurrence sur fc).
Le graphe (k + 2m)-maximal est construit comme suit :

— On construit d'abord le graphe G2m(2m)- maximal [d'après (1)
G2m = H{m)l

— On ajoute ensuite les ^-sommets au graphe G2m de telle façon à ajouter
un nombre maximum d'arêtes.

Sachant que les k sommets qu'on ajoute ont au plus k voisins dans G2m et
que Gk est k-maximal, alors par définition de + ? Gk + H(m) est (k + 2m)-
maximal dans H {ri). •

P R O P R I É T É 2 : S o i t k, k = 2 " i + 2 " 2 + . . . + 2 % , n x < n 2 < . . . < n P k

\pk= poids (Je) = nombres de 1 dans Vécriture binaire dek]. Soit le graphe Gk

défini par

Pour tout n, n^k, le graphe Gk = (Vk, Ek) est k-maximal dans H (ri).

Preuve ; La preuve se fait par récurrence sur le poids de k, pk.

Pk^\ => *=2»i => Gk = H{ni).

La propriété est vraie d'après la propriété précédente.

pk = 2 => k = 2ni + 2"2 => Gfc = # ( * ! ) * H (n2).

D'après la propriété 1, ƒ/(«!>+ #(w2) est (2ni + 2nï)-maximaL
On suppose que pour tout k, 1 Spk^l, Gk est k-maximaL
Soit k, tel que/>Jk = /+l=>fc = fc' + 2B'+i, où fc' = 2ni+2"2+ . . . +2"'.
D'après l'hypothèse de récurrence Gr est k'-maximal. H(nl+1) est

2ni+^-maximal.

Donc d'après la propriété 1, Gk est k-maximaL D

Une illustration du graphe G^ est donnée par la figure 3 ci-après.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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"11 =

G u =

11

donc

Figure 3. - G n , graphe 11 -maximal dans H{ri).

+ 23, « 1 =0<« 2 =l<«3 = 3 et pk = 3,

Gll = (H(0)TH(l))TH(3).

LEMME 2 : Soit fc=2ni + 2n2 + . . . + 2 % , n 1 < « 2 < . . . <nPk_l<npk.

Pour le graphe Gk = (Vk, Ek) A:-maximal dans H(ri) {propriété 2), on a

Pk Pk'1

2\Ek\=Zni2
ni + 2 I (pk-i)2\

i=l i=l

Dans la suite, on définit m(G) — 2\E\ pour un graphe G = (V, E).

Preuve : (par récurrence sur pk) : />fc=l =>fc = 2n i
s Gk = H{n{), donc

2»K
ni, Gk^H{n^) + H{n2) (propriété 2), donc

On suppose que pour A; = 2

Soit k' tel que/v=/> f c+l , donc

. . +2"% le lemme est vérifié.

car Ar' = fc-f-2npfc +

VGk\.

vol 27, n° 5, 1993



474 A. BEL HALA

n^-i+2 E (^fc-02"'+2 J] 2\

i = l t = l

D'où le lemme. •

COROLLAIRE 1 : Soit fc = 2"i + 2"2+ . . . +2npfc, n 1 <« 2 < . . . <nPk-x<npk.

i = i i - i J

Preuve : Le corollaire s'obtient en remplaçant dans la formule

c(k3n) = kxn-2\EGh\, \EGk\
par la valeur trouvée dans le lemme 2, qui est le nombre d'arêtes du graphe k-
maximal dans H («).

Dans l'exemple ci-dessous, on montre comment calculer c(13,4), puis on
donne les valeurs de c(k, 4), 1 ̂ fc^ 15.

Exemple : 13 = 2° + 22 + 23, /21 = 0<« 2 = 2<« 3 et/?13 = 35 donc

i=2
r = 3 i=2 .-i

c(1354)=13x4- X « i ^ + 2 £ (3 — 02"1 =8.
Lï=l i=l J

c (4,4) = c (12,4) = 8, c (5,4) = c (11,4) =10, c (6,4) = c (10,4) = 10,

c (7,4) = c (9,4) = 10 et c (8,4) = 8.

LEMME 3 : Soit kn la plus petite valeur de ipour laquelle c(i, n) est maximum
l g z ^ 2 n - l : c(i, n)= max c(k, n)}). Alors

Preuve : (par récurrence sur ri) : c( l , l )= 1, donc kx = 1.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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« 8 » 8™ 10«. 10«. 10«, 8 « 1 0« 10«. 10«, 8«, 8M 6 ^ 4

S—ra—M—M—H—H—M—El—H—M—H—M—H—M

Figure 4. - c(k, 4), l^k^\5.

= c(3,2) = 2) donc £2 = L Le lemme est donc vérifié pour
n = 2.

Vi, l g ^ 2 " - l : cO', «) = c(2n-ï, n), donc A:ne{ 1,2, . . . , 2 n " 1 } .
c (2 n " 1 - 1, «) = c(2"-1, /I) + / I - 2 . Donc V/^2 , A:„G{ 1, 2, . . ., 2 " " 1 - 1}.
Il suffit donc de montrer que

g / ^ 2 " - 1 - l : c(i, n)= max c(k9 «)

Supposons que pour tout m<n, A:m = 2m"1— fcm_!.
Montrons que A:n = x„ où JC„ = 2M " 1 — kn _ !.
• Soit Jk, l^

Or c(xn, »— l) = c(2n~1— fcB_l9 «— l) = ̂ (Â:n_1, «— 1), donc d'après l'hypo-
thèse de récurrence (c(fe, «—,1) —c(fcB_l9 w—l))^0. Comme A:<x„, alors
c(fc, n)<c(xn, n).

• Soit fc, jcB<fc<2"~1. Donc
c(fc, n)-c(xB, n) = c(fc, n - l ) - c ( x B , « - l ) + fc-jcn (car fc, x ^ U " " 1 - 1]).
c(fe, «)-C(JCB9 n) = c{k\ n-X)-c(kn_u n-\)-k' + kn_u où kt = 2n~1~k

(car c (i, « -1 ) = c (2"-x - i, « -1)).
fc>x„ donc k'<kn_1 = 2n-2-kn_2, or *;„_! e [1, 2"~2 - 1], donc

c(^, n - l)-c(fcn_ l5 n - l) = c(^, n-2)-c(fc l l .1 , #i-2) + * ' -* l l _ i -
D'où c(fc, »)-c(xB, n) = c(k\ n-2)~c(kn_u n~2).
D'après l'hypothèse de récurrence kn_1 = 2n~2 — kn_2> donc

c(k',n-2)-c(kn_2,n-2)SQ.

D'où c(k9 »)-c(xB ,n)g0.

On a donc montré que

x„ = 2""x-fcB_!= m i n { l g ï ^ 2 B ~ 1 - l : c(i, n)= max

D'où le lemme (fcB = 2"~1 - kn _ x). D
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n - l

.*2n=£22i=l/3(22"-l)

Preuve : D'après le lemme 3, k2n = 22n~1 ~k2n_1 et k2n + x = 22n-k2

22i (= 1/3.(4»-1)).

~~ Z ^ n ~ ^ K2n'

LEMME 4 : Sï ^ 2 n = J] 22l*5 alors
i = 0

1/2 xrn(Gklj) est le nombre d'arêtes du graphe k2n-maximaL

Preuve : k2n— £ 221 (corollaire 2), donc d'après le lemme 2 :

i=\

D'où m(Gfc2n) = 2/3 x (n- l ) ( 4 n - 1). D

COROLLAIRE 3

c (JkBi «) = 1/3 x (2n+1 - 2 + (a mtubfo 2)).
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Preuve : D'après le lemme 4, 21 Em2n \ = m {Gkl) = 2/3 x (n - 1) x (4n - 1), or
c(k2n, 2n) = 2nxk2n-m{GkJ, donc

D'où c(fc2ll+1, 2w+l) = 1/3 x (4" + 1 - l ) . On a donc :

c(fcB, « ) - l / 3 x ( 2 " + 1 - 2 + (/z mo^to 2)). D

Preuve du théorème : D'après le lemme 1, on a

cong (#(«), P(2n))= max c(/, n).

Corollaire 3 => max c (z, n) = 1 /3 x (2"+ x - 2 + (n mo^w/o 2)). D'où le

théorème.

4. COMPARAISON DU PLONGEMENT DE HARPER ET PLONGEMENT A CONGES-
TION OPTIMALE

Soit fbWr„ le plongement de H(n) dans P(2n) défini sur [0, 2 " - 1] par :

fbw(t)<fbw(J) Si A < ^
fbw(i)<fbv,U) si ((/>,=/>,) et (i>y)).

Vi,y, 0 ^ î , y ^ 2 " -

Où pt représente le poids de /, c'est-à-dire le nombre de bit à 1 dans la
représentation binaire de /.

Ce plongement/6wn est appelé plongement par poids. Une illustration de
ce plongement est donnée par la figure 5 ci-après, pour n = 3.

« - î
/ k \

PROPOSITION 1 (Harper [6]) : 1. La dilatation de fbw „ est Xn= Y, •[ , )•

k = 0 \lk/2\J

2. Pour tout plongement f de H(n) dans P(2"), la dilatation est au moins Xn.
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Figure 5. — Plongement de Harper pour n = 3 (/bw 3).

Congestion du plongement/bvv

Pour tout r, O^r^n, on note xr le nombre xr=

So*7 FXr = {ve KH(n) : /epoids dev,pv<^r}.

Le cardinal de VXr est | FXr | = xr.

Soit Kfbw n k le sous-graphe de l'hypercube H (ri), induit par l'ensemble de

sommets f}}[n{VÙ oùf^\n(Vk) = {f^n(0),f^n(l), • • -, ƒ fJ! «(*-!)}.
V ek e EP (2n, on a c / i w „ (ek) = fc. « - 21 E / t w B, k |, où £/iM, B> fc est l'ensemble des

arêtes du graphe Kfhw n k.

PROPOSITION 2 : (1) Pour tout k, k=xr+r', avec 0 </•' < ( J :
\r+\J

cong (fbw, „) = c/fcr> „ (ern /21 _ 0 = \n/2\ \^ " J.(2)

Preuve : (1) L'ensemble de sommets Vfbw n k contient (k — xr) sommets de

poids r + 1 et ( ) sommets de poids z'(Vi, 0 ^ / ^ r ) .

Si un sommet de fb^n(Vk) est de poids i, alors il a / voisins (de poids i— 1)

dans le graphe / ^ mh. D'où |^/bw „ ) fch(^-x r)(r+l)+ X i(n\

Or, cfbwn(ek) = k.n-2\Efbw^k\, d'où (1).
(2) Si max cfbw n (ek) = cfbw n ( e j , alors m = xr où 0 ̂  r g n.

i
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En effet, supposons que m = xr + r' avec 0 < r' < (
\r+ 1

cfbw, n K+1) = cfbw, n ( O + (*r + ! - m) (r + 1) >

Or cfh (ex) = (r+l)( " \

n)= max (r+l)f ") = [n/2]( " Y D
VN

PROPOSITION 3 (Leighton [9] : Si G peut être plongé dans H avec une dilata-
tion D et une congestion C, alors l'architecture H peut simuler T étapes d'un
algorithme modélisé par Varchitecture G {pour un algorithme général) en
O(C+D) T étapes.

Pour le plongement à congestion optimale ƒ.„ = ƒ (plongement identité),
on a la dilatation Z) = 2"~1, le facteur (C+D) a pour valeur

(C+D)fc n = 2""1 + 1/3 x (2n + * - 2 + (n modulo 2)).

Pour le plongement à dilatation optimale/bwn, ce facteur a pour valeur

L'article de Ten-Hwang Lai [8] montre que

r«/2"l=L(«+l)/2j, donc ( " _)~2"+ 1

2 n + 1

D'où

( C ) 0 ( ) et

Ceci montre que pour émuler l'hypercube H (ri) par la chaîne JP(2"), le plonge-
ment à congestion optimale fcn est plus intéressant que celui de Harper à
dilatation optimale fbWt n.

Pour tout plongement ƒ„ de H (ri) dans P(2n) on a

cong ( ƒ„) ̂  1/3 x (2rt + A - 2 + (n modulo 2)),

vol. 27, n° 5, 1993



4 8 0 A. BEL HALA

donc cong(/„) est au moins de l'ordre Q(2"). Ce qui implique que le facteur
(C + D)fn de ce plongement est minoré par O(2n).

On peut dire que le plongement de l'hypercube H (ri) dans un graphe
contenant une chaîne hamiltonienne peut se faire de manière à avoir

5. CONCLUSION

Le but de la plupart des travaux sur les plongements est de chercher un
plongement qui permet de minimiser la dilatation, puis de calculer la conges-
tion associée à ce plongement. Ceci nous donne dans beaucoup de cas une
congestion assez grande et par conséquent une mauvaise valeur du facteur
(congestion + dilatation).

Dans cet article, nous avons calculé la valeur exacte de la congestion
optimale du plongement de l'hypercube dans la chaîne (cutwidth de l'hyper-
cube) et la valeur de la congestion pour le plongement de Harper. Ceci nous
permet de voir que dans certains cas, il est plus intéressant de chercher à
minimiser la congestion plutôt que la dilatation. Cette remise en cause de
l'approche classique, dans laquelle on cherchait avant tout à minimiser la
valeur de la dilatation, même si cela entraîne une mauvaise congestion pour
le plongement, permet d'espérer de meilleurs plongements pour un grand
nombre de graphes. Par exemple, on peut espérer plonger l'hypercube dans
le graphe de De Bruijn avec une dilatation et une congestion linéaire (ce
qui serait mieux que la plongement à dilatation n/2 et une congestion de
Tordre O(n2)). Notre résultat sur le calcul de la congestion optimale du
plongement de l'hypercube H (ri) dans la chaîne P(2n) nous permet d'énoncer
la conjecture suivante :

La congestion optimale de l'hypercube H (ri) dans Vanneau C(2n) vérifie :

cong(H(ri), C(2n)) = 1/3 x (5 x 2n~2 - 2 + (n modulo 2)).

Nous avons vérifié cette conjecture pour certaines valeurs de n et cherchons
actuellement à la démontrer pour toute valeur de n.
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