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PARTIES RECONNAISSABLES DE MONOIDES DEFINIS PAR
GENERATEURS ET RELATIONS (%)

par Jacqueline Lacaze

Résumé. — On recherche des conditions suffisantes permettant d'étendre & certains monoides
M=A*/~, ou ~ est une congruence engendrée par des commutations partielles et un nombre fini
de relations du type f=g, les propriétés de reconnaissabilité déja connues dans les monoides
partiellement commutatifs.

Abstract. — Let ~ be a congruence generated by partial commutations, and finitely many relations
Sf=g. Sufficient conditions permitting to extend to M= A*| ~ some recognizability properties of
partially commutative monoids are studied.

I. INTRODUCTION

Dans toute la suite, 4 désigne un alphabet fini, les notations sont celles de
[5]. Pour ueA* et aed, |u| désigne la longueur de u, |u|, le nombre
d’occurrences de a dans u et alph (u) I'ensemble {ae A4/|u|,21}.

Si M est un monoide, U une partic de M et u un élément de M, on note
u ' U={veM/uveU } Une partie U de M est reconnaissable si et seulement
si la famille des u~! U, pour ue M, est une famille finie de parties de M. Si
M est de la forme A* ~, ou ~ est une congruence définie sur A*, pour
toute partie U de M, il existe X = A* tel que U s’identifie avec la fermeture [X]
de X pour la congruence ~. Alors U est une partie reconnaissable de M si
et seulement si il existe X reconnaissable de A* tel que X=[X]=U.

Dans toute la suite, 8 désignera une relation binaire sur 4. Le probléme
de la reconnaissabilit¢ du produit de deux parties reconnaissables, ou de
I’étoile d’une partie reconnaissable a été étudié ([1], [2], [6], [7], [8]) dans le

cas du monoide M (4, 6), quotient de A* par la congruence < engendrée
3

(*) Regu avril 1991, accepté mars 1992.
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Cedex, France.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications
0988-3754/92/06 541 12/$3.20/© AFCET-Gauthier-Villars



542 J. LACAZE

par les couples (ab, ba) pour (ab)e0; M (A, 0) est appelé le monoide partielle-
ment commutatif libre relativement a 6.

Le probléme étudié ici est celui de I’extension de ces résultats a des
monoides M= A*/~, ou ~ est une congruence engendrée par 0 et par un
ensemble fini R de couples (f, g), f et g étant des mots de A*.

On restreindra cette étude au cas ou ~ préserve la longueur des mots.
Dans le cas contraire, il est possible que méme certaines parties finies de
A*| ~ ne soient pas reconnaissables, comme le montre 'exemple suivant : si
A={a, b}, 0=, R=(ab, 1), alors {1} n’est pas reconnaissable dans 4% ~
puisque la fermeture {1] de {1} dans 4*, constituée par les mots m vérifiant
|m|,=|m]|,, n’est pas reconnaissable dans 4*.

Par ailleurs, une généralisation naturelle de la notion de commutation est
celle de commutation conditionnelle dépendant du contexte a gauche (du
type mpg=mqp, ou m, g, p sont des mots de A*). Il est clair que de telles
relations préservent non seulement la longueur des mots, mais également le
nombre d’occurrences de chaque lettre.

Dans toute la suite, les monoides considérés seront tous de la forme
M=A*~, ol ~ est une congruence permutative. Plus précisément, on
supposera que ~ est engendré par 6 et un ensemble fini R de couples (f, g)
vérifiant | f|,=|g|, pour tout a de 4.

Pour toute partie X de 4*, la fermeture de X pour < (resp. ~) sera notée
[:]

[X]e (resp. [X]).

On dira qu’une partie B de A est totalement dépendante si deux lettres
distinctes de B ne commutent pas.

Etant donnés deux mots f et g de 4*, une factorisation f=uv sera appelé
chevauchement entre fet g si |u|21 et 8’il existe w de A* tel que g=wu.

Supposons que deux couples distincts de R ont des alphabets disjoints et
que alph (R) est une partie totalement dépendante de A4; supposons de plus
que pour tout (f, g) de R, les chevauchements entre f et g ne sont pas trop
importants (voir § IITI); on montre alors que si une partie X de A* est telle
que [X], soit reconnaissable, il en est de méme de [X].

II. CAS DES MONOIDES PARTIELLEMENT COMMUTATIFS

On dira que deux mots u et » commutent absolument (notation : uI"v) si,
pour tous aealph (1) et bealph(v), on a (a, b)€0.

Proposition 2. 1. (Cori et Perrin [1]) : Soient u, ve A%;

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



PARTIES RECONNAISSABLES DE MONOIDES 543

(1) On a uv <+ xy si et seulement si :
9

ueou u,, V>V Uy,
0 o

XUy vy, Yruy v, pour des mots uy, u,, vy, v, tels que u, I'v;.
3 0

(2) Onauv>x, x, . ..x, siet seulement si :
'3
UU Uy .. Uy,
0
verv, 0, ... v, avec y;v;=x; (1Zismyet v,y y ... u, 1<i<n).

8

Dans M (4, 6) le produit de deux parties reconnaissables est reconnaissable,
plus précisément :

Prorosition 2.2. (Fliess [4]) : Soient X, Y deux parties reconnaissables de
A* vérifiant X=[X]y et Y=Y}y {XY], est une-partie reconnaissable de A*.

Exemple 2.3 : On ne peut espérer étendre la proposition 2.2 a une
congruence engendrée par 6 et une famille finie R sans hypothése
supplémentaire :
soit A={a, b, c}, 0={(a, b), (4, ©)}, et ~ la congruence engendrée par 0 et
(abe, ach). Posons X={a} et Y=(bc)*. Il est clair que X=[X] et Y=[Y] sont
deux parties reconnaissables de A*. Par contre [XY]={ueA*/|lul,=1 et
|ul,=|ul.} nest pas une partie reconnaissable de 4*.

III. RESULTATS PRELIMINAIRES

La congruence ~ est engendrée par 0 et R, avec | f|,=|g|, pour tout a de
A et tout (f, g) de R. Suite au probléme soulevé dans I’exemple 2.3. il est
naturel de supposer que f n’admet pas de facteurs propres », v tels que

f>uve—vu. En fait on prendra ici une hypothése plus forte en supposant
0 0

alph (/) totalement dépendant.

Le but du paragraphe est d’établir une propriété susceptible de jouer le
role de la proposition 2.1. La principale difficulté rencontrée est due aux
chevauchements qui peuvent exister entre f et g.
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544 J. LACAZE
Conventions et notations

L’ensemble R sera supposé non redondant; en particulier R ne contiendra
aucune régle du type (f,f) et, si (f,geR, (g f)¢R On notera
R={(g, NI, &)eR}.

On dira que deux mots u et v sont en relation élémentaire s’il existe
m', m'" € A* tels que : u=m' abm’’ et v=m' bam'’ avec (a, b)e0, ou u=m' fm"
et v=m’'gm" avec (f, ge R\UR. Alors u~v si et seulement si il existe une
suite ug=u, u,, ..., u,=v tels que u; et y;,, soient en relation élémentaire
pour i=0, ..., n—1. On dira alors qu’il existe une chaine de relations
élémentaires de longueur » de u a v.

¢ désignant un mot figurant dans une relation de R, € désignera alors un
mot tel que (g, e)e R\ U R.

On dira que (f, g) est sans chevauchement s’il n’y a aucun chevauchement
entre fet f, get g, fet g.

LeMME 3.1 : Soit R={(f, g)}, ou alph (f) est totalement dépendant et
(f, 8 sans chevauchement. Alors pour u, v, x de A*, la relation uv~x est
équivalente a :

U~U; LUy, v~v; Bo,, XUy vy YU, U,y
0

avec vy Lau,y, u, oy Bet (@B, )eRURU{(1, D}.
Exemple . f=abc, g=ach ou a, b, ¢ sont trois lettres distinctes.

Preuve : On vérifie directement que si u~wu,o0u,, v~v,fv, et

X<>u; vy YU, v, et si les conditions de la définition 3.1 sont vérifiées, on a
]

Uv ~ X.

Supposons uv ~ x et raisonnons par récurrence sur la longueur d’une chaine
de relations élémentaires de uv a x.

Si uv & x, la propriété est vérifiée avec afy=1, u,v, =1, u; =u, v,=v.
0

Sinon, on peut trouver y de A* tel que uv~y, y=Ilel’, t=1Iel’ et tx, et
)

tel que l'on puisse appliquer I’hypothése de récurrence a y. On a donc
Uu~u; LUy, v~vBv, et yeru v, Yu,v, avec v, lau,, u,I'v;f et
[}

(B, VeRURU{(, D}.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



PARTIES RECONNAISSABLES DE MONOIDES 545

Si a=1 ou B=1, on peut écrire u'v' > y=Iel" avec u~u'=u,u, et
[:]
v~v'=v;v,. Par la proposition 2.1: ' o uja u), v' 2] B v;, avec
L] ]

I=uiv}, e=a'B’, I'=uyv), v5Ta u;, et B'Tuy. On en déduit que
x e lel =u} v eu) vy, ce qui est la propriété voulue.

0

Supposons a#1 et B#1. Alph(g) étant totalement dépendant, les
relations de commutation v, I'a et u, I' B impliquent que £ ne contient

aucune lettre de v, u,. Alors, de /!’ < u, v, Yu, v,, une extension aisée
[}

de la proposition 2.1 permet de déduire : [« uj v}y uy vy, €8, cd,,
(] ]

"oul vy uy vy avec uy=uid,uy, vi=01vy, Yy=7 ¢y, u,=ujujy,

[:]
v, =0v58,05 et &, I'ol vy u) vy, eTuyvyuy oY, 8, Tuy o v uy.

1 cas : 8,8,=1, c=¢. Puisque |y|=|¢|, on a y=¢et

le=l'ou, v, 8u,0,,
]

ce qui permet de conclure.

2°cas: si 8;#1 et 8,#1, les relations y'I'3, et y'I' 3, impliquent
y'=7"=1, ce qui est incompatible avec y' ¢y’ =y et |y|=|8,¢8,|.

3°cas : si 6;#1 et 3,=1, on obtient €=38,¢ et y=cvy", et donc c¢=1
puisqu’il n’y a pas de chevauchement.

4° cas : si §;=1 et 8, #1, on raisonne de méme qu’au 3° cas. [

LemME 3.2 : Soit R={(pfq, qgp) }, ou alph(pfq) est totalement dépendant,
(pfq, qgp) ne présente pas d’autre chevauchement que p et q, et f#g. Alors il
existe des sous-monoides P,, P{, P,, P5, Q., Q1, Q,, Q5 de A*, des isomor-
phismes ¢, de P, dans P; et \y; de Q,; dans Q;(i=1,2) tels que pour u, v, x de
A*, la relation uv~Xx soit équivalente a : u~u;u,duzu,, Uyl viv, Bvsv,,
uyI'v, B, v, o, l'une des conditions suivantes étant satisfaite :

D) uy0uzv, povy=m=1.

2) aB=qggp, v,I'p, u3'q, u,eP,, v;€Q, et
m=p @, (u)v; fu3 Yy (v3) q.
3) aB=pfq, v, T q, usT p, u,e P,, v;€Q, et
m=q @, (u)v,gus Y (v3) p.

vol. 26, n° 6, 1992



546 J. LACAZE

Preuve : Supposons d’abord p#1 et g#1. Notons P,, P les sous-monoides
de A* respectivement engendrés par {ggb/bT p} et {fgb/bT p}. Alph (fpg)
étant  totalement dépendant, la relation bTp implique que
alph (b) N alph(gqg)= . Les systémes générateurs de P, et P} sont donc
suffixes. Définissons alors I'isomorphisme ¢, par @, (ggb)=/fgb. De méme,
notons P,, P}, O,, 0}, Q, et Q) les sous-monoides respectivement engendrés
par {pfc/cTq}, {gpc/cTq}, {cgp/cTq}, {cpflcTq}, {bfg/bTp}, et
{bqg/b Fp} et @,, ¥, et |, les isomorphismes définis par : @, (pfc)=gpc,
Y (cgp)=cpf et V, (bfg) = gpc.

Prouvons que uv~x si et seulement si u~u, u, Az Uy, v~v,0, Bvzv, €t
X <> u; v, Mu, vy, les conditions du lemme étant réalisées.

]

Pour montrer que la condition est suffisante, il suffit de vérifier que
m~u, v, af uzvy. Dans le cas (2) par exemple, en supposant u, #1 et v3#1,
posons wu,=gqgb, qgb, ... qgb, avec b, I'p et vy=c,gpc,gp ... c,gp avec
¢;I" g. Par définition de ¢, et y;, on a

m=pfqb, fqb, . .. [fqb, v, fusc,pfc,pf . - . c;pfg.

On en déduit m~qgb,qgb, ... qgb,v, qgfpusc, gp ... c,8p.
Le cas (3) se traiterait de méme.

Montrons que la relation est nécessaire par récurrence sur la longueur

d’une chaine de relations €lémentaires de uv a x. Si on n’a pas uv < x, soient
]

y et t tels que uv~y, y=Ilel’, t=Iel’ et t x. Par hypothése de récurrence,
]

on peut écrire u~u, U, Ly Uy, v~y v, Bv3v,, y > u, vy mu, v, En examinant
9

de maniére explicite I’expression de u, au; et v, Bv;, on remarque que, si
aBf#1 on peut supposer a#1 et B#1, et que si afp=1, on peut supposer u,
Uz vy v3=m=1.

On peut écrire I ujvimuyvy, €8, A cd4h,, et I'ui vy m" uy vy

0 1] [:]

avec &, I'vim'ujvy,, A Tuymujvy, cTulouyv,, 8,1 uvym” v,
ATuyoym’uf, uy=uid uy, vi=viAvy, m=m'cm", u,=u,d,u; et
V=V Ay V.

1 cas : €=c. Alors x<u,v,mem"u,v,. Supposant par exemple
[}

m'em’ =m=pe, (u,) v, fuz V¥, (v3) g, on obtient, compte tenu des hypothéses
sur les chevauchements, et de f#g : e=pfget m'=1(oum”=1). Sim'=1 et

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



PARTIES RECONNAISSABLES DE MONOIDES 547

u#1,0naxeou v, pey (W) v, fis Uy (V3) g avec u,=qgb, u, et u; =u, qgb,.
)
Sim'=letu,=1,onav,usvy=1et m=e.

2°cas: 8, A #1 et §,1,#1. Les commutations m'I'8, A, et m ' T 3, A,
impliquent m’ m"” = 1. Donc m= ¢, ce qui n’est possible, d’apres les expressions
de m, que pour m=c=1. On a donc u, auz v, p v3=1. Par ailleurs, u, I" v,
implique A, =1 ou §,=1, d’ou :

XUy uy vy vy eul uy vy vl et U~y Uy ouy uy, v~v vy Boy vy
9

avec

03=5,08, P=A,sir, =1
0a=3,, P=A Aysid,=1.

3cas 6, A #1letd,A,=1. Onaalorse=3, A, cet m=cm'". Remarquons
que si A;#1, on peut (par v,I"a) supposer a=1, et donc également
af=u,u;v,v3=m=1, et que 'on peut alors conclure comme dans le 2° cas.
Supposons donc A, =1 et =39, c.

Sic=1,onaxou cuy v, muyv,.

[¢]

Sinon, ¢ est un chevauchement de € sur m, ce qui implique que c=p ou gq.
Si par exemple e=ggp et ¢=p, on obtient x « uj uj v vy pfq ui v} m' uy v,
et en explicitant m'’ : @

x> Uy Uy vy vy PG Uy vy @4 () vy f 3 Wy (03) gy 0%,
0
d’ou
n L2

X uy vy pfguy @y (uy) v, fus Wy (v3) g uy vy
)

en posant

—_a 1 i 7 —_
Uy = Uq Uy, Vy = Vy Vg, Vy =0p V,.

Par ailleurs qgui u,e P, et @, (qgui u,)=fqui ®,(u;). On obtient donc la
forme cherchée pour x.

4° cas : 3, A =1 et d, Ay #1 : ce cas se traite comme le précédent. [J

Le cas p=1, g=1 a été traité¢ dans le lemme 3.1. Le cas p=1, g#1 se
traite comme ci-dessus, en prenant

P,=P\=0,=0,={1} (resp. P,=P3=0Q,=0;={1}).

vol. 26, n° 6, 1992



548 J. LACAZE

Exemple : A={a, b, ¢, d, i, j}, R=(abcd, dcba), 0={(, d), (j, a)}.
On a donc p=a, q=d, f=bc, g=cb. Pour u=abciabc, v=dbcdjbcd,
x = dcbaicbdcbjdcba, on est dans le cas (3) avec m= x, u, = abci, ¢, (u,)= cbai,
vy = bedjbed, @, (v3)=dcbjdch, a=abc, B=d.

IV. CAS DE PLUSIEURS REGLES

La congruence est engendrée par 0 et une famille finie R de couples (f, g)
vérifiant | f|,=|g|, pour tout a de 4.

Dans toute la suite, on supposera que les alphabets de deux regles distinctes
sont disjoints et que \J alph(f) est une partie totalement dépendante de A.
(f,9eR
Soit (f, g) un élément fixé de R, et R'=R\{(f, g)}. On notera=la
congruence engendrée par 8 et le couple (f, g), et ~ la congruence engendrée
par 6 et R’. ®

LeEmMME 4.1 : Soient x, ye A*. Avec les hypothéses ci-dessus, on a x~y si et
seulement si il existe x', tel que : x ~ x',avecx'=y.
R

Preuve : 1l suffit de montrer que (dans une chaine de relations élémentaires)
on peut toujours « permuter » la relation f=g avec la relation f'=g’ (pour
(f', ) #(f, ), cest-a-dire : si t«>lel’, [el'<>ne'n’ et ne'n' —u, alors on

0 0 0
peut trouver , 7, n, 0’ tels que : t 7' T, Te' T>nen' et nen —u.
0 0
De la relation 180 ng'n' on déduit 1o, ly Ly, E=8,8,8, I'c> 1} 11}
[} 0 ]

avec n=1,98,1, €=1,8,15, n"=1,85 [} et les relations de commutation habi-
tuelles. On doit avoir 3,=1 puisque alph(e) N alph(e)=F. Supposons
8,=1: comme 8, '/,, on doit avoir /,=1, d’ou &'=I[,%1, ce qui impose

8;=1 puisque 35 I"/5. On obtient t« /[, [;el| € [, ce qui montre clairement
o

le résultat. On conclut de fagon similaire en supposant 6;#1. O

Exemple 4.2 : Si I’'on suppose f I f, la conclusion du lemme 4.1 peut ne
pas étre vérifice :

soit A={a, b, ¢, d, e, f, g, h}, R={(abc, bca), (def, edf)} et les relations
de commutations abcT def, hT aef, gI bed. Posant R'={(def, edf)}, on

considére la chalne de ¢ a u suivante : ¢= dgabchef = dgbcahef < dgbchefa <
0 0

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



PARTIES RECONNAISSABLES DE MONOIDES 549

gbcdhefa — gbedefha ~ gbcedfha. On ne peut pas trouver de chaine de ¢ a u
0 R

utilisant la régle (def, edf’) avant la régle (abc, beca). U

V. RECONNAISSABILITE DANS M

Le lemme préliminaire est trés proche de ([3], p. 70, 12.5).

LeMME 5.1 : Soit n>1 un entier fixé, et X une partie reconnaissable de A*.

() K, [X]={(uy, .., u)e(@*)uju, ...u,eX} est une partie reconnais-
sable de (A*)".

) Sioy, ..., a,_, sont des mots fixés de A*, alors :

Kal un_l[X]:{(ula ey un)e(A*)"/ulal st un—lanvlunEX}

est une partie reconnaissable de (A*)".

Preuve : (1) Soit N un monoide fini, Pc N et ¢ un homomorphisme de
A* dans N tel que X=¢ ! (P). On construit 'homorphisme { de (4*)" dans
N"en posant  (uy, ..., u,)=(0(uy), ..., ©(u,)). Si

E={(sy, ..., 8,)EN"[s,...s5,€P}

ona K, [X]=Vy"! (E).
(2) 1l suffit de remarquer que

Kalv,,an_l[){]=(1)ala "'aocn—l)_lKn[X]' U

LEMME 5.2 : Supposons que la relation ~ est engendrée par (8, R), ou
R={(pfq, qgp) } vérifie les conditions suivantes :

(1) f+#g et pour tout a de A, | f|,=|g|a

(2) Alph(pfq) est totalement dépendant.

(3) (pfq, qgp) ne présente pas d’autre chevauchement que p et q. Si X< A*
est tel que [ X, soit reconnaissable, alors [X] est reconnaissable.

Preuve : Les notations seront celles de la preuve du lemme 3.2, concernant
le cas p#1 et g# 1. Cette preuve pourra &tre adaptée aux cas p=1 (ou g=1,
ou p=g=1) en identifiant certains monoides & {1} (voir fin de la preuve du
lemme 3.2).

vol. 26, n° 6, 1992



550 J. LACAZE

Montrons que la famille des u~![X], pour ueA*, est finie. Pour tout
ue A*, notons :

nt; (W)= { ((uy, uy)™ ! K, ((X]e), alph (uy))/u~u, uy }
T, (u)= { ((uy, @4 (uy), us, uy)~ ! K, ., ([Xe), alph (u,),
alph (u3), alph (u,), o)/u~u; u, xusu,
avec ap=gqgp et u,e P, },
ny (W)= { ((uy, @5 (uy), Uz, ug) ™! K, ([XTe), alph (u,),
alph (u3), alph (u,), o)/u~u, u, vusu,
avec af=pfg et u,e P, },
et o (w={m, (W), n, (), 3w}

[X], étant reconnaissable, on sait (lemme 5.1) que K, ([X],) est une partie
reconnaissable de (4%*)2, K, ; (Xl et K, , ,([X]o) deux parties reconnaissa-
bles de (4*)*. De plus, I’alphabet 4 est fini. On en déduit que la famille des
o(u), pour u variant dans A4* est finie. Montrons que si o(u)=o0c(1),
alors u~'[X]=¢"'[X]. Soit veu '[X]. Par hypothése, uve[X] implique
UNUL Uy LUz Uy, VD, 0, B O30y, €8 Uy v m u, vy€l[X]y, 'une des conditions
(1), (2), (3) du lemme 3.2 étant satisfaite.

o Si (1) est vérifice, (uy, u,) (v, v,) €K, ([X]p). Comme 7, (1)=m, (), on
en déduit que 1~1¢, t,, avec

(11, 1) (v, vy) € K, ([X]p) et alph (¢,) = alph ().

Onadonc ¢, v, t,v,€[X]yet £, v,, ce qui implique tve[X], et doncver™* [X].

® Sl (2) est Vériﬁée: (ulz (pl (uZ)’ M3, M4) (1)1, v2: ‘ljl (1)3), v4)€Kp, I.q ([X]e)
Comme 7, (u,)=m, (), on a t~t, t,atyt, avec

LEP, vy P @1(12) v f 13y (v3) gt v,€[ X,
et alph (¢,)=alph (u,), alph (¢;)=alph (u;), alph (¢,)=alph (u,). On a donc
v Ity ty, t,T o v,Bos,
t; T v, B, v, I'p, t;Ig.
On en déduit tve[X].

e Si (3) est vérifice, on montre de méme, en utilisant 75 (¥)=m;(f) que
telX].

Finalement o (¢)= o (f) implique

u ' [X]erm X,
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doncu™'[X]=¢"'[X]. O

PROPOSITION 5.3 : Supposons que ~ vérifie les propriétés suivantes :

(1) Les éléments de R sont de la forme (pfq, qgp) et vérifient les hypothéses
du lemme 5.2;

(2) Deux éléments distincts de R ont des alphabets disjoints;
3) U alph (f) est totalement dépendant.
(pfg, 99p) € R
Alors, si X< A* est tel que [X], soit reconnaissable, [X] est reconnaissable.

Preuve : Raisonnons par récurrence sur le nombre r de relations de R. Si
r=1, on peut conclure par le lemme 5.2.

Si r>1, soit (pfg, qgp)eR et ~ la congruence engendrée par 0 et
R

R’=R\{ Pfq, qgp) } La classe Y de X pour ~ est reconnaissable par hypo-

R
thése de récurrence. Par le lemme 4.1, [X]=[Y]., en notant = la congruence
engendrée par 0 et le couple (pfg, ggp). On peut de nouveau conclure par le
lemme 5.2 en remarquant que Y=[Y]},. O

De la proposition 5.3, et des propriétés de reconnaissabilités dans un
monoide partiellement commutatif (voir 2.2, [2], [6], [7]); on déduit les
propriétés suivantes :

COROLLAIRE 5.4 : Si ~ vérifie les hypothéses (1), (2) et (3) de la proposition
5.3,ona:

(1) Si X et Y sont deux parties reconnaissables de A* telles que X=[X] et
Y=[Y], alors [XY] est une partie reconnaissable de A*.

(i1) Si X est une partie reconnaissable de A* telle que X=[X] et si pour tout
mot x de X le graphe des non-commutations associé a alph(x) est connexe,
alors [X*] est reconnaissable.

(iii) Si X est une partie reconnaissable de A* telle que, pour tout facteur
itératif h, le graphe des non-commutations associé a alph (h) est connexe, alors
[X] est reconnaissable.
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