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PARTIES RECONNAISSABLES DE MONOÏDES DÉFINIS PAR
GÉNÉRATEURS ET RELATIONS (*)

par Jacqueline LACAZE

Résumé. - On recherche des conditions suffisantes permettant d'étendre à certains monoïdes
M=A*I ~ , où ~ est une congruence engendrée par des commutations partielles et un nombre fini
de relations du type f=g, les propriétés de reconnaissabilité déjà connues dans les monoïdes
partiellement commutatifs.

Abstract. - Let ~ be a congruence generaled by partial commutations, andfinitely many relations
f=g. Sufficient conditions permitting to extend to M=A*\~ some recognizability properties of
partially commutative monoids are studied.

I. INTRODUCTION

Dans toute la suite, A désigne un alphabet fini, les notations sont celles de
[5]. Pour ueA* et a e A, \u\ désigne la longueur de w, \u\a le nombre
d'occurrences de a dans u et alph(w) l'ensemble {aeA/\ u\a^ 1}.

Si M est un monoïde, U une partie de M et u un élément de M, on note
u'1 U={veM/uv€U}. Une partie t/de Mest reconnaissable si et seulement
si la famille des u'1 U, pour «eM, est une famille finie de parties de M. Si
M est de la forme >l*/~, où ~ est une congruence définie sur A*, pour
toute partie U de M, il existe XczA* tel que U s'identifie avec la fermeture [X]
de X pour la congruence ~ . Alors U est une partie reconnaissable de M si
et seulement si il existe X reconnaissable de A* tel que X= [X] = U.

Dans toute la suite, 0 désignera une relation binaire sur A. Le problème
de la reconnaissabilité du produit de deux parties reconnaissables, ou de
l'étoile d'une partie reconnaissable a été étudié ([1], [2], [6], [7], [8]) dans le
cas du monoïde M(A, 0), quotient de A* par la congruence «-> engendrée

(*) Reçu avril 1991, accepté mars 1992.
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542 J. LACAZE

par les couples (ab, ba) pour (ab)eB; M(A, 0) est appelé le monoïde partielle-
ment commutatif libre relativement à 9.

Le problème étudié ici est celui de l'extension de ces résultats à des
monoïdes M=A*f~, où ~ est une congruence engendrée par 0 et par un
ensemble fini R de couples (ƒ, g), ƒ et g étant des mots de A*.

On restreindra cette étude au cas où ~ préserve la longueur des mots.
Dans le cas contraire, il est possible que même certaines parties finies de
A*/ ~ ne soient pas reconnaissables, comme le montre l'exemple suivant : si
A = {a, b}, 0 = 0 , R=(ab, 1), alors { 1 } n'est pas reconnaissable dans A*\ ~
puisque la fermeture [1] de { 1 } dans A*, constituée par les mots m vérifiant
|m|a=|m|b , n'est pas reconnaissable dans A*.

Par ailleurs, une généralisation naturelle de la notion de commutation est
celle de commutation conditionnelle dépendant du contexte à gauche (du
type mpq = mqp, où m, q, p sont des mots de ^4*). Il est clair que de telles
relations préservent non seulement la longueur des mots, mais également le
nombre d'occurrences de chaque lettre.

Dans toute la suite, les monoïdes considérés seront tous de la forme
M=A*j~, où ~ est une congruence permutative. Plus précisément, on
supposera que ~ est engendré par 0 et un ensemble fini R de couples ( ƒ, g)
vérifiant | ƒ |fl = | g \a pour tout a de A.

Pour toute partie X de A*, la fermeture de X pour «-> (resp. ~) sera notée

. [X]).

On dira qu'une partie B de A est totalement dépendante si deux lettres
distinctes de B ne commutent pas.

Étant donnés deux mots ƒ et g de ^4*, une factorisation ƒ = uv sera appelé
chevauchement entre ƒ et g si | u | =• 1 et s'il existe w de A* tel que g=wu.

Supposons que deux couples distincts de R ont des alphabets disjoints et
que alph(i?) est une partie totalement dépendante de A; supposons de plus
que pour tout (ƒ, g) de R, les chevauchements entre ƒ et g ne sont pas trop
importants (voir §111); on montre alors que si une partie X de A* est telle
que [X\Q soit reconnaissable, il en est de même de [A],

IL CAS DES MONOÏDES PARTIELLEMENT COMMUTATIFS

On dira que deux mots u et v commutent absolument (notation : u T v) si,
pour tous aealph(w) et &Ealph(t>), on a (a,

PROPOSITION 2 . 1 . (Cori et Perrin [1]) : Soient w, veA*;

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications



PARTIES RECONNAISSABLES DE MONOÏDES 5 4 3

(1) On a uv+-+xy si et seulement si :
e

u2, v<r+vx v2,
e e

<-»ux vXry<r+u2v2 pour des mots uu u2, vt9 v2 tels que u2Tv1.
e e

(2) On a uv<r^xl x2 . . . xn si et seulement si :

v<-+vxv2 . . . vn avec uivi-xi (1 ̂ i^n) et ViTui+1 . . . un (1 f^
8

Dans M(y4, 0) le produit de deux parties reconnaissables est reconnaissable,
plus précisément :

PROPOSITION 2.2. (Fliess [4]) : Soient X, Y deux parties reconnaissables de
A^vérifiant X=\X]Q et ¥=[¥]$-: [XY\% est une-partie reconnaissable de A*.

Exemple 2 . 3 : On ne peut espérer étendre la proposition 2.2 à une
congraence engendrée par 6 et une famille finie R sans hypothèse
supplémentaire :
soit A = {a, b, c}, 6 = {(a, è), (a, c)}, et ~ la congruence engendrée par 9 et
(abc, acb). Posons X= {a} et Y=(bc)*. Il est clair que X=[X\ et Y=[Y] sont
deux parties reconnaissables de A*. Par contre [XY\={ueA*l\u\a=

z\ et
| M | 6 = | M | C } n'est pas une partie reconnaissable de A*.

UI. RÉSULTATS PRÉLIMINAIRES

La congruence ~ est engendrée par 0 et R, avec | ƒ |a —|g|fl pour tout a de
A et tout (ƒ, g) de R. Suite au problème soulevé dans l'exemple 2 .3 . il est
naturel de supposer que ƒ n'admet pas de facteurs propres w, v tels que
f <r-> uv <r+vu. En fait on prendra ici une hypothèse plus forte en supposant

e e
alph ( ƒ) totalement dépendant.

Le but du paragraphe est d'établir une propriété susceptible de jouer le
rôle de la proposition 2 .1 . La principale difficulté rencontrée est due aux
chevauchements qui peuvent exister entre ƒ et g.

voL 26, n° 6, 1992



544 J. LACAZE

Conventions et notations

L'ensemble R sera supposé non redondant; en particulier R ne contiendra
aucune règle du type ( ƒ, ƒ ) et, si ( ƒ, g) e R, (g, ƒ ) £ i£. On notera

On dira que deux mots M et Î; sont en relation élémentaire s'il existe
m', m" e A* tels que : u = m' abm" çXv = m' barri' avec (a, 6) e 9, ou u = m' fm"
et v = m' gm" avec (ƒ, g)eR{J R. Alors «~?; si et seulement si il existe une
suite UO = K, MXJ . . ., MB = z> tels que ut et w/+1 soient en relation élémentaire
pour z — 0, . . . , « — 1 . On dira alors qu'il existe une chaîne de relations
élémentaires de longueur n de u à v.

s désignant un mot figurant dans une relation de R, e désignera alors un
mot tel que (e, ë) G R U R.

On dira que ( ƒ, g) est sans chevauchement s'il n'y a aucun chevauchement
entre ƒ et/ , g et g, ƒ et g.

LEMME3.1 : Soit R={(f, g)}9 où alph (ƒ) es* totalement dépendant et
(ƒ, g) s<ms chevauchement. Alors pour u, v, x de A*, la relation uv~x est
équivalente à :

U^U1OLU2, v^v1 pt?2, x<r^u1v1 yu2v2

e

avecvxroLu29 i ^ T ^ P et (ocp, y)eR[JR\J {(l, 1)}.

Exemple :f=abc, g = acb où a, è, c sont trois lettres distinctes.

Preuve : On vérifie directement que si u~u1au2, v ~ vx p v2 et
1 v1yu2v2 et si les conditions de la définition 3.1 sont vérifiées, on a

Supposons uv~x et raisonnons par récurrence sur la longueur d'une chaîne
de relations élémentaires de uv à x.

Si uv <-> x, la propriété est vérifiée avec ocPy =1, u2 vx = 1, ux — u, v2 = v.
e

Sinon, on peut trouver j de A* tel que uv~y, y = lel\ t = lzl' et /<-»x, et
e

tel que Ton puisse appliquer l'hypothèse de récurrence à y. On a donc
u^ux0iu2, v~vx Pz>2 et J;<->M1Î;1YM2Î;2 avec z>x F au2, u2 T vx P et

(l, 1)}.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications



PARTIES RECONNAISSABLES DE MONOIDES 545

Si ot—1 ou P = l , on peut écrire u'v'<-+y = Isl' avec u~u' — uxu2 et
e

v~v' = v1v2. Par la proposition 2 .1 : «'<-• u[ a ' « 2 , v'<-+v[ P' v2, avec
8 6

l=u[v'u s^oc'p', lf = u2v2, v2Tv!u2 et P'Fw2. On en déduit que
r = u[ v\ ëu2 v2, ce qui est la propriété voulue.

Supposons a7^1 et P ^ L Alph(8) étant totalement dépendant, les
relations de commutation V1TOL et u2 F p impliquent que £ ne contient
aucune lettre de vru2. Alors, de lel' <r+u1v1yu2v2, une extension aisée

e
de la proposition 2.1 permet de déduire : /«->u\ v\ y'u2 v'2> e*-+81cd2,

e e
l'^u-vïy-uïvï avec u^u'.h.u'^ v^v^vï, y = y'cy"9 u2 = u'2u'2',

0

v2 = v'2 ô2 v2 et 5j Tv[ y' u2 v'2, cY u2v2 u[' v", S2 F u'x'v[' y" u2.

1er cas : 5 1 8 2 = 1, c = s. Puisque |Y| = | e | , on a y = e et
le — l'<r^ulv1 eu2v2,

e

ce qui permet de conclure.

2e cas : si 8 ^ 1 et ô2 # 1, les relations Y ' F S J et y"F8 2 impliquent
Y' = Y"= 1, ce qui est incompatible avec y'cy" = y et |Y| = | 8 I ^82 |.

3e cas : si 8 ^ 1 et 82 = 1, on obtient e — 81c et y = cy", et donc c=\
puisqu'il n'y a pas de chevauchement.

4e cas : si hx = 1 et 52 ̂  1, on raisonne de même qu'au 3e cas. D

LEMME 3.2 : S<?zï R={{pfq-> qgp)}> où alph(/?ƒ#) e^ totalement dépendant,
(pfq, qgp) ne présente pas d'autre chevauchement que p et q, et f¥"g. Alors il
existe des sous-monoïdes Pl9 P[, P2, P'2, Qu Q[, Q2, Q2 de A*, des isomor-
phismes (pf de Pt dans P\ et \|/f de Qt dans Q'i(i= 1,2) tels que pour u, v, x de
A*, la relation uv~x soit équivalente à: U~U1U2OLU3U4, U4TV1V2^V3V4,

u3Tv2 P, V2TOL, l'une des conditions suivantes étant satisfaite :

(1) U2OLU3V2 PÎ ; 3 = W— 1.

(2) u.$ = qgp,v2rp9 u3Tq, u2ePl9v3eQ1 et

m =p q>x (w2) v2 ƒ w3 \|/! (v3) q.

(3) a$=pfq, v2Tq, u3Tp, u2eP2, v3eQ2 et

m = qq>2 (u2) v2 g u3 \|/2 (v3)p.

vol. 26, n° 6, 1992



546 J. LACAZE

Preuve : Supposons d'abord/>^ 1 et q^ 1. Notons PUP\ les sous-monoïdes
de A* respectivement engendrés par {qgbjbTp} et {fqb/bTp}. Alph(fpq)
étant totalement dépendant, la relation bTp implique que
alph(è) Oa\ph(qg) = 0. Les systèmes générateurs de P1 et P\ sont donc
suffixes. Définissons alors risomorphisme <p1 par q>i(qgh)=fqb. De même,
notons P2, P'2, ôi> Q'u Qi et Q'i *es sous-monoïdes respectivement engendrés
par {pfc/cTq}, {gpcjcYq}, {cgpjcYq}, {cpf/cYq}, {bfq/bYp}, et
{bqg/bTp} et cp2, \|/1, et \|/2 les isomorphismes définis par : <$2{pfc)~gpc,
^ i (cgp) = c/?/ et v|/2 (6/ç) = gpc.

Prouvons que uv~x si et seulement si u^u1u2a.u3u4y v~v1v2$v3v4i et
x«->u1 v1 muAv^ les conditions du lemme étant réalisées.

6

Pour montrer que la condition est suffisante, il suffit de vérifier que
m~u2v20L$u3v3. Dans le cas (2) par exemple, en supposant u2^\ et v 3 # l ,
posons u2

 = qgblqgb2 , . . qgbr avec b{Tp et v3 = c1gpc2gp . . . csgp avec
ctTq. Par définition de <pt et \|/A, on a

. . ./çô r v2fu3clpfc2pf. . . cs/?/<?.

On en déduit m~qgb1 qgb2 . . . ^ 6 P v2 qf?uzc\gP - - c
sgP-

Le cas (3) se traiterait de même.

Montrons que la relation est nécessaire par récurrence sur la longueur
d'une chaîne de relations élémentaires de uv à x. Si on n'a pas uv<^x, soient

y et / tels que uv~y, y=iel\ /—/ i / ' et t<r+x. Par hypothèse de récurrence,
e

on peut écrire u^u1u2au3u4k, v~vxv2 ^v3v4r,y<r->u1v1mu4v4. En examinant
e

de manière explicite l'expression de u2au3 et v2$v3, on remarque que, si
a p ^ l on peut supposer a ^ l et p # l , et que si aP= l , on peut supposer u2

u3 v2 v3 = m=l.
On peut écrire l<r+u1v\m'u'^v'^ e<r+b1\1 c84X4, et l'<-+u"vïm"u'iv'i

o e e
avec »! T «i m' w4^;, ^i Y u" m' uA v'4, c T u" v" u4 < , S4 T u" v" m" v^
XA F M" V" m" w4', Mx = u\ 8X M", Ui = v\ Xx v", m = m' c m", w4 = w4 ô4 w4 et

Ier cas : 8 — c. Alors x<r^uxvlm
tE m"u4v4. Supposant par exemple

e
m'em" — m=p(p1 (u2) v2fu3 y\fx (v3) q, on obtient, compte tenu des hypothèses
sur les chevauchements, et def^g : z—pfq et m'= 1 (ou m" — 1). Si tri— 1 et

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications



PARTIES RECONNAISSABLES DE MONOÏDES 547

w 2 # l , onsix^ü1v1p^1 (Û2)v2fu3y\fl (v3)q avec uz = qgbx ü2 etu1 = u1qgb1.
e

Si m' = 1 et w2 = 1, on a v2 u3 v3 = 1 et m = s.

2e cas : ô ^ ^ l et 54A,4#1. Les commutations mT31X1 et m"r§ 4 À, 4

impliquent m' m" = 1. Donc m = c, ce qui n'est possible, d'après les expressions
de m, que pour m = c=\. On a donc w2 ocw3 v2 p t?3= 1. Par ailleurs, u4Tvx

implique X1=
zl ou 5 4= 1, d'où :

x <-> u\ u4 v[ v\ e u" w4 x?" f4 et u ~ u\ u4 a u{ u'4', v ~ v\ v'4 p v" v'i
e

avec

• ôc = §1ô4, J3 = A,4 si X1 = l

• â = ô l5 fi = XtX4 si S4= 1.

3e ctfs : 5X Xx / 1 et ô4X-4= 1. On a alors.£ = 81À,1 c et m = cm". Remarquons
que si X1¥'l, on peut (par v1Fa) supposer a = l , et donc également
a$ = u2u3v2v3 = m=l, et que l'on peut alors conclure comme dans le 2e cas.
Supposons donc X1 — l et 8 = Ôj c.

Si c— 1, on a x<-> w/
1£wi'z;1mw4^4.

e

Sinon, c est un chevauchement de e sur m, ce qui implique que c=p ou q.
Si par exemple £~qgp et c=/?, on obtient x<-> w'x w 4 ^ z;4 pfq VL{v"m"u4v4\
et en explicitant m" : e

x<-> u[ u4 v[ v4pfq u" v'; q>! (M2) U2 ƒ u3 ^x (v3) q u4 v4\
e

d'où

x <-> Mj ûj j ^ M" (Pi (u2) v2fu3y\fx (v3) q u4 v4
e

en posant

Par ailleurs qgu"u2eP1 et cpx (qgu" u2)=fqu"q>1 (u2). On obtient donc la
forme cherchée pour x.

4e cas : §1X1 = \ et ô4 X4 # 1 : ce cas se traite comme le précédent. D

Le cas p~l, q= 1 a été traité dans le lemme 3.1 . Le cas p= 1, q=£\ se
traite comme ci-dessus, en prenant

vol. 26, n° 6, 1992



548 J. LACAZE

Exemple : A = {a, b, c, d, i, j}, R=(abcd, dcba), 8= {(f, d), (ƒ, a)}.
On a donc p = a, q = d, f— bc, g = eb. Pour u = abciabc, v = dbcdjbcd,
x = dcbaicbdcbjdcba, on est dans le cas (3) avec m = x, u2 = abci, cp2 (w2) = cbai,
v3 = bedjbed, <p2 (̂ 3) = dcbjdcb, a = aöc, p = d.

IV. CAS DE PLUSIEURS RÈGLES

La congruence est engendrée par 0 et une famille finie R de couples (ƒ, g)
vérifiant | ƒ |a = | g \a pour tout a de A.

Dans toute la suite, on supposera que les alphabets de deux règles distinctes
sont disjoints et que U alph(/) est une partie totalement dépendante de A.

( ƒ , Sf) e K

Soit (ƒ, g) un élément fixé de R, et R' = R\{(ƒ, g)}. On notera-la
congruence engendrée par 0 et le couple ( ƒ, g), et ~ la congruence engendrée
par 0 et R'. R'

LEMME 4 . 1 : Soient x, y e A*. Avec les hypothèses ci-dessus, on a x~y si et
seulement si il existe x', tel que : x ~ x',avecx'=y.

R'

Preuve : II suffit de montrer que (dans une chaîne de relations élémentaires)
on peut toujours « permuter » la relation ƒ== g avec la relation ƒ ' = g' (pour
(ƒ'> g\)^(/> g))> c'est-à-dire : si t^lel', lel'<^>ne'ri et nz'ri<->w, alors on

e e e
peut trouver?, 7', n, ri tels que : t+-+7e'T, 7e'7<^>nEri et nzri<->w.

e e
De la relation izV<^>nz'ri on déduit l<^lxl2l^ e=ô1Ô2§3, lf<^ri V2 /'3

e e e
avec w = / 1 5 1 / ' l s z = l282r2, ri = l3b3 /3 et les relations de commutation habi-
tuelles. On doit avoir ô2 = 1 puisque alph (s) O alph (s') = 0 . Supposons
b1=l : comme b1Tl2, on doit avoir /2 = 1, d'où 8' = / 2 # l , ce qui impose
53=1 puisque 5 3 r / 2 . On obtient r^-^^ /3e/i e'/'3, ce qui montre clairement

e
le résultat. On conclut de façon similaire en supposant Ô3^l. Ö

Exemple 4.2 : Si l'on suppose ƒ F ƒ', la conclusion du lemme 4.1 peut ne
pas être vérifiée :

soit A = [a, b, c, d, e, f9 g, h}, R={(abc, bca), (def9 edf)} et les relations
de commutations abcTdef, hYaef, gTbcd. Posant R' = {(def, edf)}, on
considère la chaîne de t à u suivante : t = dgabchef=dgbcahef<-+ dgbchefa <-•

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications



PARTIES RECONNAISSABLES DE MONOÏDES 549

gbcdhefa <-> gbcdefha ~ gbcedfha. On ne peut pas trouver de chaîne de t à u
R'

utilisant la règle (def edf) avant la règle (abc, bca). •

V. RECONNAISSABÏLITÉ DANS M

Le lemme préliminaire est très proche de ([3], p. 70, 12.5).

LEMME 5 . 1 : Soit « > 1 un entier fixé, et X une partie reconnaissable de A*.

(1) Kn[X] = {(u1, . . ., un)e(A^)n/u1u2 . . . uneX) est une partie reconnais-
sable de (A*)\

(2) Si OLU . . ., an_! sont des mots fixés de A*, alors :

*)n/u1(x.1 . . . wB_1a„_1wIIeAr}

est une partie reconnaissable de (^4*)".

Preuve : (1) Soit N un monoïde fini, P<^N et cp un homomorphisme de
A* dans N tel que X=<p~1 (P). On construit l'homorphisme \|/ de (A*)n dans
N" en posant \|/(M1? . . ., MB) = ((p("i), . . . , q> («»))• Si

(2) II suffit de remarquer que

LEMME 5.2 : Supposons que la relation ~ es* engendrée par (6, i?), ow
^ = { O^s ^gp) } vérifie les conditions suivantes :

(1) f ^g et pour tout a de A, | ƒ | f l=|g| f l.

(2) Alph(pfq) est totalement dépendant.

0) (pfyi qgP) ne présente pas d'autre chevauchement que p et q. Si X<^A*
est tel que [X\Q soit reconnaissable, alors [X] est reconnaissable.

Preuve : Les notations seront celles de la preuve du lemme 3.2, concernant
le cas p^ 1 et q^ 1. Cette preuve pourra être adaptée aux cas p=\ (ou q — 1,
ou p^q^ 1) en identifiant certains monoïdes à {1} (voir fin de la preuve du
lemme 3.2).

vol 26, n° 6, 1992



550 J. LACAZE

Montrons que la famille des u~1[X\, pour ueA*, est finie. Pour tout
ueA*, notons :

),alph(u4))/u~Ulu4}

alph(w2),

alph(w3); alph(w4), a)/u^u1u2au3u4

avec oi$ = qgp et u2eP1},

^3(«)={((«i» 92(«2)> W3> "J '^ ï .g .pŒ^eX alph(i*2),
alph (u3), alph (w4), a)/w ~uxu2a U3 W4

avec oi$=pfq et w2eP2}5

et a (w) = { 7Ci (M), n2 (M), 7i3 (M) }.

[A]e étant reconnaissable, on sait (lemme 5.1) que K2([X]Q) est une partie
reconnaissable de (A*)2, KPtftq([X\B) et Kq gtP([X]Q) deux parties reconnaissa-
bles de (^4*)4. De plus, l'alphabet A est fini. On en déduit que la famille des
<j (M), pour u variant dans A* est finie. Montrons que si a(u) = a (t),
alors u'1 [A] = r"1 [X\. Soit veu~x [X\. Par hypothèse, WÏ;G[Z] implique
u^u1u2au3u4_, v~v±v2 P ̂ 3^4, et ulv1m u4 ^4e[X|e, l'une des conditions
(1), (2), (3) du lemme 3.2 étant satisfaite.

• Si (1) est vérifiée, {uu u4) (vl9 x?4)e^2([Z]e). Comme n1(u) = n1(t)9. on
en déduit que t^t114, avec

(^i. Q(vl9 vJeK2([X\9) et alph (t4) = alph («J.

On a donc ^ t>x /4u4e[X|9 et f4ru l 3 ce qui implique tve[X], et doncx^e?"1 [Jf|.
• Si (2) est vérifiée, (ul9 cpA (u2), u39 u4) (vl9 v29 \|/A (u3), z ; 4 ) e ^ s / ^ ([Z]e).

Comme TT2 (M2) = 7t2 (/), o n a ^ ^ 2 a / 3 t4 avec

2̂ e Pi, tlvlpq>1(t2)v2ft3^l{v3)qt4v4e[X\s

et alph (72) = alph (M2), alph 03) = alph (w3), alph (?4) = alph (w4). On a donc
u i r ^ 2 a^ 3 ^ 4 , t4Tv1v2^v3,

/3Tt;2P5 v2Tp9 t3Tq.

On en déduit tve[X].
• Si (3) est vérifiée, on montre de même, en utilisant n3(u) = n3(t) que

tve[X\.
Finalement a(u) = a (t) implique
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~1[X\ = r1[X]. D

PROPOSITION 5 . 3 : Supposons que ~ vérifie les propriétés suivantes :

(1) Les éléments de R sont de la forme (pfq, qgp) et vérifient les hypothèses
du lemme 5.2;

(2) Deux éléments distincts de R ont des alphabets disjoints;

(3) U alph (ƒ) est totalement dépendant.

Alors, si XŒA* est tel que [X]Q soit reconnaissable, [X] est reconnaissable.

Preuve : Raisonnons par récurrence sur le nombre r de relations de R. Si
r = 1, on peut conclure par le lemme 5.2.

Si r > l , soit {pfq, qgp)eR et ~ la congruence engendrée par 0 et
R'

R' = R\{pfq, qgp)}. La classe Y de X pour ~ est reconnaissable par hypo-
R1

thèse de récurrence. Par le lemme 4 . 1 , [A] = [F | S Î en notant = la congruence
engendrée par 8 et le couple {pfq, qgp)- On peut de nouveau conclure par le
lemme 5.2 en remarquant que y=[Y]e . D

De la proposition 5.3, et des propriétés de reconnaissabilités dans un
monoïde partiellement commutatif (voir 2.2, [2], [6], [7]); on déduit les
propriétés suivantes :

COROLLAIRE 5.4 : Si ~ vérifie les hypothèses (1), (2) et (3) de la proposition
5.3, on a :

(i) Si X et Y sont deux parties reconnaissables de A* telles que X=[X\ et
7=[Y], alors [XY\ est une partie reconnaissable de A*.

(ii) Si X est une partie reconnaissable de A* telle que X= [X] et si pour tout
mot x de X le graphe des non-commutations associé à alph (x) est connexe,
alors [X*] est reconnaissable.

(iii) Si X est une partie reconnaissable de A* telle que, pour tout facteur
itératif h, le graphe des non-commutations associé à alph (h) est connexe, alors
[X] est reconnaissable.
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