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UME EXTEMSION D'UN THÉORÈME DE P. JULLIEN SUR
LES ÂGES DE MOTS (*)

par M. KABIL (*) et M. POUZET (*)

Communiqué par J.-E. PIN

à Roland Fraïssé
à l'occasion de son soixante-dixième anniversaire

Résumé. — Soit E un ensemble ordonné et soit E* l'ensemble de tous les mots sur l'alphabet E,
muni de l'ordre de Higman, Nous appelons âge de mots tout idéal non vide de E*, âge élémentaire
tout idéal non vide de E union le mot vide et âge étoile tout ensemble de la forme I* avec I section
initiale de E. Nous disons qu'un âge s$ est indécomposable s'il n'est pas produit de deux âges
distincts de s&. Nous montrons que les âges indécomposables sont exactement les âges élémentaires
et les âges étoiles. En utilisant la notion d'indécomposabilité nous prouvons que tout âge de mots
est produit fini d'âges élémentaires et étoiles si et seulement si l'alphabet est belordonné. Lorsque
l'alphabet est une antichaîne, ceci redonne un théorème de P. Jultien (1969).

Abstract. - Let E be an ordered set and E* the set offinite words over E equipped with the
Higman ordering. According to P. Jullien, a non empty idéal J of E* (that is a non empty subset
which is up-directed and closed downward), is called an âge. It is an elementary âge if it is of the
form IU { 1} (where 1 is the empty word) for some non empty idéal I of E, and it is a star-age if
it is of the form J* for some initial segment J of E. We say that an âge se is indécomposable if
it is not the product of two âges distinct from -se\ We show that the indécomposable âges are
exactly the elementary —and star-âges. Using the notion of indecomposability, we prove that every
âge is a fmite product of elementary and star-ages if and onJy if the alphabet is well-quasi-
ordered. If the alphabet is a finite antichain, this resuit is equivalent to Jullien's theorem (1969)
referred in our title.

INTRODUCTION

Par analogie avec les âges de relations introduits par R. Fraïssé en 1948,
cf. [5], P. Jullien définit en 1969 [10] un âge de mots comme un ensemble non
vide se de mots sur un alphabet fini qui satisfait les conditions suivantes :

(*) Reçu en mars 1991, révisé en septembre 1991.
Les auteurs remercient le P.R.C. Mathématiques-Informatique du C.N.R.S. pour son soutien.

Une version préliminaire de ce travail a été présentée au Symposium Fraïssé (Luminy, 16-20
juillet 1990) par le premier auteur.
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4 5 0 M. KABIL, M. POUZET

(à) Si u G se et v est un sous-mot de u, alors v s se;
(b) Si uesé et v e si', alors il existe wes/ dont u et v sont des sous-mots.
P. Jullien a démontré dans sa thèse [10], voir aussi [9], que tout âge de

mots sur un alphabet fini E est un concaténat fini d'âges, chacun étant soit
de la forme { 1, a } où 1 désigne le mot vide tt aeE, soit de la forme F* avec
F ç= E et JF* étant l'ensemble des mots formés exclusivement avec des lettres
de F.

Nous donnons une version plus générale de ce résultat en considérant un
alphabet E, qui est ordonné et pas nécessairement fini. Nous munissons
l'ensemble E* des mots de l'ordre d'abritement de Higman [6] et appelons
âges de mots les idéaux non vides de £*, c'est-à-dire les parties non vides
de E* qui sont closes pour l'abritement et filtrantes supérieurement. Nous
appelons âge élémentaire un idéal non vide de E union le mot vide et âge
étoile tout ensemble de mots de la forme ƒ* avec I section initiale de E. Notre
résultat principal est le suivant :

THÉORÈME 1 : Soit E un alphabet ordonné; tout âge de mots est un concaténat
fini d'âges, chacun étant soit élémentaire, soit étoile-si et seulement si E est
belor donné.

La partie de notre preuve contenant le résultat de P. Jullien est différente
de la sienne et, à notre avis, plus simple. Elle est basée sur les notions
d'indécomposabilité suivantes : un âge se est indécomposable lorsqu'il n'est
pas un concaténat de deux âges distincts de se, il est fortement indécomposable
lorsqu'il n'est pas un concaténat de deux sections initiales distinctes de se.
Nous montrons ceci :

THÉORÈME 2 : Soient E un alphabet ordonné et f un âge de E*; il y a
équivalence entre :

(i) / est indécomposable;

(i') f<^sé*@=>f<^séouf<^$ pour tous âges se, ^ de £*;
(ii) J? est fortement indécomposable',

(ii') f ^ M*â$=> f ç se ou / ç | pour toutes sections initiales se, &
de E*;

(ni) J? est élémentaire ou étoile.

Nous obtenons les implications (i')=> (i) et (ii')=>(ii) comme conséquence
de l'équivalence entre (i), (ii) et (iii). Nous n'avons pas de preuve directe.
L'équivalence entre (i) et (ii) s'appuie sur des propriétés de la résiduation
(Lemmes 2.6 et 2.7). L'équivalence entre (ii) et (iii) s'appuie sur une géné-
ralisation de la concaténation, celle-ci étant étendue à des familles totalement
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ordonnées de parties de £*, et sur un argument de compacité présenté en
termes d'ultraproduit (proposition 3.3) conduisant à l'énoncé suivant:

THÉORÈME 3 : Soient E un alphabet ordonné; si E est dénombrable ou si
l'ensemble des âges élémentaires est compact alors tout âge f de E* est le
concaténat d'une famille totalement ordonnée {éventuellement infinie) d'âges
élémentaires.

Lorsque l'alphabet est belordonné, la bonne fondation de l'ensemble des
âges assure que tout âge est un concaténat fini d'âges indécomposables, ceci
prouvant l'essentiel du résultat principal. Nous montrons également comment,
dans le cas d'un alphabet belordonné, on peut éviter le recours à la
proposition 3.3 pour caractériser les indécomposables.

Nous discutons enfin des extensions possibles des résultats ci-dessus à des
structures algébriques plus générales (monoïdes ordonnés, algèbres ordonnées)
et leur incidence en théorie des relations

Cette recherche est motivée par des questions concernant les graphes et les
automates. Disons en quelques mots, le détail apparaîtra ultérieurement.
Considérons un graphe réflexif G=(V,S>) dans lequel S est une relation
binaire réflexive. Celui-ci peut être muni d'une sorte de distance, la distance
zig-zag, introduite par A. Quilliot [17] comme suit. Étant donné un alphabet
à deux lettres E={a,b), la distance entre deux sommets x et y de G, notée
dG(x,y), est l'ensemble des mots u=iuou1. . .«„_! de E* tels qu'il existe une
suite finie xo,x l5 . . . ,xn d'éléments de F satisfaisant les conditions suivantes:

(i) xo = xetxn = y

(ii) (xi9xi+1)e$ si ut = a et (xi + 1,xi)e£> si ut = b.

Cet ensemble dG (x, y) est une section finale de E* ordonné par abritement;
réciproquement, il est facile de voir que pour tout segment final F de E* on
peut trouver G, x et y tels que F= dG (x, j ) (pour plus de détail sur la distance
zig-zag, cf. [7]). Pour des raisons que nous ne discuterons pas ici, la question
se pose de trouver, pour un F, donné le graphe G le plus « simple » possible
ayant deux sommets x, y entre lesquels la distance est F. On peut observer
que si G est le produit direct d'une famille Gt de graphes, et si x=(xi)-,
y = (ydi s o n t deux éléments de ce produit alors dG(x,y) = Pi {dGi{x^y^},
donc, la question se pose en premier lieu (et en fait s'y ramène) pour les F
qui sont irréductibles pour l'intersection. Ces irréductibles coïncidant juste-
ment avec les sections finales dont le complément est un idéal de £*, on est
amené à étudier les décompositions des idéaux en produit d'idéaux, puis à
considérer les graphes associés à ceux qui sont irréductibles vis-à-vis du
produit— et que nous appelons indécomposables. Cette étude conduit à
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considérer également l'alphabet à trois lettres {«}, {b}, {a,b} avec les
relations {a,b}^{a}, {b}. Par ailleurs, il se trouve que cette distance zig-
zag peut être définie en termes d'automates. En effet, si au graphe G on
associe le système de transition MG = (V,T) sur l'alphabet E où
T={(p,a,q)9(q,b,p) tel que {p,q)eê), alors la distance dG(x,y) est exacte-
ment le langage accepté par l'automate jtfG = (MG, {x}, {y})- On peut donc
étendre cette problématique aux automates. Ceci et des applications concrètes
(e. g. graphes values et espaces métriques) conduisent à considérer un alphabet
ordonné, éventuellement infini (x).

Cet article est divisé en huit sections. Les notions et résultats de base sont
introduits dans les sections 1 et 2. La caractérisation des âges fortement
indécomposables figure dans la section 3, celle des indécomposables sur un
alphabet dénombrable dans la section 4. La preuve du théorème 1 occupe la
section 5. Les sections 6, 7, 8 présentent quelques généralisations.

Nous utilisons la terminologie ensembliste courante. La notation X:=Y
indique que X est le nom donné à Y. Pour les questions de théorie des
relations nous renvoyons à R. Fraïssé [5] et pour celles de théorie des ensem-
bles, particulièrement les ordinaux, nous renvoyons à T. Jech [8].

1. PRÉLIMINAIRES

Soit P un ensemble ordonné. Une partie I de P est une section initiale si
pour x, y dans P, on a xe I dès que x^y et yel. Elle est filtrante supérieure-
ment si pour tout x,yel, il existe ZG ƒ tel que x, y^z. C'est un idéal si c'est
une section initiale filtrante supérieurement. Soit X une partie de P. Nous
disons que l'ensemble des x de P majorés par au moins un y de X est la
section initiale engendrée par X et le notons J, X. Nous disons que X est
cofinale dans P si P=[X9 et nous définissons la cofinalité de P, que nous
notons Cf (P), comme étant le plus petit nombre (cardinal) K tel que P
contient une partie cofinale A dont la cardinalité \A\ est K. NOUS appelons
partie coinitiale et section finale les notions duales de celles ci-dessus, c'est-à-
dire définies pour l'ordre opposé (cf [13] pour plus de détail particulièrement
sur les ordres de cofinalité non dénombrable). Nous notons I(P) l'ensemble
des sections initiales de P ordonné par inclusion, ƒ (P) le sous ensemble de

(*) Pour une présentation de ce point de vue on peut maintenant consulter la thèse
de F. Saïdane [18] et pour une application du principal résultat, la thèse du premier auteur,
n° 149-92 « Enveloppe injective de graphes et de systèmes de transitions et idéaux de mots »,
soutenue à Lyon le 26 juin 1992. Un article conjoint intitulé « Injective envelope of graphs and
transition Systems » est en cours.
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I(P) formé des idéaux de P et F(P) l'ensemble des sections finales de P
ordonné par inclusion.

Nous rappelons que la réunion d'une chaîne ou, plus généralement, d'un
ensemble filtrant supérieurement d'idéaux est un idéal. Nous rappelons égale-
ment que les idéaux non vides sont les éléments sup-irréductibles du treillis
des sections initiales :

LEMME 1.1: Etant donnés un ensemble ordonné P et une section initiale I
de P, il y a équivalence entre :

(i) I est un idéal

(ii) Pour toutes sections initiales Iu 72, si I=IX U I2r> alors I=ï1 ou I=I2.

(iii) Pour toutes sections initiales Iu I2, si I ^ IX\J I2, alors I ç ll ou I £ I2.

Nous utilisons les concepts ci-dessus dans le cas où P est l'ensemble des
mots sur un alphabet ordonné.

Soit donc E un ensemble ordonné, que nous appelons alphabet et dont les
éléments sont appelés lettres. Nous appelons mot chaque suite finie de lettres.
Chaque mot constitué d'une seule lettre est identifié à celle-ci. Le mot ne
comportant aucune lettre, appelé mot vide, est noté 1. Dans ce texte, les
lettres sont souvent notées a,b,c...,a1,b1,c1..., les mots u,v,w,...,x,y... et les
ensembles de mots se, ^,. . . L'ensemble de tous les mots est noté E*. Noter
que 0 * = { l} . Étant donnés deux mots u et v, on appelle concatènat (ou
produit) de u et v et on note u * v le mot formé des lettres de u suivies des
lettres de v. L'opération dite concaténation ainsi définie est associative, ce qui
permet de parler du concatènat d'une suite finie de mots. On munit E* d'un
ordre appelé, ordre d'abritement ou ordre de Higman [6], défini comme suit :
si u et v sont deux mots de E* tels que u = a1a2. . .an et v = b1 b2. . ,bm, on
dit que u s'abrite dans v ou v abrite u et on note u g v s'il existe une application
h injective et croissante de {1,2, . . .w} dans {1,2, . . .m} telle que pour
tout i, 1 ^ / ^ K , on a ai^bh{iy On convient que le mot vide est inférieur à
tout autre mot. Lorsque E est une antichaîne, on retrouve l'ordre des sous-
mots : u est un sous-mot de v si l'effacement de lettres de v donne w.

Étant donné un alphabet ordonné, pour décider si oui ou non u^v, on
peut comparer la première lettre ax de u à la première lettre bx de v, si a1

n'est pas inférieure ou égale à bx on la compare à la lettre b2, etc. Si on ne
trouve pas de lettre dans v supérieure à au alors v n'abrite pas u. Sinon, soit
ix le plus petit indice tel que a1^biv on compare alors la deuxième lettre
de M aux lettres qui suivent bix. Cet algorithme conduit à l'énoncé suivant

vol. 26, n° 5, 1992
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qui est, pour l'essentiel, dû à P. Jullien [9] :

LEMME 1.2". Soit u — a1a2. . .an un mot de E* de longueur n9 n^l. Tout
mot x de E* abritant u s'écrit de manière unique: x = x1b1x2b2- • .xnbn

xn + i
avec pour tout h xteE*, b^E, a^b,- et at ne s'abritant dans aucune lettre de xt.

Nous définissons un âge de mots comme un idéal non vide de E*. Cette
terminologie, empruntée à P. Jullien dans le cas où l'alphabet est une anti-
chaîne finie, vient de la théorie des relations, cf. Fraïssé [5]. Rappelons, en
effet, que étant donnés un ensemble V et un entier m, une relation m-aire de
base V et $ arité m est toute application R de l'ensemble F" des m-uples
{xl9x2, • • .9xm) extraits de V dans l'ensemble { +, — }. Pour V S V, la
restriction de R à V\ notée R/V, est la restriction de l'application R à V'm.
Un isomorphisme d'une relation m-aire R de base V sur une relation m-aire
R' de base V est toute bijection ƒ de V sur V' telle que

pour tout (x1,x2, . . .,xm)e V™. Étant donnée une famille ji = («,-),• e/ d'entiers
nh une structure relationnelle de base V et d'arité \i est ufi couple
M=(V,(Ri)iei) dans lequel chaque Rt est une relation «raire de base V.
Lorsque I est fini, la structure relationnelle est, suivant R. Fraïssé, appelée
multirelation. Les notions de restriction et d'isomorphisme s'étendent aux
structures relationnelles; par exemple, si M=(V^(R^i^l) et M' = (K\(i<)itî)
sont deux structures relationnelles de même arité \x = («,.),. e T, un isomorphisme
de M sur M' est toute application ƒ qui, pour chaque ze/, est un isomorphisme
de Rt sur R'(.

Suivant R. Fraïssé, on peut comparer par abritement les relations et plus
généralement les structures relationnelles: une structure relationnelle M
s'abrite dans la structure relationnelle M' si M est isomorphe à une restriction
de M'. A chaque multirelation M, il associe l'ensemble J^(M) des multirela-
tions finies qu'elle abrite, celles-ci étant considérées à l'isomorphie près,
ensemble qu'il appelle Y âge de M, et démontre le lemme suivant :

LEMME 1.3 [5], cf. 10.2, p. 279 : Soit O^ l'ensemble, ordonné par abritement,
formé des muhirdations finies {considérées à l'isomorphie près) d'une même
arité {finie) \i. Étant donné un sous ensemble non vide <$ de Q ,̂ il y a équivalence
entre :

(i) <$ est l'âge d'une multirelation M

(ii) <€ est un idéal de Q .̂

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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Fixons un entier r, et prenons pour arité \i le r+ 1-uple (2,1,1, . . .,1).
Considérons les multirelations formées d'un ordre total et de r relations
unaires. Si M~(V, ^ , Uu U2, • • • •> Ur) est une telle multirelation et si | V\ — n^
alors en identifiant (F, S) à la chaîne 1,2, . . ., n (pour l'ordre naturel), nous
pouvons lui associer le mot ax a2. . . an sur l'alphabet à T lettres E= { +, — }r

pour lequel ai=
z(Ux (z)> • • • > Ur(i)). Réciproquement tout mot sur cet alphabet

peut être obtenu ainsi. Cette correspondance préserve l'abritement et par
conséquent les âges de multirelations au sens de (ii) coïncident avec les âges
de mots construits sur un alphabet qui est une antichaîne finie (à 2r éléments).
Cette correspondance suggère d'utiliser le lemme 1.3 pour étudier les ensem-
bles de mots finis. Lorsque l'alphabet est une antichaîne, il suffit d'étendre
la notion de mot fini en considérant comme mot, éventuellement infini, toute
fonction à valeurs dans l'alphabet et dont le domaine est totalement ordonné.
Lorsque l'alphabet n'est plus une antichaîne, il faut étendre la notion de mot
en considérant des suites dont le domaine est encore une chaîne, mais les
valeurs sont des ensembles de lettres. C'est ce qui conduit à la notion de
produit généralisé (cf. section 2).

2. ÂGES INDÉCOMPOSABLES. ÂGES ÉLÉMENTAIRES. ÂGES ÉTOILES

Étant donnés deux parties se et Jf de E*, on appelle concaténat de se et £è
et on note se * ̂ , l'ensemble des mots x tels qu'existent u appartenant à se
et v appartenant à M avec x = u * v. L'opération de concaténation entre parties
de E* préserve les sections initiales et les idéaux, L e. un concaténat fini de
sections initiales (resp. d'idéaux) de E* est une section initiale (resp. idéal)
de £*. Soit (sé^)ieK une famille de parties de E* indexée par un ensemble
totalement ordonné K. Comme dans [12], on définit le produit des se^ qu'on
note 17(^1 : ZGj^0' comme étant la réunion des ensembles s^tl * . . . * seik avec
i1< . . . <ik et k<(ù, en convenant que pour fe = 0on obtient l'ensemble {1 }.
On peut observer que si tous les se\ sont égaux à un même ensemble se et K
est la chaîne OÙ, alors ce produit est Y étoile de se (défini par
sé*= \j{sén\n«ù} en posant stf° = {l], sé1 = sé et sén + 1 = sén * se). O n

peut observer également que si chaque sét est un segment initial de E*, alors
]^[(J/É : i G K) est aussi un segment initial de E*; si K est la chaîne
1 <2< . . . <n et si chaque sé{ est un segment initial non vide de E*, alors
nO^i 1 i€K) = £0\ * ̂ 2 *• - -*^n> enfin si chaque s0t est un âge de E*,
alors n ( ^ i : z e ^0 e s t aussi un âge de E*.

Nous disons qu'un âge se est indécomposable lorsqu'il n'est pas concaténat
de deux âges distincts de lui-même. En d'autres termes si se — M * ̂  et < ,̂ <€
sont des âges, alors se = ̂  ou se = <$. Il est fortement indécomposable lorsqu'il
n'est pas concaténat de deux sections initiales distinctes de se (c'est-à-dire si
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se = M *<& et ^ , <g sont des sections initiales de E*9 alors sé = M ou se ~<€).
Ainsi avec cette définition l'âge réduit au mot vide est fortement indécomposa-
ble. Puisque la concaténation des sections initiales est croissante et extensive
(i. e. ai Ç âB' et <g ç «" impliquent ^ , <̂  ̂  J1 * <̂  ç ^ ' * «"), l'âge J / est
indécomposable (resp. fortement indécomposable) s'il n'est pas le concaténat
de deux sous âges propres (resp. deux sections initiales propres) de E*.

Nous disons qu'un âge se est complètement fortement indécomposable (resp.
complètement indécomposable) lorsqu'il n'est pas produit d'une famille (^t)ieK

de sections initiales (resp. d'âges) de £* distinctes de se (c'est-à-dire
se = Y\{séi'.itK) avec sét section initiale (resp. âge) de £* pour tout ieK
implique sé^sé{ pour au moins un i). L'âge réduit au mot vide n'est donc
pas complètement fortement indécomposable.

Les implications évidentes entre ces diverses notions sont illustéres par le
diagramme suivant :

complètement _> complètement
fortement indécomposable indécomposable

fortement indécomposable => indécomposable

Nous verrons que les âges complètement fortement indécomposables sont
exactement les âges complètement indécomposables (prop. 3.5) et que les
âges fortement indécomposables sont exactement les âges indécomposables
(prop. 2.8).

Nous appelons âge élémentaire un idéal non vide de E union le mot
vide. C'est un âge de E*, Tout âge de E* formé simplement de lettres est
nécessairement de cette forme.

Nous appelons âge étoile tout ensemble de mots de la forme /* avec I
section initiale de E (âge simple dans la terminologie de P. Jullien [10]). C'est
un âge de £*; en fait, on a le résultat plus précis :

LEMME 2 . 1 : Soit se une partie de E*. Il y a équivalence entre :

(i) se est un âge étoile.

(ii) se est un âge et pour tout xesé, x*xesé.

(iii) se est une section initiale et se* = se.

Preuve : (i) => (ii). Supposons que se est de la forme P avec I section
initiale de E. Il est clos par abritement, en effet, si y = yxy2- • -ym appartient
à 7* et x — x1x2. . ,xn s'abrite dans y, alors il existe une application injective
croissante h de {1,2, . . . , « } dans { 1,2, . . . / « } telle que pour tout i, l ^ z ^ n ,

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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on a xi^yh{i). Les yh(i) sont des éléments de / et / est une section initiale
de E donc tous les xt appartiennent à / et par suite x est un élément de /*.
L'ensemble se est filtrant, car si x et y appartiennent à /*, alors le mot x *y
appartient à /* et abrite à la fois x et y. C'est donc un âge et en outre
x*xesé pour tout xesé.

(ii)=>(iii). Soient x et y deux éléments de se. Puisque sd est filtrant, il
existe zesé qui abrite x et y. Le mot z*z appartient à se et abrite x*y .
Comme se est une section initiale, il s'ensuit x*yesé. Puisque se contient
le mot vide et est stable par produit, on a sé* = sé.

(iii) => (i). Puisque se est une section initiale, il s'ensuit que I: = se Ç\ E en
est une. Puisque 7 Ç J / 5 o n a f e «s/*. Puisque se est une section initiale, I
est l'ensemble des lettres qui appartiennent à au moins un mot de se et donc
i ç / * . Finalement sé^I*. D

Pour un mot u de £*, on note u l'ensemble des mots de E* n'abritant pas
le mot w. Par exemple si a est une lettre, alors a = (E\J\ à)*. C'est un âge
étoile.

PROPOSITION 2 . 2 : Soit E un ensemble ordonné. Les propriétés suivantes sont
équivalentes:

(i) Pour tout aeE, l'ensemble \a est filtrant supérieurement dans E.

(ii) Pour tout ueE*\{ 1 }, l'ensemble u est un âge de E*.

(iii) Pour toute section initiale non vide I de E*, si I est finiment engendrée
alors l'ensemble / + ~ formé des minorants de tous les majorants de I égale I.

Lorsque E satisfait l'une de ces propriétés, chaque âge de la forme u est un
concaténat fini d'âges qui sont — soit élémentaires, — soit étoiles.

Preuve : (i)=>(ii). Pour tout ueE*, u est une section initiale dans E* car
si x abrite y et n'abrite pas u alors y n'abrite pas w. Pour voir que u est
filtrant, posons u = a1 a2, . .an et considérons deux mots x et y n'abritant
pas u. Via le lemme 1.2, on peut écrire: x^x1b1x2b2. . .bpxp+1 avec/xw
de sorte que xt n'abrite pas at et at^bu et ceci pour tout i, 1 f^if^p. De même
on peut écrire y=zy1b

t
1 y2b2- • -b'qyq+1 avec q<n de sorte que yt n'abrite pas

at et a^b'i, et ceci pour tout /, If^i^q. Supposons que p^q. Appliquons
(i). Pour chaque j9 j^p, soit cj un élément de ]a} qui est supérieur à b} et à
b'j. Le mot z = x1y1c1x2y2c2. . .cpxp+1yp+1b'p+1yp+2. . .b'qyq + 1 abrite à la
fois x et y mais n'abrite pas u.

(ii) => (i). Soient y et z deux lettres appartenant à f x et soit le mot w = xx.
On & y eu et z eu. Puisque u est filtrant, il existe un mot veu abritant à la

vol. 26, n° 5, 1992



4 5 8 M. KABIL, M. POUZET

fois y et z. Il existe deux lettres tx et t2 de v telles que y^tx et z^t2. Or *t

ne peut être différente de t2 sinon, v abrite u. Donc t1 — t2çX^x est filtrant.
(ii) => (iii). Soit I—[K avec K partie finie de is*. Si u e E*\I, alors puisque

« est filtrant, non vide, et contient K il contient un majorant de K; un tel
majorant n'est pas minoré par w, donc ueE*\I+~.

(iii)=>(ii). Soient x, y eu. Considérons la section initiale engendrée par x
et y, soit I— l{x,y}. Puisque 7+~=/, le mot u n'appartient pas à I+~; il
existe donc un majorant de x et y qui ne majore pas H, un tel majorant est
donc dans u. D

Le fait que, sous l'hypothèse (i), l'ensemble u soit un concaténat fini d'âges
est une conséquence des deux lemmes suivants :

LEMME 2 . 3 : Soit u = axa2. . .an un mot de longueur n(n^3) sur un alphabet
quelconque. Pour tout i, l<i<n, u = (ax. . .a£) * (a^ . .an).

Preuve : Observons que si w, v, x, y sont quatre mots de E* et z une lettre
et si uzv^xy, alors soit uzi^x, soit zv^y. Ceci revient à dire que
uz*zv ^ wzt;. Dans le cas qui nous occupe, ceci donne

Inversement soit xea1a2. . >an; Si xeax. . .ak pour un certain A:, l^&rgz,
alors c o m m e k < z, on a aY. . .ak<^ ax. . .a^a^ . .an et donc

x e ^ . . . f l t*a; . . .flH. Si x abrite ax. . *ak sans abriter #x . . .afc+1 pour un
certain A:, i^k<n, alors, d'après le lemme 1.2, x s'écrit d'une manière unique :
x = xx bx x2b2. . .bkxk+x de sorte que xt n'abrite pas at, et ai^bi pour tout z,
l^i^k. Le mot xx bxx2b2. . .bt_xxt n'abrite pas ax. . .at- et appartient donc
à ax. . .ah tandis que bixi+xbi + l . . -bkxk+x appartient à at. . .an. Donc x
appartient à ax. . .at*at. . .an. Ce qui prouve que
u^ ax. . .ctj*ÜJ. . .an. •

LEMME 2 . 4 : Soient a et b deux lettres de E, C—{ceE:a,b^c} et
CA = | C U { 1 } . On a ab = a*C* *b. Ainsi, si dans E l'un des ensembles î a
ou \b est filtrant supérieurement, alors ab est un concaténat fini d'âges qui
sont soit élémentaires', soit étoiles.

Preuve : Soit u = ax a2. . .aneab\ soit u' le plus long préfixe de u tel que
u ea et u" le plus long suffixe de u tel que u"eb. Si M' et w" recouvrent u,
alors uea*b, donc wea*CA * 6. Sinon u = u' *v*u" et par la maximalité
de i/\ w", la première lettre de v abrite a, tandis que la dernière abrite b.
Comme ueab, il s'ensuit que v est une lettre appartenant à CA et donc
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uea*CA *è. Ainsi ab £ a* CA *è . L'inclusion inverse est évidente. Si fa
ou j e est filtrant dans E, alors C également, donc CA est un âge
élémentaire. D

Remarques ; (1) L'énoncé (ii) et l'implication (iii)=>(ii) lorsque 'E est une
antichaîne finie ont été obtenus par P. Jullien [9]. L'équivalence entre (i) et
(iii) a été obtenue d'une manière directe par H. J. Bandelt et M. Pouzet [1].
L'équivalence (ii)o(iii) est encore valide si au lieu de is* on considère un
ordre arbitraire. Le lemme 2.3 est dû à P. Jullien (lorsque E est une antichaîne
finie) [10].

(2) Sous l'hypothèse que E est une antichaîne, P. Jullien prouve également
que les âges qui sont des intersections finies de concaténats finis d'âges étoiles
ou élémentaires sont encore de tels concaténats. Sous cette hypothèse, il
découle d'un théorème dû à Higman (cf. théorème 5.1) que tout âge est une
intersection finie d'âges de la forme u. Ces deux faits, ajoutés à la
proposition 2.2, prouvent son théorème.

PROPOSITION 2 . 5 : Les âges élémentaires et étoiles sont fortement indécompo-
sables.

Preuve : C'est évident pour les âges élémentaires. Soit se un âge étoile.
Supposons qu'il n'est pas fortement indécomposable; il existe alors Si et #,
sections initiales propres de se, tels que se = $*<€. Soient x et y deux
éléments qui appartiennent respectivement à sé\$ et à srf\%>. Puisque se
est étoile, le mot x*y appartient à se. Il existe donc wef et ve^ tels que
x * y = u*v. Mais ceci donne soit X^M et donc x e J ce qui est impossible,
soit y^v\ ce qui est tout aussi impossible. D

LEMME 2 . 6 : Soit E un alphabet ordonné; si un âge de mots se est concatènat
de deux sections initiales, alors l'une d'elles est un âge.

Preuve : Soient ƒ" et Jf deux sections initiales de E* telles que
se = £ * JT. Si $ n'est pas un âge, choisissons x,x'e f qui en témoignent et
voyons que Jf est filtrant donc est un âge. Soient y,y' eJf*. Puisque se est
un âge et se = ƒ * X on peut trouver w: =uv, avec w e / ^ e l , qui majore
à la fois xy, xy', x y et x'y'. Or u ne peut majorer à la fois x et x'; sans
perte de généralité on peut supposer qu'il ne majore pas x. De uv^xy et non
w^x on tire v^y, de même on tire v^y' et donc Jf est filtrant. •

N.B. : Une décomposition comme ci-dessus peut être propre. Par exemple,
soit A un idéal de E et soit X une section initiale non filtrante de E, de sorte
que A et X soient incomparables pour l'inclusion; posons (/=[A*X et
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C%* = X* alors sé\ = ,ƒ * Jf est un âge, f est une section initiale non filtrante
de £*, JT est distinct de J^.

Étant données deux parties J, / de E*, nous notons - comme il est
d'usage - f1 *J: = {xeE* :fx ç ƒ} et

Nous rappelons, sans preuve, le fait élémentaire suivant:

FAIT : Étant données J, f ^ c€ ^ £*, il y a équivalence entre :

(ii) X^ / " 1 *^
(iii) / ç ƒ *Jf-1.

LEMME 2.1 : Soit E un alphabet ordonné; si J? ̂  E* et J est un âge de E*
contenant J\ alors J~^ * £ et J * J^~l sont également des âges.

Preuve : Contentons nous de voir que J~X*J est un âge; le fait que
j * ^ ~x en soit également un s'en déduit par retournement des mots (i. e.
par image miroir) ou peut se prouver d'une même façon. C'est une section
initiale, en effet soit x, y tels que x e / ' ^ / e t y ^ x j o n a / x ç ƒ implique
ƒ > ^ </, c'est-à-dire / " - 1 * . / . Voyons maintenant que f1 * £ est filtrant.
Étant donnés deux entiers n et m, soit 0> {n, m) la propriété suivante :

« pour tout f ^ E*, pour tout u, veE* de longueurs respectivement | u | = n
tt\v\ = m: si u, ve f~r *£, alors il existe w e / " 1 * , / tel que u, v^w.»

Les couples d'entiers étant ordonnés par l'ordre produit:
{n, m):§(n1,m')ow^n'etm^m', on prouve 0*(n,m) par induction sur (n, m).
Les propriétés £P(n,0) et ^(0,m) soit trivialement satisfaites. Soit (n,m),
n ̂  1, m ̂  1 tel que ^ («', m') est vraie pour tout (n\ m') < (n, m); en particulier
&(n—l,m) et SP(ji,m— 1) sont vraies. Soit donc ,ƒ, M, ZJ avec u, vef~x * J
et (|u|, |u|) = (n,m). Posons u = aia2. . .an et u = (^ P2. . . jîm et notons
M"=a2. . .a„ett;- = p2 . . . pm.

CAS 1 : o^u ou pr w e / " 1 * ƒ . Supposons par exemple a ^ e / " 1 * ƒ , soit
/ t t j ï i ç / . Posons JT = £ /a1 . On a z^e^T"1 * . / , et puisque usf~l *<ƒ, on
a w ' e J T " 1 * , / . Or (|M~ j , |Ü|) = («—l,m) et ^ ( ^ - l , m ) vraie impliquent
qu'il existe w 'GJ f" 1 * / tel que M~,I?^V/. Le mot w ^ a ^ ' satisfait les
conditions énoncées. Le cas p ^ e / " 1 * , / se prouve de la même façon.

CAS 2 : cn,1 v et Px u^f'1 * , / . Soit donc w0, vQef qui en témoignent, c'est-
à-dire uoa1v$if, vo^1ufJ. Puisque u.vef'1*^ et wo,î)oe/, on a wow
et voveJ. Puisque . / est filtrant, il existe weJ avec wow, t;oî;^w. Nous
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disons que pour tout mot w ' e i , si uou, vov^w\ les éléments ax et $x sont
envoyés sur une même lettre6. Plus formellement:

Si w/ = w09w1 avec wo^uo, 0^a1? wx^u~ (1) et si wf = w'0Q
fwf

x avec
wó = ̂ o> ̂ ' = Pi5 ^ g:z>~ (2), alors w1 = w'1 ce qui entraîne 0 = 0' et wo = w'o. En
effet si l ^ |< | vt̂  |, alors v^wx. Donc U0OL1 v^u0Qv^w'9 et par suite
uoaxveJ*. Contradiction. De même la supposition ( M ^ I ^ M / J contredirait
le fait que vQ$xu$J. On a donc |wx | = |w'x \ et par suite w = w'u 0 = 0' et
wo = w'o. Choisissons u n w e / avec w^uou,vov et soit 0 donné par le fait ci-
dessus et jf = #Q. Alors u~,v~e3f " 1 *,ƒ. En effet si u~ ^C^'1 * ƒ , alors
il existe uoef tel que u'öQu~^J. Mais par ailleurs uoueJ> et w e / , soit
w/'e*/3 avec W" :̂WQW, w. On a V/^WOOM^ avec WQ^WQ, 0^a l 5 M/^W"" et
w" = wó'8wi' avec W'Q^U'O, §^a l5 w"^w~. Si | M ^ ' I ^ M ^ |, alors W'Q^U0 et
donc la décomposition WQ8W" satisfait encore (1), or on a unicité. Si
\wi \<\w'i \> alors MÓ = wi e t donc ^00^"=^" ce qui entraîne u'0Qu~eJ.
Contradiction. Donc | w[ | = | w" \ et 0 = ô et on a encore u'o 0 w~ 6 J. Contra-
diction. De même on montre que ï j ' e J f " 1 * / . Maintenant
3P(\u~ |, \v~ \) = 0>{n~ l,m— 1) est vraie, donc il existe w ' e J f " 1 * / avec
u~,-v~ ^w'. Le mot w = 0w' appartient à f~l *J et vérifie w^w, v._ D

PROPOSITION 2 . 8 : ^OÏÏ £" un alphabet ordonné; un âge J$ est fortement

indécomposable si et seulement si il est indécomposable.

Preuve : Soit J indécomposable. Si J est étoile, alors d'après la
proposition 2. 5, il est fortement indécomposable. Supposons maintenant que
J n'est pas étoile et soient f tt c€ deux sections initiales de E* telles que
<ƒ = <ƒ* Jf. Montrons que / = / ou que Ĵ  = X . D'après le lemme 2.6,
l'une de ces sections initiales est un âge; sans perdre de généralité nous
pouvons supposer que c'est <ƒ que nous supposons être également distinct
de J. D'après le lemme 2.7, ^Z"1 * J est un âge; or d'après le fait ci-dessus
nous avons X ^ f1 *<f et par suite </ = ƒ * (f1 *<f)- Comme J est
indécomposable, il s'ensuit que j^j-1 # j - y ceci donne <f = f*J et donc
ƒ = ƒ * * ƒ . Soit A: =f*DE et soit jf' l'ensemble des xeJT tels que la
première lettre dex ne soit pas dans A, Nous avons J=> f* * $C\ En effet
soit wsJ\ choisissons le plus long préfixe de w, soit u\ qui appartient à f*
alors w = u v' avec v dans Jf ' (en effet, QÏ\2LW = UV avec we^ , u e / et donc
u est préfixe de u')\ En outre X ' est filtrant; en effet, soient y, y'e Jf'; ces
deux éléments sont dans J donc sont majorés par un élément uv avec w e / *
et veJf'; on a y.y'^v (si j> ne s'abrite pas dans v, alors la première lettre
de y serait dans A). Puisque J est indécomposable non étoile, il s'ensuit que
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3. CARACTÉRISATION DES ÂGES INDÉCOMPOSABLES

Nous utilisons un argument de compacité, présenté en termes d'ultrapro-
duit, pour montrer que tout âge de mots est un produit de sections initiales,
chacune formée de lettres. Pour plus de détails sur ces questions, voir, par
exemple, [2,3,4,16].

Soit f un âge de mots de E*. Considérons le sous ensemble $={] u,uef}
de l'ensemble P(f) des parties de e / . Du fait que / est filtrant, l'intersection
de deux éléments de M contient un élément de M. Soit alors U un ultrafiltre
contenant^. Pour chaque mot u = ulu2. . .un appartenant à f, soit
Su^(Vu,Cu,(RUfXeE) la structure relationnelle de base KH={ 1,2, . . . , « }
dans laquelle Cu est l'ordre total 1 5^2. . . gn et chaque Ru a est une relation
unaire de base Vu définie comme suit: RUtOi(i) prend la valeur + si a^ut

et la valeur — sinon. Considérons Vultraproduit des Su par Vultrafilîre U,
ultraproduit que nous notons S = IISJU et que nous définissons pour l'agré-
ment du lecteur. Définissons d'abord la base V de S; nous considérons la
relation suivante : nous dirons que le /"-uple x = ( . . . , xui . . . ) et le
^/-uple y = ( . . . , yu9 . . . ) sont égaux modulo U si {u/xu = yu} e U. Cette égalité
modulo U est une relation d'équivalence, et nous prenons pour V son espace
quotient, c'est-à-dire l'ensemble de ses classes que nous notons Jj VJU. Soient
a et b deux éléments de V= f| VJU et soit x = ( . . . , xu, . . . ) et
y = (- - ->yU9 - - •) ^ e s représentants respectivement de a et b. Nous disons que
a^sb si {ujxu^yu}eU. D'après les propriétés de l'urtrafiltre, cette relation
:§ s , que nous notons également C, est un ordre total sur V, Pour chaque
aeE, considérons la relation unaire 7?f de base V définie comme suit ; soit
a s V et soit x = (. . .,xu9 . . .) un représentant de a suivant U, alors
R*(a)= + si {u/Ru,a(xu)= + }eU. On a alors S =(K,C,(/©„*).

Pour tout aeV, notons Xa~ {aeE/R^(d)= + }. C'est une section initiale
(éventuellement vide) de E car si (3 ^ a et R% (a) — +, alors
{ w/7?U)a(xH) = + }eU et cet ensemble est contenu dans {u/RUi p (xJ= + },
donc { u/RU} p (xw) = + } G U, ce qui implique que R^ (a)~ +, et donc p e Xa.
On a un peu mieux. Munissons P(E)~{0,1 }E de la topologie produit
— c'est un espace compact —, et considérons l'ensemble J(E) des idéaux
de E comme sous ensemble de cet espace; on a alors :

LEMME 3 . 1 : Pour tout aeV, l'ensemble Xa est une limite d'idéaux de E.
L'âge / est le produit de la famille {X°a)aeC dans laquelle X°a=Xa U { 1} pour
aeC.

Preuve. — (1) Soit aeV, prouvons que Xa est adhérent à J(E). Pour cela,
soit if un voisinage de Xa dans 2E. Par définition de la topologie, il existe
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deux parties finies F et G d e £ telles que iTF G: = {X^ E:F^ Xa et
Gf\Xa = 0) ^ -V. Soit (. . .5i„, . . .) un représentant de a,

on a alors Rs
Oil(a)=+, R\2 (a )=+, . . . , 1 ^ (fl)=+, R%x ( a ) = -

0) = - , . . . , i^p (a)=-, ce qui implique que {u/RUt0L1 ( x J - + }
. . ., {w/*u,afc (xu)= + }eU, { M / ^ Pl (xu)= - }eU, . . ., {u/Ru^p

(xu) — — }eU. Soit #l'intersection de toutes ces parties; HeU implique qu'il
existe w e / tel que | w ç / / ; soit w = wt w2. . . w„ et Cw = 1 S 2 ̂  . . - S ni la-
composante x^ de ö! est un certain y', If^j^n. Puisque pour tout i, l^i-^k,
on a Rw a. (/)= + ceci implique a; ̂  Wp de même, i?w p. (ƒ) = — implique que
Wj n'est supérieur à aucun des P̂ ; donc F ç j w7- et G H 1 Wj = 0 . Par consé-
quent l'idéal l Wj est dans 'V. Ce qui prouve que Xa est adhérent à / (£) .

(2) Montrons que fj(A^:aeC) est inclus dans / . Soit u = a1 a2. . .ap un
élément de f ] (JŜ  : a e C); il existe

tel que &xeXav . . . <x~eXa et~a1<sa2<s. . . <sap. D'où l'ensemble

il existe donc i v e / tel que | w ç / / ; exprimons le fait que weH: on a

*i ,w<*2, w <-••<*!» , w> * w , a i ( * i , J = + > - . .>*„ ,« , ( \ w ) = + ; posons
w= Pi p 2 . . . p„ et {x lf w, x2) ws xP) w } ç Cw; il existe donc À < / 2 < <jp tels
quei?W ) P i l(x l 5 J = + , . . ., JRWtPj.p(xJÏ>w)= +;maisjRWiai (xltW)= + implique
que o q ^ P ^ , . . ., JRWÏa (^p>w)— + implique que otp^Pj- ; donc v s'abrite dans
w et par suite u e / .

(3) Montrons l'inclusion inverse. Soit w e / ; posons u = a1a2- • -ak5
 s°i t

Cu = 1 ̂  2 ̂  . . . ̂  A:. Il s'agit de trouver ax <s a2 <s. . . < s a k dans V tels que
0LxeXai, . . . a f c G ^ ; posons ax = {. . . ,^ i ) W , . . .); ̂ es composantes de ax sont
choisies comme suit: si u ne s'abrite pas dansw, on prend pour yXw un
élément quelconque de Cw qu'on fixe et qu'on note zws si u s'abrite dans w,
posons w= Pi P2 • . . P„ et pour C w = 1 ^ 2 ^ . . . ^ n soity^ le plus petit indice
tel que o t ^ P ^ , on pose alors yltW=j\- Supposons défini ak._x, on définit ak,
de la façon suivante: si u ne s'abrite pas dansw, on pose yk>,w = zw; si u
s'abrite dans w, soityfe, le plus petit indice supérieur à,jk>-x tel que ak,^$jk„
on pose yk.tW=jk>. Soit i,ye{ 1, 2, . . . , * : } , i<j implique at<saj9 car
{v G <fl/xh v < xjt v} contient | w, donc appartient à U. De même
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{ v e cf/RVt ar (
xr, v)= + } contient | u donc appartient à U pour tout r,

1 <*r^k; ce qui montre que otrGXûr pour tout r, l^r^k. Q

LEMME 3 . 2 : Smï £ un alphabet tel que J(E) est compact. Tout âge J? de
E* est produit d'âges élémentaires.

Preuve : Si J(E) est compact, alors il est fermé et donc toute limite d'idéaux
est un idéal. Les X^ du lemme 3.1 sont donc des âges élémentaires. D

Un critère d'indécomposabilité est le résultat suivant :

PROPOSITION 3 . 3 : Soit / un âge de la forme f\ (At :isK) avec At^ At U { 1 }
pour chaque ieK, et Ai section initiale (resp. idéal) de E. Si J est fortement
indécomposable (resp, indécomposable) alors il est soit étoile, soit élémentaire.

Pour la preuve de ce résultat nous utilisons le lemme suivant :

LEMME 3 . 4 : Si K est une chaîne et (p) une propriété des sous-chaînes de K
telle que :

(1) Toute sous-chaîne L' de K contenant une sous-chaîne L vérifiant {p)
vérifie aussi (p).

(2) Pour toute partition de K en intervalles It, /2 , . . ., Ik, au moins Vun des
Ij vérifie (p).

Alors au moins l'une des propriétés suivantes est vérifiée :

(i) U existe xeK tel que la chaîne \x) vérifie (p).

(ii) // existe un segment initial G de K et un segment final D de K
vérifiant (p), dont Vintersection est vide.

(iii) / / existe un ordinal X et une %-suite croissante

C . . . < x a < . , ,a<X

telle que la chaîne G— {C vérifie (p) et aucun segment initial propre de G ne
vérifie (p).

(iv) II existe un ordinal X et une X-suite décroissante

C~xo>x1> . . . > x a > . . .a<X

telle que la chaîne D —î C = vérifie (p) et aucun segment final propre de D ne
vérifie (p).

Preuve : Étant donné xeK, soit (<- x]= {yeK/y^x} et
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Considérons les ensembles G'=z{xeK tel que (<-x] ne vérifie pas (/?)} et
D = {x e K tel que [x -*) ne vérifie pas (p)}. Il est clair que G est un segment
initial et D est un segment final de K. De plus G H D~ 0 , en effet, s'il existe
xeGC\ D, alors K sera réunion disjointe des intervalles (<- x[, et [x->) sans
que l'un d'eux vérifie (/>). Ce qui contredirait l'hypothèse (2). Deux cas sont
possibles :

1er cas: GKJD est inclus strictement dans K. Dans ce cas, il existe xeK
tel que x$G et x$D, c^est-à-dire (<- x] et [x -») ne vérifient pas (/?).

Si (4- x[ vérifie (/?), a l ° r s e n posant G' = («- x[ et Z>' = [x ->), on est en (ii).
De même si ]x ->) vérifie (/?).

Si ni (<- x[ ni ]x->) ne vérifient (p), alors d'après (2), {x} vérifie (p) et on
est en (ii).

2e cas : K= G U D. En appliquant l'hypothèse (2), G o u D vérifie (/?).

1er SOMS cas: G vérifie (p).

Observons qu'aucun segment initial propre de G ne vérifie (p). En effet si
/ est un segment initial propre de G, alors en prenant xeG\I, on obtient
f £ (<-xf ^ G. Or xeG; donc (<- x] ne vérifie pas (j9) et par conséquent 7
non plus. Prenons alors une chaîne cofinale C = : x 0 < x 1 < . . . < x a < . . . a < À ,
avec X = cf(G); (Puisque G vérifie (p), on a X^co) et on est en (in).

2e soMS cas : D vérifie (/?).

Un raisonnement analogue montre qu'on est en (iv). •

Preuve de la proposition 3 . 3 : Pour L £ K, posons

Disons qu'une sous-chaîne L de ^ vérifie la propriété O) lorsque / = II (L).
Du fait que L ^ L' implique que II (L) ^ II (L'), il s'ensuit que si L vérifie
(/?), alors toute sous-chaîne L' de K contenant L vérifie aussi (p). Soit
K—Ix U / 2 U • • < U/« une partition de ^ en intervalles. On peut supposer
que tout élément de Ij est inférieur à tout élément de Ij+ x. On a
ƒ = JJ( / 1)*IJ(7 2)*. . ,*J7(4). Si ƒ est fortement indécomposable (resp.
indécomposable), alors f = Y\{Ij) pour un certain j , l^j-^n. Donc si f est
fortement indécomposable (resp. indécomposable), la chaîne K et la propriété
(p) satisfont les conditions du lemme 3.4. Quatre cas sont possibles :

1er cas: (i) est vérifiée. Dans ce cas $ est un âge élémentaire.

2e cas: (ii) est vérifiée. Soit alors G un segment initial de Kei D un segment
final de K tels que G et D sont deux parties disjointes vérifiant toutes les
deux la propriété (p). On a alors f = Yl(G) = Y\(D). Or f = l\(G)*Y\(D).
Donc ƒ * / = ,ƒ. Le lemme 2.2 implique que ƒ est un âge étoile.
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3e cas: (iii) est vérifiée. Dans ce cas, il existe un ordinal X et une X,-suite
croissante C—xo<x1< . . . <x a < . . . ot<À, telle que la chaîne G = i C vérifie
/ — Y\iP) e t pour tout segment initial propre L de G, f ^\\(L). Soit w e / .
Il existe ix < i2 < . - . < ik dans G tel que « e ^ * séi2 * . . . * seik. Pour un tel
choix d'indices, il existe a tel que zfc^xa. Pour un tel a, on a
f = Y\{{ieG \i<,Xa}) *Y\ ({ i e G : i>xa}). Puisque / est fortement indé-
composable (resp. indécomposable), on a / = ({/eG:/>^a}). Comme
KefJ({zeG:z'g*a}X on a u*uef. Le lemme 2.2 implique que ƒ est un
âge étoile.

4e cas : (iv) est vérifiée. On peut faire une preuve tout à fait semblable à
celle du 3e cas. En fait, si on renverse l'ordre de la chaîne X, et si on retourne
chaque mot (le mot axa2. . .an se retournant en an. . .a2a1), l'âge / se
transforme en un âge /d, celui-ci étant le produit des sé\ indexé par la chaîne
Kd obtenue en renversant l'ordre de K. On se trouve alors dans le 3e cas et
donc fà est étoile. Par suite f, lui-même, est étoile. D

Preuve du théorème 2 : D'après la proposition 2.8 on a l'équivalence entre
(i) et (ii). D'après la proposition 2.5, on a (iii)=>(ii). Voyons l'implication
(ii)=>(iii). Soit / un âge; d'après le lemme 3.1, cet âge est un produit de
sections initiales. D'après la proposition 3.3 s'il est fortement indécomposa-
ble, il est élémentaire ou étoile. On a trivialement les implications (ii')=>(ii)
et (ii') => (i') =>(i). Pour achever la preuve du théorème, il suffit de prouver
(iii) =>(ii'). Soit f un âge contenu dans se * 0$ sans qu'il soit contenu ni
dans se ni dans 9.

Casl : f est élémentaire. Soit asf\sé et betf\â$. Il existe une lettre
ce f avec a,b^c. Mais ce f implique ce se ou ce M, Comme se et 38 sont
des sections initiales, ceci implique aesé ou beâS. Contradiction.

Cas 2: f est étoile. Soit ue^\sé et vef\@. Il existe un mot wef
avec u, v ̂  w. Le mot w * w appartient à ƒ donc à se * J? et par suite wesé
ou w e l . Ceci implique que uesé ou veïM. Contradiction. D

PROPOSITION 3 . 5 : Soient E un alphabet ordonné et ƒ un âge de E*; il y a
équivalence entre :

(i) / est complètement fortement indécomposable',

(ii) f est complètement indécomposable^

(iii) ƒ est élémentaire.

Preuve : Les implications (i) => (ii) et (iii) => (i) sont évidentes.
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(ii) => (iii). Un âge complètement indécomposable est indécomposable.
D'après le théorème 2, l'âge ƒ" est soit élémentaire, soit étoile. Pour conclure,
on applique le lernme suivant :

LEMME 3 . 6 : Si I est une section initiale non vide de E, alors I* est un
produit d'âges élémentaires.

Preuve : Soit J^ = {/a:a<K} une famille d'idéaux de E dont la réunion est
7, et soit C = K.OO la somme ordinale de oo copies de K. Soit £>eC, cet élément
s'écrivant Ç = (a, n), posons K^ = 7a U { 1}. On vérifie facilement que

4. QUELQUES CAS PARTICULIERS

PROPOSITION 4 . 1 : Tout âge se dont la longueur des mots est bornée est un
concaténat fini d'âges élémentaires.

Preuve: Soit n égal au maximum de la longueur des mots de se. Si w = 09

alors se = {1} et on peut considérer que se est le concaténat d'une famille
vide d'âges élémentaires. Supposons que w^l . Soit F l'ensemble des mots
de se de longueur n. Puisque se est filtrant, l'ensemble F est filtrant et cofinal
dans se. Soit Ft l'ensemble des lettres a{ telles que at est la ième lettre d'un
certain mot appartenant à F. Les Ft sont filtrants, en effet, soient at et bt

deux éléments de Ft. Il existe deux mots x,yeF tels que x = ala2. • .at. . ,an

et y = bxb2. . .bt. . .bn. Comme F est filtrant, il existe z — c1c2. . .ct. . .cn

appartenant à F qui abrite à la fois x et y. Donc ^ei7; et comme x, y et z
sont de même longueur, on a ai^ci et b^c^ Donc les ( j i^U {1 }) sont des
âges élémentaires. Posons

et montrons que sé — $. Soit x un élément de se. Si x = a1a2- . .«„ est un
mot de longueur n, alors x e F et chaque at e Ft. Donc x e f . Si x = ala2. . ,ak

est un mot de longueurk, k<n, alors il existe k indices i1 <i2< . . . <ik tels
que

xe(iFh U { 1}) * (I Fi2 U {1}) * • • • (I Fit U { 1}).

En effet soit y e F qui abrite x. Posons y = y1y2- • >yn- Pour l^z'rgn, ^ e ^ .
Soit ix le plus petit indice tel que al ^yiv i2 le plus petit indice supérieur à z\
tel que que a2t^yi2, ik le plus petit indice supérieur à ik_1 tel que ak^yiki on
a ai^Fii,a2e[Fi2i . . .,ake[Flk. Par ailleurs, l'opération * étant croissante
et extensive, il s'ensuit que se est inclus dans &. Inversement, soit x e J de
longueur k,k^n. Posons x = ai.ai.. . .at. avec a, .e |F f . pour tout j , l^jSk,

1 •£ k J J
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ÏJ < i2 < . . . <ïjfe et {z\, Ï2, . . ., ik} ç { 1,2, . . . ,n } . Pour tout y, 1 < / ^ fc, il
existe b^eF^ tel que a{j^bir Pour tout/, l^gy^A;, soit x ^ ^ a ^ . . .a[.. . .aJ

n

un élément de F tel que a{=bt.. Comme F est filtrant, il existe
y = y1. .yi±. .yik. . .yn appartenant à F qui abrite tous les xr Comme chaque
ûitkbi., le mot x s'abrite dans y. Ceci implique que xese. D'où M £ si. G

PROPOSITION 4 .2 : Soit f un âge de mots de E*. Si J a un plus grand
élément ou une chaîne cofinale de cofînalité non dénombrable, alors J est un
concaténat fini d'âges élémentaires.

Preuve. — Sous cette hypothèse, la longueur des mots de $ est bornée.
C'est clair lorsque $ a un plus grand élément. Montrons le dans le cas où
$ a une chaîne cofinale de cofinalité K non dénombrable. Pour cela, considé-
rons une suite croissante cofinale de type K, soit

La suite des longueurs des mots est encore croissante, soit
l(uo)^l(ux)^ . . . ̂ l(uj^ . . ,OC<K. Elle est stationnaire - et donc vaut m
à partir d'un certain rang — ce, du fait que toute application croissante d'un
ordinal de cofinalité non dénombrable dans l'ordinal co est constante à partir
d'un certain rang. Comme cette suite est cofinale, tout mot de f est de
longueur au plus m. On applique la proposition 4.1 pour conclure. D

LEMME 4 . 3 : Tout âge £ de cofinalité au plus dénombrable est produit d'une
famille d*âges élémentaires indexée par une chaîne finie ou dénombrable.

Preuve'. Soit (un)n une suite croissante cofinale dans <ƒ. Pour chaque mot
un = ulnu2n. . .u k n n de longueur kn9 considérons la chaîne

Cn = Xln<X2n< ' • • <Xknn

et une application croissante fn + ltH qui témoigne que un s'abrite dans un + 1

(Par exemple, pour le plus petit indice j \ tel que uln^Ujltt+u posons
/« + if i.(*i ») = ̂ ji «+i- Supposant défini fn + Un{xk_1 n), soitjfc le plus petit indice
supérieur kjk_x tel que uka^uhn+1, posons alors/B + lfB(*fcn) = ttJ-ftII + 1). Consi-
dérons le système inductif (C n , / n + 1 B)n. Soit C la limite inductive de la famille
(Cn)n pour la famille d'applications (ƒ„ + !,„)„• C'est une chaîne dénombrable.
Pour chaque aeC, considérons Fa = {utj tel que xtjea}. Par définition de la
limite inductive, les Fa sont filtrants. Posons Xa=lFa\j{l}- C'est un âge
élémentaire. On vérifie que Jr = Yl (%a '•a e Q- d
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5. ÂGES DE MOTS SUR UN ALPHABET BELORDONNÉ

Un ensemble ordonné P est bien fondé, si toute partie non vide a un
élément minimal ou d'une manière équivalente si P ne contient pas de suite
infinie strictement décroissante. L'ensemble P sera dit belordonné s'il vérifie
Tune des propriétés équivalentes du théorème suivant dû à Higman :

THÉORÈME 5.1 (Higman [6]) : Soit P un ensemble ordonné. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

(i) Toute partie non vide de P a un nombre fini {non nul) d'éléments
minimaux.

(ii) L'ensemble P est bien fondé et n'a pas d'antichaîne infinie.

(iii) Tout segment final F de P est finiment engendré. {Ceci voulant dire qu'il
existe une partie finie L de P telle que F= | L.)

(iv) Pour toute suite xo,xu . . .,xn, . . . d'éléments de P, il existe deux
entiers n<m tels que xn^xm.

(v) Toute suite xo,xx, . . . ,xn, . . . d'éléments de P contient une sous-suite
infinie croissante.

(vi) L'ensemble F {F) des sections finales de P ordonné par inclusion inverse
est bien fondé.

(vii) L'ensemble I{P) des sections initiales ordonné par inclusion est bien
fondé.

Nous rappelons le théorème suivant également dû à Higman [6] {voir
aussi [11], et pour une synthèse récente sur le belordre, voir, par exemple,
[14]).

THÉORÈME 5.2 : Si E est un alphabet belordonné, alors l'ensemble E* des
mots finis sur E muni de l'ordre d'abritement de Higman est belordonné.

Nous rappelons enfin un résultat moins connu {voir [5]). Nous en rappelons
la preuve : le même argument étant utilisé pour la preuve du théorème 1.

LEMME 5.3 : Soit P un ensemble ordonné; P n'a pas d'antichaîne infinie si
et seulement si toute section initiale est réunion finie d'idéaux.

Preuve : La condition est suffisante puisqu'une section initiale engendrée
par une antichaîne infinie ne peut être réunion finie d'idéaux. Pour la
réciproque, supposons d'abord que P est belordonné auquel cas I{P) est bien
fondé; raisonnons par induction : si l'énoncé est faux, considérons une section
initiale, minimale pour l'inclusion, qui en témoigne; mais alors celle-ci ne
peut être réunion de deux sections initiales propres. D'après le lemme 1.1,
c'est un idéal. Contradiction. Dans le cas général, utilisons le fait (remontant
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à Hausdorff) que tout ensemble ordonné contient une partie cofînale bien
fondée. Soit / une section initiale de P et P3 une partie cofînale de / bien
fondée. Puisque P3 est en fait belordonné, il est union finie d'idéaux, soit
donc PJ = P1 U P2 U • - • U Pn °ù l e s pi s o n t d e s idéaux de Pj. Les (<- Pt]
sont des idéaux dont la réunion est J= (<- Pj\. D

Preuve du théorème 1 : La condition que E est belordonné est nécessaire
car si E n'est pas belordonné, alors deux cas sont possibles :

1er cas: E contient une oo*-chaîne? soit C = a1>a2> . . . Dans ce cas,
considérons la section initiale si engendrée par le sous ensemble
X: = { au a1 a2, ax a2 a39 . . . } de E*. C'est un âge et il n'est pas un concatenat
fini d'âges élémentaires car la longueur des mots n'est pas bornée. Supposons
que se est un concatenat fini d'âges, soit sé = sér * se 2 *. . .sén. Le mot
a1a2. . .an appartient à se. Il existe j , ke{ 1,2 . . . n} tels que se j est étoile
et akesrfr D'après le lemme 2.2 le mot akak. . ,ak (fc+1 fois) appartient
à se y Donc à sJ, Or cet élément ne peut être majoré par aucun élément
de X. Contradiction.

2e cas : E contient une antichaîne infinie. Dans ce cas, soit L = {a0, au . . . }
une co-antichaîne de E. Soit se la section initiale engendrée par l'ensemble
des mots atl ai2. . . aik tels que i1 > i2 > . . . > ik. Par un raisonnement analogue
au 1er cas, on montre que se ne vérifie pas (ii).

Réciproquement, supposons que E est belordonné. Alors E* l'est aussi
(théorème 5.2) et l'ensemble des âges est donc bien fondé (théorème 5.1).
Compte tenu du théorème 2, il nous suffit de montrer que tout âge est
concatenat fini d'âges indécomposables. La preuve est identique à celle du
lemme 5.3: si un âge n'est pas un tel concatenat, alors puisque l'ensemble
des idéaux est bien fondé, il y en a un qui est minimal pour l'inclusion, mais
alors cet âge ne peut être concatenat de deux sous âges propres, et donc il
est indécomposable. Contradiction. D

Une preuve directe du théorème 2 dans le cas d'un alphabet belordonné

Voici une preuve directe du théorème 2, évitant à la fois le recours à la
résiduation (lemmes 2.6 et 2.7) et à la compacité (proposition 3.3).

Preuve de Vimplication (i)=>(ii) du théorème 2: Supposons que
f = J^ * J2 avec Jx et J2 sections initiales de E*. Puisque E est belordonné,
E* n'a pas d'antichaîne infinie et J± et Jz sont des réunions finies d'âges,
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J:lûjûn} et </2= U {^2k:
l Sk^n}. On a

ce qui implique que / — Jt} * J 2 k pour un certain

Si ƒ est indécomposable, alors <f = Jf
lj ou f = J2k. Si (f = J1p alors

/ i ^ / ^ / et donc f = J1. De même si f = ̂ 2io
 o n a f = *^2 et par

suite ,ƒ est fortement indécomposable. D

Pour la preuve de (ii) => (iii) nous utilisons les deux lemmes suivants :
Étant donnés n ensembles ordonnés P1,P2, - . -,Pn, soit

leur produit direct et pour chaque z, l^i^n, soit p^ la projection de P
dans Pi (définie par pr̂  (xu x2, . . ., xn) = xt). On munit P de l'ordre cartésien :
x ^ y si et seulement si pri(x)^pri(y) dans Pt pour tout f, 1 ̂ zrgrc.

LEMME 5 . 4 : Si X est un idéal de ^ x ^ x . . . x ^ , alors les

pr1{X), . . .,prn(X) sont des idéaux de Pu P2, . . ,Pn respectivement et

I = p r 1 ( I ) x . . . x p r „ ( 4

Preuve: Posons X^px^X). Du fait que prf est croissante et X filtrant il
s'ensuit que Xt l'est. Soient xt dans Pi et yv tels que x^y^ Prenons y dans X
tel que y{ = prt (y); si dans cet «-uple on substitue la coordonnée yt par xt le
«-uple x obtenu vérifie x^y donc est dans X; or X; = pr£(x) donc xteXu ce
qui prouve que Xt est une section initiale. Ainsi Xt est un idéal. Il est clair
que X ç X1 x Z2 x . . . x Xn. Montrons l'autre inclusion. Soit x = (x1; . . ., xn)
un élément de Xx x . . . x Xn et pour tout/, 1 ^j^n, soit xj = (x{, . . ., xjj) un
élément de X tel que xj = x;.. Comme X est filtrant, il existe y = (yu . . -,7„)
tel que pour tout 7, I ^ J ' ^ H , JCJ" ̂  3/. On a donc pour toutj, lrgyrgn, xj^jy.
Donc (JC1S . . . j x j ^ ^ ! , . . .,yn) et puisque Z est une section initiale, on a
i e l . D

LEMME 5 .5 : Soient E un alphabet ordonné, $ un âge de E* et u = uou1. . .un

un mot appartenant à ̂  de longueur n+\. Si E* est belordonné, alors il existe
2n + 3 âges de E*, soient JOJU . . ., ^2n + 2 vérifiant:

(i) Pour tout k,0Sk^n,uk$J2k.

(ii) Pour tout k, O^k^n, ukeJ2k + 1 et J>2k + 1 est un âge élémentaire.

(iii) / = t /
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Preuve : Soit F l'ensemble des 2 n + 3-uples (v0, vu . . .,v2 n+2)
 t e l s

(1) Pour tout k, O^fegw, uk ne s'abrite pas dans v2k.

(2) Pour tout k, Q^kf^n^ uk s'abrite dans v2k+i,

(3) z ^ * ^ * . . -*v2n + 2ef.

L'ensemble F est non vide car (l,u0, l5w1, . . . ,wn, 1) est un élément de F
puisqu'il vérifie les trois conditions ci-dessus. Il est belordonné car c'est une
partie de (E*)2n+3 qui est belordonné car E* l'est. D'après le lemme 5.3,
cet ensemble est une réunion finie d'idéaux, soit F = F 1 U F 2 U . . . UF fe.
Considérons l'application cp de F dans / qui à tout 2 n + 3-uplet
(vo,vx, . . ., v2n+2) fait correspondre le mot ï ) 0 * v 1 * . , . * i ; 2 n + 2 de ƒ. L'en-
semble <p (F) est cofinal dans ƒ , en effet, soit z e / . Comme f est filtrant, il
existe un mot vef abritant à la fois u et z. En utilisant le lemme 1.2, v est
un concaténat de 2n + 3 mots v^vu . . .?v2n+2 vérifiant les trois propriétés
ci-dessus. Il existe ie{ 1,2, . . . , £ } tel que q>(Ff) est cofinale dans ƒ, en effet,
cp (F) étant cofinale dans <ƒ, on a

En utilisant le lemme 1.1, on a ,ƒ =J,cp(F-) pour un certain/. Or ¥{ est une
section initiale du produit

a w0 u {i}) x

Donc Ft est un idéal de Jtf*. Eu utilisant le lemme 5.4, F£ est un produit
Fox Fx x . . , x Y2n+z où les F̂  vérifient: pour tout k, O^k^n, Y2k est un
âge inclus dans {Ej{u^*> Y<2k+1 est un âge élémentaire inclus dans
(A«*U { 1}) et F2fl est un âge quelconque de E*. Il suffit alors de prendre
j r = j yr pour tout r, 1 ^r^2n4-2. D

Preuve de l'implication (ii) =>^ii) <iw théorème 2: Soit ƒ un âge de f1* qui
n'est pas élémentaire. Montrons que ƒ est stable par concaténation. D'après
le lemme 2.2, il suffit de démontrer que pour tout ue/, u*ue ƒ . Soit alors
u — uoux...un un mot appartenant à / de longueur n+\. D'après le
lemme 5.5, il existe 2n + 3 âges / 0 , / 1 } . . . , / 2 n + 2 vérifiant les trois
propriétés (i), (ii) et (iii) de ce lemme. Si f est indécomposable, alors <ƒ = </ƒ
pour un certain je{0,1, ,2.M + 2}.. Or uk$J*±k et ukef pour tout k,
QgArrgrc, on déduit qusj^2k pour tout/c, Ogfc^« et comme les J 2̂fc+i sont
des âges élémentaires, on déduit aussi que J V 2 Â : + 1 pour tout&, O^k^n.
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Donc/= 2n-f 2 c'est-à-dire -J — J2n + 2- Comme « ê / o * ^ * . . . *^2«+i> o n

a M * / g / . On déduit que W * M G / . D

6. GÉNÉRALISATION AUX MONOÏDES ORDONNÉS

On peut voir E* comme le monoïde libre engendré par E. Donc, au lieu
de E*, on peut considérer plus généralement un monoïde ordonné, c'est-à-
dire un ensemble M muni d'un ordre ^ et d'une opération de monoïde:
(x,y) -> x.y (associative et admettant un élément neutre, que nous notons I)
qui préserve l'ordre, c'est-à-dire telle que : x^x' et y S/ implique x.y^x' .y'
pour tout x9x\y,y*eM. On peut étendre cette opération à l'ensemble / + (M)
de tous les idéaux non vides de l'ensemble ordonné M en posant
I.J=l {x.y:xeï,yeJ}. Une fois J+ (M) ordonné par inclusion, il devient
un monoïde ordonné dont l'élément neutre est J, {1 }, en outre M s'identifie
à un sous-rnonoïde de J+ (M) par le plongement x -» | { x }.

Dans tout monoïde N, et donc dans M et dans / + (M), on peut définir
une notion d'indécomposabilité (aussi appelée irréductibilité) : un élément u
d'urt monoïde est dit indécomposable si : u = x.y implique u = x ou u=y. Avec
cette définition, l'élément neutre 1 peut être indécomposable. Pour diverses
raisons, il est d'usage d'exclure 1; nous désignons par Ind(iV) l'ensemble des
éléments indécomposables de N privé de 1.

LEMME 6.1 : L'ensemble Ind(N) est contenu dans toute partie X engendrant
N Rengendrement étant pris au sens que tout élément de N est un produit fini
d'éléments de X). Réciproquement, Ind(iV) engendre N si N peut être muni
d'un ordre satisfaisant les conditions suivantes :

(1) L'ordre est compatible avec Vopération du monoïde, c'est-à-dire N devient
un monoïde ordonné,

(2) 1 -est le plus petit élément de N.

(3) L'ordre est bien fondé.

Preuve: En raison de (2), l'opération du monoïde est extensive, c'est-à-dire
x, y%x.y pour tout x.yeK, et on peut raisonner comme au lemme 5.3. Q

Si M est le monoïde libre E*, alors Ind (M) = E, et on a vu que Ind{/+ (M))
est, en substance, formé d'une part des idéaux non vides de Ind (M) et d'autre
part des étoiles des sections initiales non vides de Ind (M), Ce résultat
s'insère dans le cadre suivant : partant d'un monoïde ordonné M, décrire les
indécomposables de ƒ+ (M) au moyen de construction sur des parties bien
choisies de Ind (M). C'est ce problème que nous étudions mainteriatLt. Au
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préalable :

LEMME 6 . 2 : Soit M un monoïde, ordonné de sorte que Vêlement unité soit
le plus petit élément de M. Soit X ^ M et soit <p l'application de X* dans M
qui au mot uxu2. - -un associe ip(u1u2. . .un) = u1.u2. . .un et au mot vide
associe Vêlement unité de M. Si X engendre M, alors pour tout idéal I non
vide de M, les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) 1=1.1

(ii) / = (p (£*) où L est une section initiale de X.

(iii) I = i cp (K*) où K est une partie de X.

Preuve'. (i)=>(ii). Posons L = IC\X. Puisque l'opération «.» est extensive
(1 est le plus petit élément) et croissante, l'application (p est croissante et
<p(L*) £ /. Voyons que I ^ cp(L*). Pour cela, soit ueL Puisque X engendre
M, l'élément u s'écrit ux.u2. . ,un avec uteX. On a donc u=q>(u1u2. . .wM).
Puisque . est extensive et / est une section initiale, on a utel donc u^IOX
pour tout L Donc we<p(L*).

(i) => (iii). Évident.

(iii)=>(i). Supposons que /=|cp(X*) pour une partie K de X. Puisque
{a.b:aelq>(K*l b e | <p (K*)} £ | cp (K*), on a 1.1=1 {a.b\ael<ç{K*\
bel<p(K*)} £ jq>0K*) = / e t puisque l e / , on a / £ ƒ . / . Donc ƒ=ƒ.ƒ. D

Remarque : Un idéal de M satisfaisant l'une des conditions ci-dessus n'est
pas forcément indécomposable. En effet, l'opération «.» étant extensive,
l'ensemble M lui-même est un idéal qui trivialement, satisfait la condition
(i), alors qu'il peut, par exemple, être le produit de deux monoïdes. Pour
obtenir un exemple, le plus simple est de prendre M=a* x b*(czN2) muni
de Tordre produit.

PROPOSITION 6.3 : Si I est un idéal non vide de M et M est belordonné,
alors il y a équivalence entre :

(i) Pour tout uel, il existe vel avec v^.u tel que pour tout vuv2 satisfaisant
vx ,v2el: si vx .v2^.v, alors vx^u ou v2^u.

(ii) / est indécomposable.

Preuve: non (ii)=>non (i). Supposons que / n'est pas indécomposable.
Soient /19 I2 deux idéaux inclus strictement dans ƒ avec I=IX. 72. Choisissons
uel tel que u$Ix et u$I2. Soient viel1 et v2el2 et v — vl.v2 tels que u^v.

Puisque u^Ix et u$I2, l'élément u n'est inférieur ni à vt ni à v2.
non(i)=>non(ii). Soit uel et soit .F l'ensemble des couples (v1,v2) tels que

vx. v2 el et vu v2 $ tu- Puisque on suppose non (i), on peut choisir u de sorte
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que F soit non vide. Considérons l'application cp de F dans I qui à tout
couple (vl9v2) de F fait correspondre l'élément vx.v2 de /. L'ensemble (p(/)
est cofmal dans L En effet, soit xe / ; puisque / est filtrant, il existe vsl qui
majore u et x. La négation de (i) implique qu'il existe vuv2 tel que vx -v2el,
vx.v2^v et vu v2$

J\ u. Ainsi on a (v1,v2)eFQtx^v1 .v2 = q>(vuv2)- L'ensem-
ble F est belordonné car c'est une partie de M^M. D'après le lemme 5.3,
cet ensemble est une réunion finie d'idéaux, soit F=I1 U I2 U . - - U h- Puis-
que (p (F) est cofmal dans / et puisque I est un idéal, il existe j e {1,2, . . ., n }
tel que cp (ƒ,-) est cofmal dans /. En effet, cp (F) étant cofmal dans /, on a :

En utilisant le lemme 1.1, on a / = | q> (//) pour un certain ƒ L'ensemble F
est une section initiale du produit (M\Jw)2- Donc Ij est un idéal de cet
ensemble. En utilisant le lemme 5.4, cet idéal est un produit Lj x Kj avec Lp

Kj idéaux de (M\\u)- Donc 7=j<p (ƒ,-)= |(p(L,.x Kj) = ILj.lKj. L'idéal /
n'est pas indécomposable. D

Remarque: On peut voir aisément que tout âge de mots vérifiant (i), et
contenant des mots de longueur au moins 2, est étoile. Cette proposition
conduit donc à une preuve du théorème 2 lorsque l'alphabet est belordonné.

PROBLÈME : Est-ce que l'implication (ii) => (i) subsiste si M n'est pas belor-
donné?

THÉORÈME 6.4 : Si 1 est le plus petit élément de M et M est belordonné,
alors :

(1) Tout idéal non vide est produit fini d'idéaux indécomposables.

(2) Si X engendre M en tant que monoïde et si I est un idéal indécomposable,
alors soit I—IK où K est un idéal de X, soit I=K* où K est une section
initiale de X.

Preuve: (1) Si Mest belordonné, alors l'ensemble I(M) des sections initiales
de M est bien fondé, donc / + (M) est également bien fondé. On peut lui
appliquer le lemme 6.1.

(2) Soit cp l'application de X* dans M qui au mot u1u2, . .«„ associe
(P(M1M2. • .un) = u1 .M2. . .Mn et soit /=cp"1(7). L'ensemble X étant muni de
l'ordre induit par celui de M, munissons X* de Tordre de Higman. Comme
cp est croissante et / est une section initiale de M, il s'ensuit que / est une
section initiale de X* et puisque cp est surjective, on a /=cp(J). Considérons
l'ensemble Jf des sections initiales f de X* telles que I~ [ cp (/'). Cet ensemble
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contient J. Puisque l'ensemble des sections initiales de X* est bien fondé (X
est belordonné), l'ensemble Jt a un élément minimal /0 . Cette section initiale
est en fait un idéal de X*, indécomposable dans J(X*). En effet, si
J0 = J'U J", avec ƒ', 7" sections initiales, alors /= | <p (/0) = 19 (/') U 1<P (/")
et puisque I est un idéal, on a 1= i cp (ƒ') ou /= J cp (/")• Puisque Jo est
minimal, on a JQ = J' OU JO = J". Donc / 0 est un idéal. Maintenant si
Jo = f*T' avec / ' , J" idéaux de X*, alors

Puisque /est indécomposable, il est égal à l'un d'eux. Comme 70 est minimal,
il est égal soit à / ' , soit à ƒ", ce qui prouve qu'il est indécomposable. D'après
le théorème 2, les idéaux indécomposables de X* sont de la forme K\J {1}
où K est un idéal de X ou de la forme K* où K est une section initiale de X.
Dans le premier cas / est de la forme [ K, Dans le deuxième cas, on a ƒ= J, K*.
On applique alors le lemme 6.1 pour conclure. D

PROBLÈMES: 1. La condition (2) du théorème 6.4 reste-t-elle vraie sans
l'hypothèse que M est belordonné?

2. Est-ce que tout idéal / de / + (M) est un produit, éventuellement infini,
d'idéaux de la forme j K où K est un idéal de XI

7. GÉNÉRALISATION ÉVENTUELLE AUX ALGÈBRES ORDONNÉES

Au lieu d'une opération de monoïde, on peut considérer une opération
binaire et plus généralement, une opération d'arité quelconque sur un
ensemble^, c'est-à-dire une application ƒ: An -» A où n = a(f) est un entier
désignant l'arité de ƒ et au lieu d'une seule opération on peut en considérer
plusieurs. Ainsi considérons une algèbre, c'est-à-dire un couple (A%3F} où A
est un ensemble muni d'un ensemble 3F d'opérations. Disons qu'un élément
as A est ^-indécomposable ou plus brièvement indécomposable s'il n'existe
pas / e ^ \ (au . . . ,an)eAn avec n = a(J) et a^a pour tout i tels que
a—f (ax, ...,an). (Ou si l'on préfère: pour tout fe^ et pour tout
(ûl3 . . , ̂ an)sAn avec n = a(f)J a=f(a1, . . . yan) implique a = at pour au moins
un i.) Ainsi un élément a est ^-indécomposable s'il est {/}-indécomposable
pour tout ƒ e # \ Avec cette défnition, les constantes, c'est-à-dire les images
des applications 0-aires appartenant à J^ ne sont pas indécomposables.

Disons qu'une partie X engendre A en tant qu'algèbre si A est la seule
partie contenant X et préservée par les opérations ƒ e SF, Comme on l'a vu
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en 6.1 dans le cas d'un monoïde, on a :

PROPOSITION 7 . 1 : Soit (A9&) une algèbre.

(1) Si X engendre A, alors l'ensemble lnù(A) des éléments indécomposables
de A est inclus dans X.

(2) Si A peut être muni d'un ordre pour lequel les opérations sont :

(a) croissantes, c'est-à-dire: xx^x'u . . .,-xn^x'n implique

(b) extensives, c'est-à-dire: x1? . . .,xn^f(x1, . . . , x j
(ceci pour tout xu . . .,xneA,xf

1, . . .,x'neA, tout n<& et toute f e^ telle que
a(y) = n) et si cet ordre est bien fondé, alors Ynà(À) engendre A.

Preuve: (1) Pour xelnd(^4), considérer un «terme» de longueur minimale,
c'est-à-dire un élément de l'algèbre libre engendrée par X qui donne x.

(2) Raisonner comme au lemme 5.3, en considérant un élément minimal
de A\Y où Y est l'algèbre engendrée par Ind(^4). D

Partant d'une algèbre ordonnée satisfaisant (a) et (b) de 7.1, on étend
chaque opération à l'ensemble J(A) des idéaux de A en posant
f(Ii, • . .,/„)= i {ƒ(*!, • • .,*„): x ;e ƒ;}. ^ e s opérations restent croissantes et
extensives. Dans ce cadre se pose le problème du rapport entre les indécompo-
sables de A et les indécomposables de J(A) (Ceux-ci étant donc les idéaux /
de J(A) tels qu'il n'existe pas de f e $F et de / l 3 . . . ,ƒ„ distincts de / vérifiant
I=f(Iu . . .,/„). Il a été démontré par Higman [6] que si A est une algèbre
ordonnée (comme ci-dessus), si !F est fini et si X est une partie belordonnée
qui engendrent, alors A est belordonnée; par conséquent si Ind(^4) est
belordonné et engendre A, alors Ind(/(^4)) engendre J(A).

PROBLÈMES: 1. Supposons SF fini. Soit ^ A le plus petit ensemble d'opé-
rations sur A contenant (1) les fonctions 0-aires dont la valeur est dans
Ind(A), (2) les éléments de 3F, et qui est clos par l'action de 3F (c'est-à-dire
qui est clos par composition).

1 .a. Soit 7e lnd( / + (̂ 4)). Si A est belordonné, est-il vrai que I est le plus
petit ensemble contenant une partie X de Ind(^4) et clos par un certain sous-
ensemble de !F A.

l .b . Est-ce que cette conclusion a lieu sans l'hypothèse que A est belor-
donné?
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2. Étendre cette approche à un ensemble non nécessairement fini d'opé-
rations mais ordonné comme dans la version de P. M. Cohn du théorème
de Higman-Kruskal {voir [2], exercice 10, p. 125).

8. L'ALGÈBRE DES RELATIONS BINAIRES FINIES

Le cadre ci-dessus n'est pas artificiel. Un modèle est formé par la théorie
des relations. Considérons par exemple la classe Q2 des relations binaires
finies. Nous l'ordonnons par abritement (cf. 1 et lemme 1.3). Étant données
une famille (5f)(-eJ de relation binaire St de base Ei et une relation binaire S
de base /, la somme lexicographique de cette famille suivant S est la relation
R notée ^ ( S ^ Z G S ) , de base la réunion disjointe des Ei9 et telle que pour
tout xtGEt et y}eEp on ait: R(xt,y^= +, lorsque soit i=j et S^x^y^ +,
soit i¥"j et S(Uj)= +. On peut associer à chaque relation binaire S
«l'opération»: somme lexicographique suivant S ou tout simplement, somme
suivant S, que nous désignons par £ . Ainsi partant d'un ensemble y de

s
relations binaires finies, nous pouvons munir Q2 d'une structure d'algèbre
ordonné comme ci-dessus. Une relation R est S-indécomposable si R n'a pas
de décomposition en une somme suivant S, c'est-à-dire, R = Y,(Si:ieS) impli-
que R = Ri pour au moins un i (dans le cas contraire, on dit que R est
S-décomposable). Elle est ^-indécomposable si elle est S-indécomposable pour
tout Se£^. Les éléments (non vides) de J(Q2)

 s o n t les âges de Fraïssé; chaque
opération ]T s'étend à J(Q.2) en posant

Un âge est S-indécomposable si pour toute famille {sf^ies d'âges de Q2, la
décomposition se— ̂ (^sé^ ieS) implique jtf = s#i pour au moins un i. Il est
Sf-indécomposable s'il est S-indécomposable pour tout Set?. Enfin il est
indécomposable s'il est S-indécomposable pour toute relation binaire finie S.
La question se pose de caractériser les âges indécomposables.

Exemples : (1) Prenons £f formée de Fantichaîne à deux éléments, la chaîne
à deux éléments et le graphe complet à deux éléments. Les opérations
correspondantes sont respectivement la «somme directe», la «somme
ordinale » et la « somme complète » que nous notons respectivement JL , +
et© (Noter que réciproquement si S est une relation binaire à deux éléments,
alors YJ e s t forcément l'une de ces trois opérations). Si X est formée de la

s
chaîne vide et des chaînes à un élément, alors l'algèbre engendrée par X au
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moyen des deux opérations somme directe et somme ordinale est la classe
des ordres qui n'abritent pas l'ensemble ordonné représenté ci-dessous
(a<a\b<a\bf):

a Q mb'

Si X est formée du graphe vide et des graphes à un élément, alors l'algèbre
engendrée par X au moyen des deux opérations la somme directe et la somme
complète est la classe des graphes finis ne contenant pas le chamin P3 (chemin
à quatre sommets). Ces ordres et ces graphes sont dits : série-parallèles.

(2) Soit S la relation suivante :

et soit R la relation obtenue comme somme suivant S de trois copies d'une
antichaîne infinie. La relation R est indécomposable par somme directe,
ordinale et complète mais elle est décomposable suivant S.

On a l'analogue de la proposition 6.3:

THÉORÈME 8 . 1 : Soit S une relation binaire finie. Étant donnée une relation
binaire R d'âge se ̂  il y a équivalence entre :

(i) se est S-indécomposable.

(ii) Pour toute décomposition de R en une somme suivant S, soit
^ = £(1^:18 5), M existe ieS tel que Rt est d'âge se.

(iii) Pour tout R'esé, il existe R"estf telle que R"^R' et pour toute
décomposition £ (Rt : ie S) appartenant à se si ]T (R. : i e S) ̂  R", alors il existe
ieS tel que Rt^

Preuve: (i)=>(ii). Soit i? = ̂ (^:/GiS) une décomposition de R. Soit se
l'âge de R et pour chaque ie S, soit sé{ Y âge de Rt. Comme on le vérifie
facilement, on a «fi/ = £(«s^£:zeS). Le résultat s'ensuit.

non (iii) => non (ii). On utilise un argument de compacité. Soit R' une
relation qui témoigne de «non(iii)». Soit E la base de R et /celle de S. Pour
chaque ƒ : £ - • Iet iel, on pose R^R/f'1^). Pour toute partie finie F de E,
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soit ifF l'ensemble des applications f:E->I telles que :

(1) R/F=Y,(Ri/F:ieS) e t (2) ̂ /^n'abrite pas R'.
L'hypothèse non (iii) implique que chaque "Vf est non vide. Les intersec-

tions finies de ces "VF sont non vides (observer que

^1n^2...nn„2^ luf2U...ü5n)-
Enfin ces 'Vp sont des fermés de l'espace topologique IE (OÙ I est muni de

la topologie discrète). Comme IE est compact, l'intersection de tous ces "V¥

est non vide. Si ƒ est un élément de cette intersection, alors R = YJ(Ri:ieS)
et l'âge de Rt est strictement inclus dans se pour chaque ieS.

non(i)=>non(iii). Soit ja/=£(j^:ze.S) une décomposition de sorte que
chaque se { soit un âge strictement inclus dans J / . Pour chaque ie S, soit
Tiesé\stfi. Choisissons un T'e se avec T'^Tt pour tout i. Puisque T'esé,
il existe une décomposition ^(Rt:ieS) appartenant à se avec Rieséi pour
tout i telle que £ 0 ^ : i s S ) ^ T ' . Or aucune des Rt ne peut majorer T". Donc
T' est un élément de se qui ne vérifie pas (iii). D

Étant données une relation binaire finie S d'au moins deux éléments et
une partie X de Q2 contenant le vide, la plus petite partie contenant X et
stable par ]T est un âge. Si une classe est stable par £ , alors elle est stable

s s
par toutes les £ où F décrit toutes les parties à deux éléments de S lesquelles

S/F

sommes sont soit des sommes directes, soit des sommes ordinales, soit des
sommes complètes.

THÉORÈME 8.2 : Soit se un âge de Q2. Si se est stable soit par somme
ordinale, soit par somme directe et somme complète, alors se est indécomposa-
ble.

Preuve: Supposons que se est non indécomposable et considérons S de
taille minimale n pour laquelle se est 5-décomposable. Soit R une relation
d'âge se et ]T {Ri : i s S) une décomposition de R de sorte que l'âge séx de Rt

est strictement inclus dans se (théorème 8.2). Pour chaque ieS, soit âSt l'âge
de Yi(Rj:JeS~{i})- A cause de la minimali té, on a M^sé. Puisque se est
filtrant, on a \J {^t:ieS}^s^. Soit Tes#\{J {0${\ ieS}, Soit a l'une des
opérations pour lesquelles l'âge est clos, et soit U= Ta T la somme de deux
copies de T. Puisque Uesé, on a U^R. Il existe donc une partie de la base
de R telle que R/F est isomorphe à U. L'ensemble F se décompose en deux
parties F' et F" telles que R/F=R/F' a R/F" avec R/F' isomorphe à T et
RI F" isomorphe à T. Chaque base E{ de Rt contient au moins un élément
de F' et de F", soient x[ et x". En effet, par construction, RjF' est isomorphe
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à T, or Tn'appartient pas à l'âge de ^(i^-.'yeS— {*}), donc F' intersecte E(.
De même F" intersecte Et.

Cas 1 : a est la somme ordinale. On a donc pour tout x' sF' et x " e F " ,
R(x\ x")= + et R(x",x')= —. En particulier si i et y sont deux indices
différents, on a R(x'i9xy)= +. Puisque z#y et iî(xî,x")= + , on a S(iJ)= 4-
et puisque z/ j et i? (x'p x") = +, on a aussi 5 ( />0 = +- Or i? est somme
suivant «S, il s'ensuit que R(x",x'{)= +. Contradiction.

Cas 2: a est la somme directe ou la somme complète. Sans perdre de
généralité, supposons que a soit la somme directe. Par le même argument
ci-dessus, on obtient que S(iJ)= — pour tout i^j. Par la minimalité de S,
on obtient que S a exactement deux éléments (n = 2). En effet, fixons i dans S.

Nous pouvons écrire £(Rj:jeS) = RijLRf avec Rf = Yd(Rj'-jeS-{i}) et
l'âge de Rf égal à l'âge de ^ ( l ^ y e S — {i}). Donc par minimalité, la relation
5* a exactement deux éléments z, j et S(i,j) = S(j, i)= — et par conséquent i?
est la somme directe Rt -IL RJ. Ainsi si l'âge ^ est S-décomposable et stable
par somme directe, alors se se décompose en « somme directe » de deux âges
plus petits. La même démonstration donne que si se est stable par somme
complète et s'il est décomposable, alors il est «somme complète» de deux
âges plus petits. Par conséquent s'il est stable par somme directe et somme
complète, il est forcément indécomposable. Sinon, il contiendrait une relation
se décomposant de façon non triviale en une somme directe et une somme
complète, ce qui est impossible, puisque si une relation est somme directe de
deux restrictions non vides, elle n'est pas connexe, tandis que si elle est
somme complète, elle est connexe. D

Remarque'. Si on prend la relation binaire somme directe d'une antichaîne
infinie et d'un indépendant infini (graphe dont les sommets sont deux à deux
non liés), alors l'âge de cette relation est stable par somme directe et n'est
pas indécomposable, puisque sur l'antichaîne la relation est réflexive et sur
l'ensemble indépendant, elle est irréflexive.

COROLLAIRE 8 . 3 : Sont indécomposables :

(1) l'âge Q2 des relations binaires finies.

(2) l'âge des chaînes finies.

(3) rage des ordres.

(4) l'âge des ordres série-parallèles.

(5) l'âge des graphes.

(6) l'âge des graphes série-parallèles.
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PROBLÈME : Soit se un âge y-indécomposable. Est-il vrai que soit il existe
une partie cofînale de se formée de relations ^-indécomposables, soit se est
stable par £ pour un certain Se£fl

s
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