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SUR UNE CLASSE
DE TRANSFORMATIONS D'ARBRES (*)

par Symeon BOZAPALIDIS (1)

Communiqué par J. E. PIN

Résumé. - On introduit une certaine classe de transformations d'arbres qui a de bonnes
propriétés : elle est close par composition, elle préserve les principales familles de forêts (reconnaissa-
bles, algébriques) et en outre, dans cette classe, Végalité est décidable.

Abstract. - We study a class of tree-transformation from Tz to Tr whose graph is a recognizable
subset ofthe S®r'-algebra TLx TT.

H is shown that these transformations preserve recognizable and algebraic forests and are closed
under composition.

Ts désigne l'ensemble des arbres sur l'alphabet gradué E.

1. TRANSFORMATIONS S®r-RECONNAISSABLES

Étant donné deux alphabets gradués disjoints S&F, on définit leur produit
tensoriel X®F par

„= U Zkrn-k (concaténation).

On peut munir Tz x TT d'une structure de X®F-algèbre si Ton pose

OT{{SU ti), • • *, (sk, tk\ . . ., (sn> tB)) = ( a s 1 . . .sfc, Ttfc+1. . ,tn)

où creS fc ) xeTn_k, steTz&tjETr.

(*) Reçu novembre 1986, révisé février 1987.
( *) Aristote University of Thessaloniki, Department of Mathematics. Thessaloniki, Grèce.
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44 S. BOZAPALIDIS

On va étudier les transformations de Tz vers Tr dont les graphes associés
sont exactement les parties 2®r-reconnaissables de TL x Tr. Notons M(L, T)
cette classe. Soient

T2 & q>r:

les homomorphismes définis par

et hz r : TX0r -> TL x Tr l'application induite :

hz T (Ù — (cps a), cor (ö).

/zz r est l'unique Z®r-homomorphisme qui de plus est surjectif.
L'exemple suivant visualise les choses :
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PROPOSITION : Les transformations lL®Y-reconnaissables de Tz vers TT

coïncident avec les bimorphismes (<pZs L, (pr)

' i <g> r

L€Rec

pour lesquels L = h^1
T (/i£ r (L)).

Preuve : Soit ^4e^(D, F), alors L = ft£r(>l) est une forêt reconnaissable
de rZ(g)r et comme h^ r est surjectif, hz r (L) = A. La réciproque : si
LeRec(r I @ r) est telle que L = h^\{hZY{L)) en vertu du lemme qui suit,
hL r(L) est E®F-reconnaissable. •

LEMME : Soit Q un alphabet gradué, se une Q-algèbre telle que Punique Q-
homomorphisme h:Tn^> se est surjectif Soit encore L une forêt reconnaissable
de T& telle que L — h~x (h(L)). Alors Yimage h(L) est une partie reconnaissable
de se.

Preuve : On a un diagramme commutatif d'homomorphismes surjectifs

où séL est la Q-algèbre syntaxique de L et hL l'homomorphisme canonique
associé ([2], p. 87). Il est facile de prouver que

h(L)=g-x(g(h(L)).

Cette relation et le fait que séh est finie nous donne la reconnaissabilité de
h(L). m

Quelle que soit la forêt algébrique U^Tt, son image inverse <p£1(U) est
aussi algébrique ([1], théorème 4.1); comme la classe des forêts algébriques
est fermée par homomorphisme linéaire et par intersection avec une forêt
reconnaissable, la forêt
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46 S. BOZAPALIDIS

est bien algébrique. Ainsi

^-reconnaissables préservent laPROPOSITION : Les transformations 1

reconnaissabilité et V algébricité. •
II est aussi intéressant de noter que l'égalité dans ^ ( £ , F) est décidable.

Cela vient du fait que pour Au A2e&(L, F)

ssi

et la dernière relation est décidable puisqu'il s'agit de forêts reconnaissables.
On va terminer ce paragraphe avec la remarque que ^ ( 2 , F) contient la
classe importante des relations de la forme

CteRec(Tr).U Bt x C BtGRec(T£)

En effet, soit M (resp. ^) un automate d'arbres reconnaissant B^TL (resp.
C^Tr); alors le produit &X& admet une structure canonique de Z®F-
algèbre et il reconnait BxC.

2. FERMETURE PAR COMPOSITION

THÉORÈME : La classe des transformations considérées est fermée par compo-
sition.

Preuve : On considère trois alphabets gradués E, F&A et le diagramme
suivant
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où les flèches P désignent les projections d'un produit, et où les flèches
verticales sont les seules flèches (homomorphismes) qui font commuter ce
diagramme.

Prenons A1eâlÇL9 T)8LA2G^{T, A) et posons

alors

K r. A (A) = x) H cpr® A (i2)-

Comme l'image de A par la projection P2 A : TE x Tr x rA -> Ts x TA est juste-
ment la composition A1°A2, du diagramme commutatif ci-après

on tire que

' i ® r ® A

s.r, À

x T r x TA

® A

'2, A

r, A

K A (Ax ° A2) = cp s 0 A (h^ x
Ty A (A)).

En appliquant le lemme au S®A-homomorphisme /iL A et à la forêt
(h£r A (A)) qui est reconnaissable (car (pL(g)A est linéaire et
reconnaissable) on déduit que A1°A2€&(L, A). •
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