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SUR UNE CLASSE
DE TRANSFORMATIONS D’ARBRES (*)

par Symeon BozapaLDis (%)

Communiqué par J. E. PIN

Résumé. — On introduit une certaine classe de transformations d’arbres qui a de bonnes
propriétés : elle est close par composition, elle préserve les principales familles de foréts (reconnaissa-
bles, algébriques) et en outre, dans cette classe, I'égalité est décidable.

Abstract. — We study a class of tree-transformation from Ty to Ty whose graph is a recognizable
subset of the @I -algebra Ty x Ty.

It is shown that these transformations preserve recognizable and algebraic forests and are closed
under composition.

Ty désigne 'ensemble des arbres sur P'alphabet gradué Z.

1. TRANSFORMATIONS Z®I'-RECONNAISSABLES

Etant donné deux alphabets gradués disjoints X &I, on définit leur produit
tensoriel ZRI" par

(Z®I),= 2. T,_« (concatenation).

0<ksn
On peut munir Ty x T d’une structure de @I -algébre si I'on pose
OT((Sps Ey)s v v vs (So 81y« v o5 (S E))=(O 81 . . S Tliyq---1t)

ouceZ, tel,_y, s;e Ty &t;eTr.

(*) Regu novembre 1986, révisé février 1987.
(%) Aristote University of Thessaloniki, Department of Mathematics. Thessaloniki, Gréce.
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44 S. BOZAPALIDIS

On va étudier les transformations de Ty vers T dont les graphes associés

sont exactement les parties Z®I -reconnaissables de Ty x Tr. Notons £ (Z, I)
cette classe. Soient

¢s: Tser— Ty & or: Tyer—Tr
les homomorphismes définis par

Pslot(®y. ..o .. 0)]=0(Pz@;. .. Pz ax)

Orfot(o;. . .0 . . 0)=T(Pr®ysy. .. Pro,)
et hy 1 : Tygr = Ty x Ty Papplication induite :
hs, 7 ©=(¢z 0, Op ®).

hs r est 'unique Z®I'-homomorphisme qui de plus est surjectif.
L’exemple suivant visualise les choses :

0}) Eo={a}}z =r =Q n#0,2
T

Lo To={b}
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SUR UNE CLASSE DE TRANSFORMATIONS D’ARBRES 45

ProPOSITION :  Les transformations LT -reconnaissables de Ty vers Ty
coincident avec les bimorphismes (95, L, ©r)

TE@F

0 or L €Rec (T or)

Ty Tr

pour lesquels L=hg 1 (hy (L))
Preuve : Soit Ae Z(Z, I), alors L=h; }(4) est une forét reconnaissable
de Tygr €t comme hy - est surjectif, hy (L)=A. La réciproque: si

LeRec(Tygr) est telle que L=hy }(hy (L)) en vertu du lemme qui suit,
hs, (L) est Z®I'-reconnaissable. W

LEMME : Soit Q un alphabet gradué, of une Q-algébre telle que l'unique Q-
homomorphisme h: T — o est surjectif. Soit encore L une forét reconnaissable
de Ty, telle que L=h"" (h(L)). Alors Pimage h(L) est une partie reconnaissable
de o .

Preuve : On a un diagramme commutatif d’homomorphismes surjectifs

7\

Ay

ou &7, est la Q-algeébre syntaxique de L et h; 'homomorphisme canonique
associé ([2], p. 87). 1l est facile de prouver que

h(L)=g" ' (g(h(L)).
Cette relation et le fait que &7, est finie nous donne la reconnaissabilité de
h(L). B
Quelle que soit la forét algébrique U< Ty, son image inverse @5 ! (U) est
aussi algébrique ([1], théoréme 4. 1); comme la classe des foréts algébriques

est fermée par homomorphisme linéaire et par intersection avec une forét
reconnaissable, la forét

or(os ' (U)NL)
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46 S. BOZAPALIDIS

est bien algébrique. Ainsi

ProposiTiON :  Les transformations L ®I'-reconnaissables préservent la
reconnaissabilité et I'algébricité. B

Il est aussi intéressant de noter que I’égalit¢ dans Z(Z, I') est décidable.
Cela vient du fait que pour 4,, 4,e Z(Z, I

A=A, ssi h{,}"(A1)=h£}"(Az)

et la derniere relation est décidable puisqu’il s’agif de foréts reconnaissables.
On va terminer ce paragraphe avec la remarque que #Z(ZX, I') contient la
classe importante des relations de la forme

U B;xC,, B,eRec(Ty) & C,eRec(Ty).

i=1

En effet, soit # (resp. ¥) un automate d’arbres reconnaissant B< Ty (resp.
C< Ty); alors le produit # x ¥ admet une structure canonique de T®I-
algébre et il reconnait B x C.

2. FERMETURE PAR COMPOSITION

THEOREME : La classe des transformations considérées est fermée par compo-
sition.

Preuve : On considére trois alphabets gradués X, '& A et le diagramme
suivant

T):®F®A

Pror ®rea

e Ia
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ou les fleches P désignent les projections d’un produit, et ou les fléches
verticales sont les seules fléches (homomorphismes) qui font commuter ce
diagramme.

Prenons A, e Z(2, I & A, e Z(I', A) et posons
Li=hgt(4y), Ly=hra(4) &  A=Pyr(4)NPri(4,)
alors
hs ¥, a(A)=0zar (L) N Prea(Ly).

Comme I'image de A4 par la projection Py ,: Ty x Ty x T, — Ty x T, est juste-
ment la composition 4, ° A,, du diagramme commutatif ci-aprés

Prea L
Trerea > Trea
hsr,a bz a
TexTpxT, > ToxT,
SN

on tire que
h}:-,lA (A;°A4;)=0Pzga (hz_ i‘ a(A4)).

En appliquant le lemme au X®A-homomorphisme h; , et a la forét
L=0sgs (hsr.a(A)) qui est reconnaissable (car @gg, est linéaire et
hs 1.  (A) reconnaissable) on déduit que A, °A,eZ(Z, A). R
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