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CODES LIMITES
ET FACTORISATIONS FINIES

DU MONOÏDE LIBRE*

par Daniel KROB (X)

Communiqué par J.-E. PIN

Résumé. - Nous introduisons la notion de factorisation monoïdale du monoïde libre. Dans ce
cadre, nous étudions la liberté et la limitation des facteurs d'une factorisation monoïdale finie. Puis
nous montrons un théorème de recollement pour les quadrisections.

Abstract. - We introducé the concept of monoidal factorizations offree monoids. Then we study
the freeness and the limitation of the factors of a free monoidal factorization. Finally we prove a
pasting theorem for the quadrisections.

I. INTRODUCTION

L'étude des factorisations d'un monoïde libre A*, introduites par Schützen-
berger [4] revenait à poser le problème très naturel de la construction de
bases pour A*. En effet une factorisation de A* est la donnée d'une famille
(Xi)ieI de codes, indexée par un ensemble / totalement ordonné telle que :

iel

Schützenberger chercha tout particulièrement des conditions nécessaires et
suffisantes pour qu'une famille de codes soit une factorisation de A* [5] : il
montra en particulier que les codes intervenant dans une factorisation étaient
circulaires. Il amorça également l'étude des factorisations finies en s'intéres-
sant aux bisections.

(*) Reçu juin 1986, révisé septembre 1986.
i1) Université de Rouen, Faculté des Sciences, Laboratoire d'Informatique, place Emile-

Blondel, B.P. n° 67, 76130 Mont-Saint-Aignan.
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438 D. KROB

Le lien entre factorisations et algèbres de Lie libres fut ensuite étudié par
G. Viennot qui s'intéressa aussi aux factorisations finies et tout particulière-
ment aux bisections et aux trisections [6], II montra que toute trisection
pouvait s'obtenir par recollement de bisections et conjectura [6] que de façon
générale, toute factorisation finie pouvait se construire par recollement de
bisections.

Des travaux de Schützenberger et de Viennot, on pouvait déduire que si
(Xu X2) était une bisection de A*9 alors Xx (resp. X2) était (1, 0) [resp. (0, 1)]
limité et que si (Xl9 X2, X3) était une trisection de A*, alors Xt était
(3 — 1, i — l)-limité. Berstel et Perrin conjecturèrent alors [2] que, pour toute
factorisation finie (Xt)i = ltn à n facteurs, les codes Xt étaient (n — i> î—1)
limités.

C'est ce dernier problème qui sera le centre de notre article : nous avons
réussi en effet à montrer que la conjecture était encore vraie pour n = 4 et à
obtenir des résultats partiels pour n quelconque. Pour arriver à ces résultats,
nous nous sommes placés dans un cadre plus général que celui des factorisa-
tions au sens usuel et avons introduit la notion de factorisation monoïdale.

Il se trouve également que la conjecture de Viennot sur les recollements de
bisections est liée à des problèmes de liberté de factorisation monoïdale. Nous
avons aussi mis en évidence ces liens et nous montrons en particulier un
théorème de recollement pour les quadrisections.

Nous avons donc divisé ce travail en deux parties :
— la premier partie est consacré à l'étude des factorisations monoïdales

finies. Nous montrons que les facteurs externes et les premiers facteurs
internes d'une telle factorisation sont libres et limités. Nous donnons égale-
ment une caractérisation des monoïdes qui sont les facteurs externes d'une
factorisation monoïdale finie.

— la deuxième et dernière partie est consacrée à la démonstration d'un
théorème de recollement pour les quadrisections. Nous signalons aussi que
toute généralisation de la méthode employée est liée à la liberté des facteurs
d'une factorisation monoïdale finie.

U. NOTATIONS ET DÉFINITIONS

Nous allons donner ici toutes les notations et définitions dont nous aurons
besoin par la suite.

A désignera toujours un alphabet et A* sera le monoïde libre engendré
par A.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications



FACTORISATIONS FINIES DU MONOIDE LIBRE 4 3 9

Pour tout wei* , \w\ désignera la longueur de w.
Soit X une partie de A*9 nous noterons X la série caractéristique de X.

Toutes les séries, que nous considérons par la suite, seront toujours prises
dans N<v4*> ou si cela s'avère nécessaire dans J^^A*} où Jf désigne le
semi anneau : Jf = N U { oo }.

Rappelons que si X et Y sont deux parties de A*, on ne peut écrire :

XY=XY

que si le produit XY est non ambigu (i. e. si tout élément de XY ne peut
s'écrire que d'une façon et d'une seule comme produit d'un élément de X et
d'un élément de Y),

Donnons maintenant quelques définitions sur les codes :
Tout d'abord rappelons qu'une partie X de v4* est dite préfixielle si et

seulement si elle contient les préfixes de tous ses mots, c'est-à-dire si :

Vu, veA*, uveX => ueX

De même une partie X et A* est dite suffixielle si et seulement si elle
contient les suffixes de tous ses mots, i. e. :

Vu, veA*, uveX => veX.

La définition suivante est fondamentale pour la suite :

DÉFINITION : Soient p, q deux entiers. Un sous-monoïde M de A* vérifie
la condition C(p, q) si et seulement pour toute suite u0, . . .up+q de mots de
A* telle que :

Vie{l; . . .; p + q}, Mf-i^-eM

l'on ait :

upeM

Remarque : Si M vérifie la condition C (p, q% alors M est libre et engendré
par un code circulaire [1],

On dit alors qu'un code X sur A* est (p, q)-limité si X* vérifie la condition
C(p, q). On dira qu'un code est limité s'il est (p, ^)-limité pour au moins un
couple (p, q) de N2. Notons que le seul code (0, 0)-limité est A et qu'un code
(p, 0) [resp. (0>4)]-limité est toujours préfixe (resp. suffixe).

Terminons en rappelant la notion de factorisation. Soit (-3Q£eJ une famille
de codes indexée par un ensemble I totalement ordonné. On' dit que (I,-) i6;
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440 D. KROB

est une factorisation de A* si et seulement si tout mot w non vide admet une
décomposition et une seule de la forme suivante :

.xai avec a1

et xateX*\{ 1} pour tout îe{ 1; . . .; /} .

Dans la suite, nous serons amenés à ne considérer que des factorisations
finies à n facteurs (Xl9 . . ., Xn). Les codes Xx et Xn sont les codes externes
gauche et droit respectivement, de même les codes X2 et Xn_1 seront appelés
les premiers codes internes (si n^3). Notons que quand nous introduirons la
notion de factorisation monoïdale, nous parlerons aussi de facteurs externes
et internes d'une telle factorisation quand elle est finie. Mais nous ne répéte-
rons pas les définitions, car elles se transposent facilement.

in. LIBERTÉ ET LIMITATION DES FACTEURS D'UNE FACTORISATION
MONOÏDALE FINIE DE A*

Nous allons introduire un concept généralisant la notion de factorisation
au sens usuel, celui de factorisation monoïdale. C'est dans ce cadre plus
général que nous étudierons les facteurs d'une factorisation et où nous
essaierons de voir leur limitation.

1. Factorisations monoïdales

DÉFINITION : Soit A un alphabet, soit I un ensemble totalement ordonné,
soit (M i)-e/ une famille de sous-monoïdes de A*, Nous dirons que cette
famille forme une factorisation monoïdale de A* si et seulement si : pour tout
mot w non vide de A*, il existe un et seul uplet (mai; . . . ; man) avec
m a .eM a . \{ 1 } pour tout i et avec oc1<a2< . . . <a„ tel que w = m0L1. . . mŒn.

Remarques : 1. Cette définition généralise la notion de factorisation au
sens usuel (cf. [1]). En effet si (Xt)ieI est une factorisation au sens usuel, il
est clair que (Xf)ieI est une factorisation monoïdale.

2. Soit (Mt)ieI une famille de sous-monoïdes de A*, indexée par un ensem-
ble I totalement ordonné. Alors il est clair que (Mt)ieI est une factorisation
monoïdale de A* si et seulement si on a l'égalité suivante entre séries formelles

ie I

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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DÉFINITION : Soit (Mj)i6/ une factorisation monoïdale de A*. Les sous-
monoïdes M( sont appelés les facteurs de la factorisation. Si tous les facteurs
d'une factorisation monoïdale sont des sous-monoïdes libres de A*, alors on
dira que la factorisation monoïdale est libre,

Modulo la remarque (1), nous voyons que les factorisations monoïdales
libres sont en fait les factorisations au sens usuel. Un problème apparaît
donc très naturellement ; existe-t-il des factorisations monoïdales non libres ?
Autrement dit, avons-nous réellement défini une classe de factorisations plus
grande que celle des factorisations au sens usuel ? Nous allons apporter des
éléments de réponse dans le cas des factorisations monoïdales finies (i. e.
celles où / est fini) en montrant comment ce problème est lié à celui de la
limitation des codes intervenant dans une factorisation finie au sens usuel.

2. Quelques résultats de symétrisation

Nous allons établir ici quelques résultats qui nous permettrons dans la
suite de montrer très rapidement des propositions « symétriques » de proposi-
tions déjà prouvées.

DÉFINITION : Soit wei* , alors on définit w~ comme :
(i) si w=l, w~ = 1;
(ii) si W6i4*\{l}, alors w = ax. . .an avec ateA pour l ^ i ^ n . On note

alors : w~ = an. . .av

Alors pour tout XaA*, on notera : X~ = {x~, xeX}.

Remarques : 1. Il est clair que :

Vx, y e A*, (xy)~ =y~ x~ (1)

Vxei*, (x~)~=x (2)

2. Si M est un sous-monoïde de i*, alors M~ est encore un sous-monoïde
dei*.

LEMME III. 1 : Soit a Tapplication de N < i * > dans H < A* > définie par :

we A* w e A*

Alors a est un antiautomorphisme involutif du semi-anneau N < i * >.

Preuve : II est clair que a2 = Id et que a est un homomorphisme du
monoïde additif f̂ i < i * > dans lui-même. Montrons que :

Va, peN<A*>, a(ap) = a(p)a(a),

vol. 21, n° 4, 1987
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ce qui prouvera le lemme.
Soit donc a, P dans N < A* >, on peut alors écrire

« = wL>vv et p = J ^

Alors on a :

w e A* mn = w w e >4*

On a alors :

car mn = w~ si et seulement si m = s~, n = t~ avec ts — w.
D'où:

On peut maintenant démontrer aisément la proposition suivante :

PROPOSITION I I .2 . : Soit neN*, soit (Mu . . ., Mtt) une factorisation
mûnoïdaiè finie de A*, alors {M^, . . ., M±) est encore une factorisation
monoïdale de A*.

Preuve : Soit donc neN* et (Ml5 . . ., Mn) une factorisation monoïdale
finie de A*. On a donc (cf remarque 2) du paragraphe 1)

4* = Mi. ..M„.

Appliquons l'homomorphisme a, défini dans le lemme IL 1, à cette égalité
entre séries de N < A* >. Compte tenu de ce que a est un antiautômorphisfne,
on obtient donc :

ainsi on a : A* = M~ M^. Cela prouve que (M^, . . ., MJ") est une
factorisation monoïdale, compte tenu de la remarque 2 du paragraphe précé-
dent et du fait que les M~ sont bien des sous-monoïdes de 4̂*. •

Nous pouvons aussi montrer le résultat suivant :

PROPOSITION III . 3 : Soit M un sous-monoïde de A* et soit p, q deux
entiers. Alors : M vérifie la condition C(p, q) si et seulement si M~ vérifie la
condition C (q> p).

Informatique théorique et Apphcations/Theoretical Informaties and Applications
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Preuve : Comme (M~)~ =M, il suffit de vérifier que si M vérifie la
condition C(p, q), alors M " vérifie la condition C(q, p).

Soit donc un sous-monoïde M de A* vérifiant C(p, q). On va voir que
M~ vérifie C(q, p). Considérons donc des mots u0, . . ., up+q de A* tels que :

pour i compris entre 1 et p + q. On en déduit donc que : pour

Comme M vérifie la condition C(p, q), on en déduit que le p+l - ième
élément de la suite u~+q, u~+q_u . . ., u$ est dans M. Cela nous donne donc :

D'où uqeM~. Cela signifie bien que M~ vérifie la condition C(q, p). •

3. Liberté et limitation des facteurs externes d'une factorisation monoïdale finie

Le lemme suivant est une généralisation d'un résultat démontré pour n = 3

(cf. [1]).

LEMME III. 4 : Soit (M1? . . ., Mn) une factorisation monoïdale finie de A*,
alors Mx. . .Mn_1 est suffixiel et M 2 . . . Mn est préfixiel

Preuve : Soit weMt. . . Mn_v On peut donc écrire :

w=JV . -yn-i (1)

avec j ^ e M ; pour tout ie{ 1; . . . ; n—1}.

Soient alors u9-ve.A*. tels que :

w = uv (2)

Comme (M1; . . ., Mn) est une factorisation monoïdale de A*, nous avons
donc :

V = XL. . .xn (3)

avec xi&Mi pour tout ie { 1 ; . . . ; n}. On peut également écrire pour la même
raison :

ux^ . .jcfl_1 = x/
1. . . x ; (4)

avec x/
ieMi pour tout ie{ l; .. ., n}.

vol. 21, n° 4, 1987



444 D. KROB

Des relations (1), (2), (3) et (4), on tire donc :

Par unicité d'une telle décomposition, on a donc :

Donc, par (3), v appartient à Mx. . .Mn_ l5 ce qui prouve que M\. . •Mn_1

est suffixiel.
Une démonstration analogue prouverait que M2. . . Mn est préfixiel. •

i - 1 v- 1

I h

i
i

- x'n I

H h
Mx. . . Mn„x est suffixiel.

Nous pouvons maintenant établir :

PROPOSITION III. 5 : Soit ne N*, soit (Ml9 . . ., Mn) wne factorisation
monoïdale finie de A*. Alors pour tout m tel que 2 g m ̂  n, pour tout uu . . ., um

mots de A* vérifiant :

i et ««-i««eAfi. . .Mn_

on a :

Vî, 2<i^m, uieM1...Mn_i

U'm-2 um-1 \ u m

Preuve : On fait une récurrence sur m. Le lemme III. 4 nous permet
d'écrire :

Cela établit donc notre proposition pour m = 2. Supposons donc la proposi-
tion établie jusqu'à l'ordre m avec 2 g m ^ n - l et considérons alors

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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«i» • • *> um+x tel que :

Vf, l ^ z ^ m - 1 , uiui+leMl et umun+1eM1. . .M„„m.

On doit donc démontrer que :

V i e { 2 ; . . . ; m + 1}, ¥ M , . . M H + , (1)

Pour I G { 2 ; . . .m}, (1) découle de l'hypothèse de récurrence appliquée à
(uu . . ., wm). De plus on peut aussi appliquer l'hypothèse de récurrence à
(M2) . ..., um+l) car Mt. . ,Mn_m est inclus dans M1. . ,M n_m + 1 . On en déduit
donc :

i . . . M B _ m + 1 .

Donc il existe des m^Mt pour tout îe {1; . . . ; n — m -f 1 } tels que :

Um+l=ml' • -Wri~m+1 (2)

Comme um_1 umm1. . .wiB_meM1( . .Mn_m, on peut aussi appliquer l'hy-
pothèse de récurrence à (uls . . ., wm_l5 umm1. . . mn_m) et l'on obtient :

Mmm1. . .m„_meM1 . . .M„_m + 1

On peut donc écrire :

umm1. . ,mn_m = x1, . .xn_m + 1 (3)

avec XtEMi pour tout i, l ^ f ^ n —m + 1. De (2) et (3), on déduit :

UmUm+l=XX- * 'Xn-m+imn-m+l

or ce mot appartient à Mt. . .Mn_m par hypothèse, ce qui implique par
unicité d'une telle factorisation :

On a donc alors par (2), um+1sMi. . .Mn_m ce qui montre (1) pour i =
Cela termine donc notre preuve. •

COROLLAIRE I I I . 6 : Soit neN*, soit ( M 1 ? . . . , M n ) une factorisation
monoïdale finie de A*. Alors Ml vérifie la condition C (n— 1; 0). Autrement
dit M1 est un sous-monoïde libre dont la base est un code (n— 1; 0)-limité.

Preuve : II suffit d'appliquer la proposition III. 5 avec m = n. M

vol 21, n° 4, 1987
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On peut aussi mont re r :

PROPOSITION I I I . 7 : Soit nef^J*, soit ( M l s . . . , Mn) une factorisation

monoïdaîe finie de A*. Alors pour tout meN tel que 2^m^n, pour tout
uu . . ., umeA* tels que :

Vi, l ^ i ^ m - 2 , ui + iuieMn et umum_xeMm. . .M»

on a :

Vi, 2^ ï^m, UtEMi. . ,M„

M r

Preuve : Soit donc mef^* tel que que 2^m^n, soit M1 ) ( . .5Mmei*
vérifiant :

Vi, l ^ i ^ m - 2 , ui+lUleMn et wmMm_AeMm. . .MB.

On en déduit donc :

Vf, l ^ z ^ m - 2 , tif wf+1eM~ et C i ^ ^ M ; . . . M~.

Or par la proposition III. 2, (M^, . . ., M^) est une factorisation monoïdaîe
finie. La proposition III. 5, appliquée à cette factorisation, permet donc
d'affirmer que :

Vi, ^ ^ ,

c'est-à-dire :

Vf, 2^iSm,

COROLLAIRE III. 8 : Soit neN*, soit (M1? . . ., Mn) une factorisation
monoïdaîe finie de A*. Alors Mn est un sous-monoïde de A* vérifiant la condition
C(0; n— 1). Autrement dit Mn est libre et a pour base un code (0; n—1) limité.

Preuve : II suffit d'appliquer la proposition III. 7, avec m — n. M

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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Remarque : On aurait pu déduire directement le corollaire III. 8 du corol-
laire III. 6 comme suit :

si (M.u . . ., Mn) est une factorisation monoïdale finie de 4*? alors par la
proposition III. 2, (M~,. . ., MJ") est encore une factorisation monoïdale de
A*. Le corollaire III.6 appliquée à cette dernière montre que M~ vérifie
C(n— 1; 0), ce qui est équivalent, grâce à la proposition III. 3 au fait que Mn

vérifie C(0; n—1). Ainsi une preuve directe est possible. Nous avons préféré
cependant procéder comme précédemment car la proposition III. 7 montre
bien la nature du processus qui conduit à ce que Mn vérifie la condition
C(0; n-1).

4. Liberté et limitation des premiers facteurs internes d'une factorisation
monoïdale finie

Nous venons de voir que si (Ml9 . . ., Mn) était une factorisation finie
alors M1QtMn vérifient respectivement C (B — 1; 0) et C (0; B — 1). Nous allons
voir maintenant que M2 et Mn_x vérifient respectivement C(n —2; 1) et
C( l ;n -2) .

Donnons tout de suite la proposition principale :

PROPOSITION III.9 : Soit neN*, soit (Ml5 . . ., Mn) une factorisation
monoïdale finie de A*, Alors pour tout meN vérifiant 3^m^n, pour tout
ux, . . ., wme^4* tels que :

V i, 1 <; i ̂  m — 3, utui+le M2

et "m-2«ii.-i> M m - i w
m e M 2 . . . Mn_m + 2

on a :

Vi, 1 Siûm — l, uteM2 . . . Mn_i+l

M2 M2 M2 Mn-m+2

M2 Mn-m+2

Preuve : Nous allons faire une récurrence sur m.
Pour m = 3, considérons donc wx u2, et u3 dans A* tels que :

u1u2, u2u3eM2 . . . Mn_1

vol. 21, n° 4, 1987
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Le lemme III. 4 montre que :

uxsM2 . . . M „ et u2eM1 . . . Mn_1C\M2 . . . M„.

Par l'unicité de la décomposition, on déduit donc que u2eM2 . . . Mn_1; ce
qui prouve la proposition pour m = 3. Supposons maintenant notre proposi-
tion vraie à un ordre m avec 3^m^n—1 et soient ul9 . . ., um+1eA* tels
que :

VÎ, l^igm-2,

utui+1eM2 et um^1 um, umum+1eM2 . . . MB_m + 1.

Il faut donc montrer que :

Vîe|[l;m]|, wfeAf2 . . . M„_ /+1 (1)

L'hypothèse de récurrence appliquée à (ul9 . . . , um) donne (1) pour
ie{ 1; . . .; m — 1}. Mais l'on peut aussi l'appliquer à (w2, . . ., wm + 1) et elle
nous dit alors que :

umeM2... Mn_m+2

Donc on peut écrire :

wm = x2 . . . xn_m+2 (2)

avec xt G Mt pour tout i.
Enfin l'hypothèse de récurrence appliquée à

(Ul9 . . ., Wm_2 ? W m _ 1 X 2 • • . Xn_m + 1, X n _ m + 2 )

donne :

Donc il existe des yieMi pour ïe{2, . . ., n — m+2} tels que :

wm-ix2 . . . x n _ m + 1 =^ 2 . . .yn.m+2 (3)

A l'aide de (2) et (3), on a donc :

Um-lUm = Um~lX2 • • • Xn-m + 2=J ;2 * • • 7«-

Or par hypothèse, um_1umeM2 . . . MB_m+1; l'unicité de la décomposition
implique donc que :

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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D'où par (2), umeM2 - - - M„_m+1. Cela prouve donc (1) pour i = m et termine
notre preuve.

M5. (

' Mn.m+1

•
On en déduit donc :

COROLLAIRE III. 10 : Soit neN, n^3> soit (Ml5 . , ., Mn) une factorisation
monoïdale finie de A*. Alors M2 vérifie la condition C(n — 2; 1). Autrement dit
M2 est libre et a une base qui est un code (n — 2; ï)-limité.

Preuve : II suffit d'appliquer la proposition III. 9 avec m = n. •

COROLLAIRE III. 11 : Soit neN, n^3 , soit (Mls . . ., Mn) une factorisation
monoïdale finie de A*. Alors Mn_l vérifie la condition C(l; n —2). Autrement
dit Mn_i est libre, de base un code (l; n~2)-limité.

Preuve: Soit n ^ 3 et (Mls . . ., MN) une factorisation monoïdale finie de
A*. Alors par la proposition III.2, (M„~, . . ., M^) est encore une factorisa-
tion monoïdale de A*. Le corollaire III. 10 appliqué à cette factorisation nous
montre que M~_± vérifie C(n — 2; 1). Alors grâce à la proposition III. 3, On
montre que Mn_x vérifie C(l; n — 2). •

Remarque : On aurait pu aussi montrer ce corollaire en établissant d'abord
la proposition symétrique de la proposition III. 9 et en appliquant cette
dernière avec m = n.

Conséquences : Les résultats que nous venons d'établir nous permettent
donc de répondre à deux types de questions :

.1 . pour une factorisation (Xl9 . . ., Xn) au sens usuel, on voit donc que
Xl9 X2, Xn_x et Xn sont des codes respectivement (n,— 1; 0), (n — 2; 1), (1; n — 2)
et (0; n— 1) limités. Cela donne donc une réponse partielle à la conjecture de
Berstel-Perrin. Remarquons que nous retrouvons donc immédiatement les
résultats connus pour les bisections et les trisections et que nous montrons
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que, pour une quadrisection (Xv X2, X3, X4), tous les codes qui y intervien-
nent sont limités, (Xl9 X2, X^ AT4) étant respectivement (3,0), (2,1), (1,2) et
(0,3)-limités;

2. pour une factorisation monoïdale finie (Mt, . . ., Mn) de A*, les facteurs
Ml9 M2, Mn_x et Mn sont libres, de base un code limité. En particulier, nous
avons donc montré que pour n^4, toutes les factorisations monoïdales finies
à n éléments étaient libres. Signalons que nous pensons, qu'à partir de n = 5,
il doit être possible de construire une factorisation monoïdale à n facteurs
qui ne soit pas libre. Mais cela reste pour le moment un problème ouvert.

5. Caractérisation des facteurs externes intervenant dans une factorisation
monoïdale finie

Nous avons vu au paragraphe 3 que les facteurs externes Mt et Mn d'une
factorisation monoïdale finie (Mx, . . . , M n ) de A* vérifiaient C(0; n— 1)
respectivement. On peut très naturellement se demander si ces conditions
sont suffisantes pour que les sous-monoïdes correspondants de A* soient les
facteurs externes d'une factorisation monoïdale finie : nous allons voir que
pour n^4 , il n'en est rien. Nous allons en effet trouver une condition
nécessaire et suffisante pour qu'un sous-monoïde de A* soit le facteur externe
d'une factorisation monoïdale finie à n facteurs. Nous aurons besoin du
lemme :

LEMME III. 12 : Soit M un sous-monoïde de A*, soit Mx l'ensemble des
facteurs droits des éléments de M, alors Mf vérifie la condition C(l,0) dans A*.

Preuve : Elle est immédiate puisqu'un facteur droit d'un élément de Mx

est encore dans Mv M

Remarque : II est facile de voir que Mf, défini dans le lemme III. 12, est le
plus petit sous-monoïde de >!*, contenant M et vérifiant la condition C(l; 0)
dans A*.

On peut maintenant donner la définition et la construction suivante. Soit
M un sous-monoïde de A*, on va lui associer une suite (D*)n^0 de sous-
monoïdes définie comme suit :

Supposons n^O et £>* défini tel que D* soit un sous-monoïde de A*,
contenant M et étant libre de base le code [ƒ„. On pose alors :

DH + 1 = {*eU* 3 Pel/*, poceM}.
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Autrement dit Dn + 1 est l'ensemble des facteurs droits des éléments de M
dans [/*. Par le lemme III. 12, D*+1 vérifie la condition C(l; 0) dans *7*.
Donc D*+l est un sous-monoïde de A*, libre, contenant M et inclus dans
/)*. Cela définit donc une suite (£>*)„> 0 décroissante de sous-monoïdes libres
de A*, contenant tous M. De plus pour tout n, D*+1 vérifie C(l, 0) dans
D*n.

DÉFINITION : La suite (D*) ainsi définie s'appellera la suite des facteurs
droits associée à M, Si M est un monoïde libre de base le code X, la suite
(/)*) sera aussi dite associée à X.

Remarque : La suite (D*) associée à un monoïde M peut très bien être
stationnaire. Par exemple si M = {ab + ba)* avec A = a + b, on vérifiera que la
suite des facteurs droits associée à M est stationnaire constamment égale à A*.

On peut maintenant énoncer :

PROPOSITION III. 13 : Soit neN, n^2, soit (Ml3 . . ., Mn) une factorisation
monoïdale finie de A* et soit (D%)n^0 la suite des facteurs droits associée à
Mv Alors pour tout fce[0; n —2], pour tout m e [2; n — kj, pour tout
uu . . ., um vérifiant :

- u
meA*

et

on a :

Mn-m+1-k

Preuve : On fait une récurrence sur fc. Remarquons tout d'abord que pour
/c = 0, le résultat n'est autre que celui établi par la proposition III. 5. En
particulier si n = 2, la proposition est établie. On supposera donc désormais
que n^3 .

Supposons donc la proposition établie à l'ordre k—l avec l^fc^n — 2. On
va montrer qu'elle est vraie à Tordre k par récurrence sur m. Établissons là
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d'abord pour m = 2. Considérons donc u1eDk* et u2eA* tels que :

u1u2eM1 . . . Mn_x_k

On veut établir que :

u2sM1. . . Mn_1_k (1)

Nous allons montrer cela par récurrence sur le nombre minimal a(Mx) d'élé-
ments de Dk nécessaire à l'écriture de uv Si a O ^ O , ut = 1 et (1) est évident.
Sinon supposons que (1) ait été établi pour tous les ux dans Z)£ tels que
a(u1)<l où ZeN*. Montrons alors que (1) est vrai si a(ut) = L Soit donc ux

tel que a («!) = /. On peut donc écrire :

u1=dl . . . di~d1 v

où les d£ sont tous dans Dk et où donc
Par définition de Dk, il existe ysD^_x tel que : y d^

f

M 2 Mn-1-k

1 , Ü 2

| M! i

On a n ^ 3 , d'où 0 ^ k - l ^ n - 3 et donc fc-1 existe et n - ( f c - l ) ^ 3 . Comme
la proposition est supposée établie à l'ordre k — 1, on peut l'appliquer à cet
ordre, avec m = 3, au triplet (y, dl9 uu2) car d1eDkczDk*_v Cela donne alors :

vu2eM1 . . . M,,.!.^

Or il est clair que a (v) < l Donc en raison de notre hypothèse de récurrence
appliquée à (v, u2), on en déduit (1). Cela établit donc la proposition à l'ordre
/c, au rang m = 2. Supposons donc la proposition prouvée à l'ordre k, au rang
m avec l^m^n — k — 1 et montrons qu'elle est alors vraie au rang m + 1.
Cela terminera la preuve.

Soit donc uv . . ., um+1 des mots de A* tels que :

et vérifiant :

Vî, l ^ i ^ m - 1 , t i jU^eAf i et umum+1eMx . . . Mn_m_k
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On veut montrer que :

Vî, 2 £ î £ m + l , uieM1...Mn+1_i_k (2)

On remarque qu'on peut appliquer la proposition à l'ordre fc, au rang m à
(ul9 . . ., um) puisque par hypothèse, elle est établi à ce rang-là. On obtient
alors (2) pour tous les i compris entre 2 et m.

On peut aussi appliquer la proposition à l'ordre fc, au rang m à
(tt2, . . ., am+1) car Mx ... Mn_m_kŒM1 . . . Mn + 1_m_fc.

On obtient alors :

On peut donc écrire :

Um + l = X l * * * Xn + l-m-k w )

où X J É M ; pour tout i e { l ; . . . ; n + l — m — k}.

On remarque qu'on peut alors appliquer la proposition à l'ordre fc, au
rangm à (ult . . ., wm_l5 umx1 . . , xn_m_k). On obtient donc :

umx1 . . . xn_m

On peut alors écrire :

w»*i • • • xn-m-k=yi * • • yn + i-m-k (4)

où j i e Mt pour tout i e { 1; . . . ; n + l - m - f e } .

A l'aide de (3) et (4), on peut donc écrire :

UmUm+l=UmXl • * • Xn-m~k Xn-m-k+ 1 " ^ 1 • * * 7H+ 1 -m-k ^n -m-ft+ 1

or par hypothèse, wmwm + 1 e M 1 . . . Mn_m_k. L'unicité de la décomposition
montre donc que :

Compte tenu de (3), on obtient donc um+1eM1 . . . M„_m_fcJ ce qui prouve
(2) pour i = m + l .

Cela termine donc notre preuve. •

COROLLAIRE III. 14 : Soit ne M*, n ^ 2 . Soit (Ml9 . . ., Mn) une factorisation
monoïdale finie de A* et soit (£>*)„^0 ^a su^te des facteurs droits associée à
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Mv Alors :
(i) Mx vérifie la condition C (1; 0) dans I>*_2;
(ii) M, =D*-V

La condition (i) signifie donc que le sous-monoïde libre M1 de A* a une base
Xt qui est un code (1, Q)-limité dans le sous-monoïde libre D*_2 de A*.

Preuve : Le (i) résulte immédiatement de la proposition III. 13 appliquée
avec fc = n — 2etm = 2.

Pour voir le (ii), il suffit de se rappeler que par définition ;

Comme Mt est C(l; 0) dans le monoïde libre D*_2 par (i)> o n v°it donc que
Dn_1<=M1. L'inclusion contraire étant évidente, on obtient donc bien(ii). •

Rappelons la définition due à Viennot :

DÉFINITION : Soit gF — (Xu . . . , Xn) une factorisation (au sens usuel) finie
à n facteurs de A*, avec n ^ 2. On dit que 3F est dichotomique à gauche si et
seulement si il existe des codes Zo, . . ., Zrt_2 de A* tels que :

(i) (20) Xn) est une bisection de A*;
(ii) pour tout i, Irgz^gn—2, (Zi5 Xn_i) est une bisection de Zi_1;

(iii) Z ^ , - ^ .

Remarque : On voit donc qu'une factorisation (au sens usuel) est dichotomi-
que à gauche si elle peut s'obtenir par composition successive de bisections.

On peut maintenant énoncer le théorème fondamental de caractérisation
des facteurs externes gauches intervenant dans une factorisation monoïdale
finie.

THÉORÈME III. 1S : Soit n § 25 n e M, soit X un code de A* et soit (ö*)„^ 0

la suite des facteurs droits associée à X Alors les propositions suivantes sont
équivalentes :

(i) X* est le facteur externe gauche $wie factorisation monoïdale finie
(X*, M2, . . ., Mn) à n facteurs de A*.

(ii) X est le facteur externe gauche d'une factorisation (au sens usuel) finie
(X, X2, . . ., Xn) à n facteurs de A*.

(iii) X est le facteur externe gauche d'une factorisation (au sens usuel) finie
(X, X2, . . ., Xn) à n facteurs de A*, dichotomique à gauche,

(iv) X est (\,0yiimité dans £>*_2;

(v) X*-D*_i;
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Si de plus n ^ 3, on peut rajouter :

(vi) X est (2, Oyiimité dans D*^

Preuve : II est clair que :

De plus le corollaire III. 14 nous montre que :

Pour conclure à l'équivalence des cinq premières assertions, il va donc suffire
de prouver (v) -• (iii). C'est ce que nous allons faire. Soit donc X un code de
A* tel que :

Rappelons la propriété suivante que nous appeler ons la propriété (^) : tout
code (l,0)-limité dans un monoïde libre Y* est le facteur gauche d'une
bisection de Y* {cf. [1]).

Notons Ut la base du monoïde libre Df pour tout L On a donc en
particulier Un_1=X.

Comme D% = Uf, U1 est (l,0)-limité dans A*. La propriété (^) nous assure
donc l'existence d'un code Vn tel que :

(Ul9

Supposons des codes Vn, Vn_u . . ., Vt construits avec 3^i^n tels que :

Vj e {1; . . . ; n - i + 1}, (Up Vn _ i+ a) est une bisection de Uf_ x ̂  Df_ x.

Comme Un_i+2 est (l,ô)-limité dans D*_i+tJ la propriété (^ ) nous permet
de construire un code Vi_1 tel que :

(Vn_i+2, Ff.Jest une bisection de l/*_, + 1 = Z>;_i+1.

Ainsi nous avons donc montré qu'on peut construire des codes : Vni . . ., F2

tels que :

Vje{l, . , ., n - 1 } , (Up Vn_j+1) est une bisection de t / j L ^ D ? . ^

Comme {/„_! =X, compte tenu de la définition précédente, cela signifie donc
que (X, V2, . . ., Vn) est une factorisation dichotomique à gauche de ̂ 4*. Cela
prouve donc l'équivalence des cinq premières assertions.
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Remarquons qu'on en déduit qu'un code X (2,0)-limité est toujours le
facteur gauche d'une trisection car il est facile de voir qu'un tel code est
nécessairement (l,0)~limité dans Df (c'est ce que montre en fait Viennot
dans [6]).

Montrons d'abord (vi) => (ii) :

supposons donc n ^ 3 et X (2,0)-limité dans £>*„3.

Comme D*_3 est libre, la propriété citée ci-dessus permet de construire
une trisection de D*_3 de la forme :

(X, W2, W3) où W2 et W3 sont des codes. Or on a vu qu'il était possible
de construire des codes Vn, . . ., F4 tels que :

Vie{l; . . .; n - 3 } 5 (!/*, F„_i + 1)estunebisectionde Uf_1=Df_1.

On en déduit aisément que (£/„_3, F4, V5, . . ., Vn) est une factorisation (au
sens usuel) de A*, puis que : (X, W2> W3, V4, . . ., Vn) est une factorisation
de A* (au sens usuel). Cela établit donc : (vi) =>(ii).

Terminons en remarquant que pour n^3 , (iv)=>(vi) est clair. En effet si
X est (l,0)-limité dans D*_2, comme D*_2 vérifie C(1,O) dans D*_3) on en
déduit que X est (2J0)-limité dans D*_3 par composition de codes limités
(cf. [1]).

Cela termine donc la preuve. •

Remarques : 1. Pour n = 2 et n — 3, on retrouve donc des résultats classiques
établis par Schützenberger et Viennot : à savoir que les codes (1,0)
[resp. (2,0)]-limités dans A* sont exactement les facteurs gauches des bisections
(resp. des trisections) de A*.

2. Toute la démarche de ce paragraphe peut bien entendu se transposer
de façon immédiate pour caractériser les facteurs externes droits d'une factori-
sation monoïdale finie à n éléments. Il faudrait d'abord définir à la place de
(D*)„>0 une suite des facteurs gauches (G*)n>0 associée à un sous-monoïde
de A en remplaçant dans la définition facteur droit par facteur gauche. On
pourrait alors énoncer des équivalences similaires à celles du théorème précé-
dent et les démontrer à l'aide de ce théorème et des résultats du paragraphe 2.

Exemple : Nous allons montrer un exemple de code (3,0)-limité qui n'est
pas le facteur gauche d'une quadrisection de A*, ce qui montrera que la
remarque 1 précédente devient fausse à partir des quadrisections. Soit donc

A = {a; b} et X={a4b, ba3b, b2a2b, b*ab, a3bab, babab}.
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X est « comma-free » (cf [1], p..350) donc il est (3,0)-limité (cf. [1], p. 336).
Mais on peut écrire :

(b2) bab e X, (bab) abeX et ab £ X*

X

i
i

j b | b b

or b, bab, ab sont dans Du donc b2eDf. Ainsi la relation précédente prouve
que X n'est pas (2,0)-limité dans Df. Le théorème III. 15 montre donc que
X tout en étant (3,0)-limité, ne peut être le code externe gauche d'une
quadrisection.

IV. UN THÉORÈME DE RECOLLEMENT POUR LES QUADRISECTIONS

Nous allons consacrer cette partie à l'étude des quadrisections. Comme
nous avons vu, en III, que les factorisations monoïdales à 4 facteurs étaient
libres, nous allons nous replacer désormais dans un cadre classique. Rappe-
lons que Viennot a montré, en [6], que toute trisection (X, Y, Z) pouvait
toujours s'obtenir à l'aide d'une bisection (X\ Y') de A* de telle sorte qu'il
existe une bisection (X, Xx) de X'* et une bisection (Z1? Z) de Y'* avec
(Xu Zt) bisection de 7*. Nous dirons qu'un tel résultat est un résultat de
recollement de bisections.

Signalons que Viennot avait conjecturé qu'un tel résultat pourrait s'étendre
à toutes les factorisations finies (ce qui ramènerait en ce sens les factorisations
finies aux bisections). Nous allons établir ici un tel théorème pour les quadri-
sections et voir comment ce problème est relié à ceux étudiés en III.

1. Préliminaires

Nous avons regroupé dans le lemme suivant quelques résultats dont nous
aurons besoin par la suite.

LEMME IV. 1 : Soit (Xl9 X2, X3, X4) une quadrisection de A*. Alors :

2. X*X*czX*X*UX*X${JX*X*;
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3) X*X* cz X*X*{JX*X**JX*X*.

Preuve : Montrons d'abord l'assertion 1.

Soit donc weX%X%, alors il existe x3eX%, x2eX% et u{eXf pour
ie{l; . . .; 4} tels que :

(1)

Trois cas peuvent se produire :

(a) ut * 1;

(b) ut = l, u 4 # 1;

(c) W l =w 4 =l ;

Traitons le cas (a). Alors il existe a mot de A* tel que Ton soit dans l'un
des deux cas (i) ou (ii) suivants :

(i) x 3 = u 1 a , a x 2 = ti2M3M4;

Le cas (i) ne peut pas se produire. En effet dans ce cas, comme, par le
lemme III. 4, X% X% X% est préfixiel, on aurait :

avec yteXf pour tout ie{2; 3; 4}. D'ai, par (i) :

Ce qui impliquerait par unicité de la décomposition ul — 1, et donc on aurait
une contradiction.

Donc on est nécessairement dans le cas (ii).

Alors otw2 est à la fois préfixe de X2 mot de X\* et suffixe de utu2,
mot de Xf X%. Par le lemme III.4, au2 appartient donc à
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X$ X* X% H Xt X$X* = X* X*. Donc l'on peut écrire :

OLU2=Z2Z3

avec z^eXf pour ie{2; 3}. Par (ii), on obtient alors :

x2 = z2z3u3w4

ce qui implique par unicité de la décomposition: z3 = u3 = u4 = l. Donc par
(1), l'on a: weX*X*.

Dans le cas (b\ on montrerait de même que weX^Xf. Supposons mainte-
nant que l'on soit dans le cas (c). Alors par (1), l'on a :

w = x 3 x 2 = «2w3. (2)

Alors il existe Pe^4* tel que l'on soit dans l'une des deux possibilités
suivantes :

(i) u2 = x3p, x2 = (3u3

(ii) w2p = x3, px 2 = w3

Dans le cas (i), P est préfixe de x2eX% et suffixe de u2eX% : par le
lemme III.4, il est donc dans X$X$. Donc il existe z2eX%, z3sX% tels que :

Par (i), on a donc : x2 = z2z3w3.

Par unicité de la décomposition, on obtient donc : «3 = z3 = L

Donc par (2) on a : x = u2eX%.

Dans le cas (ii), on montrerait de même que weX%.

Cela termine donc la preuve de l'assertion 1.

Montrons l'assertion 2.

Soit donc weX%Xf, alors il existe xxeXX, x2eXf et uteXf pour tout i,
tels que :

(3)

Trois cas peuvent donc se produire à nouveau :

(a) ux ± 1

(b) M I = 1 , M 4 ^ 1

(c) Wl = u 4 = L
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Traitons le cas (à). Alors il existe a mot de a* tel que l'on soit dans Fun des
deux cas (i) ou (ii) suivant :

(i) x2 = u1a, axx=u2u3uA;

(ii) X2OL = UU X1=OLU2U3U4.

Le cas (i) ne peut pas se produire car sinon a étant le préfixe d'un mot de
XfXfXjf, qui est préfixiel d'après le lemmeIII.4, on aurait
On peut donc écrire :

avec yt e X? pour tout L Donc on obtient :

Ce qui impliquerait u1 = l par unicité de la décomposition, d'où une contradic-
tion.

Donc on est nécessairement dans le cas (ii). Alors aw2 est suffixe d'un mot
de XfXJ. Par le lemmeIII.4, au2 appartient à XJXfXf, donc on peut
écrire :

avec zteXf pour tout i. D'où on a par (ii) :

Par unicité de la décomposition, on a donc : Z2 = Z3 = U3 = M4 = 1.

Donc par (3), weX^Xf. On montrerait de même dans le cas (b) qu'alors
weXf X% et pour le cas (c), il est clair que weXf X%.

Donc 2 est prouvée.

Pour montrer 3, il suffit de voir que si {Xu X2, X3, X4) est une factorisation
de A*, alors par la proposition III. 2 :

(X4 , X$ , X2 , XJ )

est encore une factorisation monoïdale (donc libre ici) de A*. Appliquons lui
le résultat 2, on obtient :

et appliquons l'opération ~ à cette inclusion : on obtient alors immédiatement
l'assertion 3. •
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2* Le théorème de recollement

On peut donc maintenant énoncer notre résultat principal qui est le
théorème de recollement des quadrisections, qui généralise donc le résultat
pour les trisections.

THÉORÈME IV.2 : Soit (Xl9 X2, X39 X4) une quadrisection de A*. Alors il
existe une trisection (Au A2, A3) de A*, une bisection (U, V) de X% et une
bisection (T, W) de X% telles que :

(Xl9 U) soit une bisection de Af9 {Vy T) soit une bisection de A% et (W, X4)
soit une bisection de A%. Cest-à-dire :

Remarque : Compte tenu du résultat de Viennot sur le recollement des
trisections ([6] ou [1]), on voit que toute quadrisection peut se construire avec
des bisections et des recollements.

Preuve : Introduisons :

Alors Ton a :

LEMME IV. 3 : S est un sous-monoïde de X| qui vérifie la condition C(l, 0)
dans X%.

Preuve : On a :

Vs, teS, VxjeX*, stxxes(Xf X$) c (Xf X$)X%

donc stxxeXfX%.- Ainsi steS et S est un sous-monoïde de X%*
On veut montrer maintenant que S vérifie la condition C(l, 0) dans Xf.
Soient s, teX% tels que steS. Il faut montrer que te S.
Par définition, l'on a :

Vx^Xf, stXleXtX* (1)

Soit donc x1eX%9 alors par le lemme III. 4 et (1), on obtient que :
^. Alors par le lemme IV. 1, on a donc :

(2)

Supposons donc tx^eX^X^. Alors il existe y3 e X% çty2eX% tels que:

txt=y2y3. (3)
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On a donc par (1) et comme seX% :

Cela implique par unicité de la décomposition que : y3 = l. Donc par (3), on
a :

txxeX%.

Donc par (2), on a bien : txx GX\*X% dans tous les cas.

Ainsi te S. C'est ce que Ton voulait prouver. •

Par le lemme IV. 3, on peut donc écrire S = U* où U est un code (1, 0)-limité
dans X%. U est donc le facteur gauche d'une bisection (U, V) de X$ avec :

V* = X*\UX*2 (c/[l]).

Posons alors M = X% U*. Alors Ton a :

LEMME IV. 4 : M-Xf U* est un sous-monoïde de A*.

Preuve : II suffit de montrer que :

U*X* ŒM = X*U*. (1)

Soit set/*, x^^eXf. Par définition de S = C/*? il existe axeXf, ot2eX| tels
que :

(2)

Nous allons montrer que oc2e [/*, ce qui impliquera (1).

Soit donc weXf, il faut montrer que l'on a :

(3)

Comme seS = U* et xA weXf, par (2) et la définition de S, l'on a :

sx± W = OL1 (a2 w) 6 X* Xf. (4)

Donc comme X% X$ X% est suffixiel par le lemme III. 4, l'on a :

ot2w=y1j2};3 (5)

avec yteXf pour ie{l; 2; 3}. Cela implique par (4).
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Par l'unicité factorisation, l'on a: J3 = l et par (5), on a donc que (3) est
vrai. •

Posons maintenant :

On a alors :

LEMME IV. 5 : S' est un sous-monoïde de X% qui vérifie la condition C(0, 1)
dans X%.

Preuve : Par la proposition III.2, on sait que (XJ~, X%~9 X%~5 Xf~) est
une factorisation monoïdale finie (donc libre) de A*. Appliquons lui le
lemme IV. 3. On déduit que

F={seJ!Ç~, sX*~ czX*~X*~}

est un sous-monoïde de X$~ vérifiant la condition C(l, 0) dans X$~. Il est
facile de vérifier que F~=S'. Donc par la proposition III. 3, S' est un
sous-monoïde de X% vérifiant la condition C(0, 1). •

Par le lemme IV. 5, on peut donc écrire: S'=W* où W est un code
(0, l)-limité dans X%. C'est donc (cf. [1]) le facteur droit d'une bisection
(T, W) de X* et l'on a :

Posons alors N=W* X%. Comme dans le cas précédent, Ton a :

LEMME IV. 6 : N= W*X% est un sous monoïde de A*.

Preuve : Identique à celle du lemme IV. 4 ou alors on peut obtenir ce
lemme comme conséquence du lemme IV. 4 à l'aide de l'opération ~ . •

Posons maintenant

Alors l'on a :

LEMME IV. 7 : On a alors les assertions suivantes :

(1) R* = F*;

(2) Z* = T*;

(3) ZR c Z U R.
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Preuve : Montrons d'abord l'assertion 1.

(i) Montrons que R c F*.

Soit donc reR, comme par définition, r e X% et que (U, V) est une bisection
de X%) on peut écrire avec ue U* et ve V* :

r = uv. (1)

II suffit donc de montrer que u= 1. Supposons, par l'absurde, u ^ 1. Par (1)
et par définition de R, l'on a :

ixeXf, rx = uvxeX*X*. (2)

Mais ve F*, donc vxeX%Xf, d'où par le lemme IV. 1 on obtient :

vxeX*X%{JX*X*{JX*X*. (3)

Par (2) et (3), comme ueXf \{ l} et par l'unicité de la factorisation, on a
aisément :

donc il existe xx eXf et x2 eXf tels que :

vx = xxx2, (4)

Mais d'autre part, par définition de S = U*9 l'on a :

ux^XfXl (5)

Donc par (2), (4) et (5), l'on obtient :

Cela contredit donc u # 1. Ainsi u = 1 et par (1), re F*.

(ii) Montrons par récurrence sur la longueur, que F* e &* ;
Soit ve V*, si |u| = 0, alors î;eJR*. Supposons qu'on ait prouvé :

VueF* , \v\<n ^> veR*

et soit veV* de longueur n.

Comme (U, V) est une factorisation de X%, l'on a t>£[7*. Donc il existe
oti GXJ tel que : v OLX <£X* X%..

Cela implique par le lemme IV. 1, comme vaLl£X2
xXfi que :

vaxe(Xl X%\X$) U X* X*. (6)
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Si vax£X%X%, alors veR par définition et c'est terminé. Sinon par (6), l'on
a :

3x2eX£, 3x3eXf\{l}9 VOLX=X2X3. (7)

Par (7), il existe a e A* tel que l'on soit dans l'un des deux cas :

(a) ax = oix3 et ua = x2;
(b) x3 = aax et v = x2 a.
Le cas (a) ne peut se réaliser car sinon, a étant un suffixe de x2eX%9 par

le lemme III.4, on aurait aeXfX%X%. On pourrait donc écrire :

a=7 1y 2y 3 avec y^Xf pour ie{l; 2; 3}.

Donc par (a), on aurait :

De (8), on tire, par unicité de la factorisation, que x3 = l, ce qui est en
contradiction avec (7).

Donc on est dans le cas (b). Par (b), a est un préfixe de x 3 e l * , donc par
le lemme III. 4, l'on a :

Vie{2; 3; 4}, ib^X?, a = ô25354. (9)

Par (b) et par (9), on a donc :

v = x2 a = x2 52 83 ô4 e X%.

Par unicité de la factorisation, on obtient Ô3=ô4 = l. Donc par (9)> on a
a e X\* et par (£>), on a :

Par définition de K, on a donc : aeR.
Par (b), on a aussi : x2a = veV*.
Comme V est (0, l)-limité dans X% [(U, V) est une bisection de Xf\ cette

équation implique que : x2 e F*.
Or | x2 | < | v | car a ^ 1 [sinon dans (b\ on aurait ai = x3 e Xf H -^î = {1},

en contradiction avec (7)]. Par hypothèse de récurrence, on a donc :

x2eR*.

Alors par (b), comme aeR et x2ei?*, on obtient bien :
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Cela prouve donc bien que F* <= R* et termine la preuve de l'assertion 1.

L'assertion 2 s'obtient facilement à partir de l'assertion 1 en utilisant
l'opération ~ (on applique (1) à la factorisation (X%~, X%~, X%~, Xf~)).

Il reste donc à montrer l'assertion 3.

Soient donc zeZ et reR. Par définition de R et Z l'on a: zrtX%X\ et
d'après le lemme IV. 1, on a donc deux cas :

(a) zreX*X*;

(b) ZVGX*X*.

Supposons que (a) soit vérifié, alors :

zr = x1x2. (10)

Par définition de R, il existe ax eXf tel que :

Comme zeZ c X%, on a donc :

zr^eX^X*. (11)

Par le lemme III. 4, cela implique :

zreX*X*X*.

Par (10), cela implique que zreXf. De plus par (11), il existe a1eXJ tel que

Cela signifie donc que zr e R.

On montrerait de même que si on était dans le cas (b), alors zreZ.

Posons alors P=K*T*.

COROLLAIRE IV. 8 : P= F* T* est un sous-monoïde de A*.

Preuve : C'est immédiat car par le lemme IV. 7, on peut écrire P =
et comme par ce même lemme, on a ZR cz R{JZ, on en déduit que :

On peut maintenant terminer la preuve de théorème. En termes de séries
caractéristiques dans N < A* >, on peut écrire :

W*)X*

= (X*U*)(V*T*)(W*X%)

= MPN.
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La dernière égalité vient du fait que les produits Xf U*, V* T* et W* X%
sont non ambigus puisque U* ci Jf*, V* c Jf|, T* c JC* et W* c= X*.

Ainsi (M, P, N) est une factorisation monoïdale de A* à 3 facteurs. Compte
tenu des résultats de la partie III, elle est libre. Autrement dit M, N et P
sont des sous-monoïdes libres de base Al9 A2 et A$ respectivement. Cela
termine la preuve du théorème. •

Remarque : Nous voyons donc que la méthode que nous avons utilisée
conduit finalement à l'utilisation des résultats de la partie III sur les factorisa-
tions monoïdales finies libres. Même si cette méthode était généralisable,
compte-tenu de ce que nous savons sur les factorisations monoïdales finies
du point de vue de leur liberté, nous ne pourrions donc de toute façon pas
dépasser le cas du recollement des pentasections.

Notons également qu'on peut se demander, compte tenu des résultats de
cette partie, si le cadre adéquat pour démontrer des résultats de recollement
n'est pas en fait celui des factorisations monoïdales finies au lieu de celui des
factorisations finies usuelles.
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