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COMPLEXITE DE PROBLEMES
LIES AUX GRAPHES SANS CIRCUIT (*)

par J. P. BorpAT (?)

Communiqué par R. Cort

Résumé. — Les liens entre les deux problémes suivants :
— calcul de la fermeture transitive,
— calcul du graphe de Hasse,

sont étudiés sur plusieurs classes de graphes sans circuit. Dans certains cas, il existe un algorithme
de résolution linéaire. Sinon, il est possible d’établir une relation avec le calcul du produit de deux
matrices quelconques.

Le probléme de la reconnaissance de ces différentes classes est ensuite abordé dans la méme
optique.

Abstract. — We study connections between two problems :
— finding the transitive reduction,
— finding the transitive closure,

Jor several classes of acyclic digraphs. We point out linear time algorithmic solutions or elsewhere
compare the given problems with matrix multiplication.

The recognition of these classes is then treated with the same tools.

1. INTRODUCTION

La section II contient les rappels et définitions nécessaires a la suite de
I'exposé.

Dans la section III, la notion de réductibilité entre problémes polyno-
miaux [10] est utilisée afin de clarifier les relations entre deux problémes :

— calcul du graphe de Hasse,

— calcul de la fermeture transitive,

(*) Regu janvier 1986, révisé novembre 1986.
(') C.R.ILM,, 860, rue de Saint-Priest, 34100 Montpellier.
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182 J. P. BORDAT

concernant les graphes sans circuit, finis et connexes.

Nous noterons % cette classe, dont certains invariants sont présentés
dans [6].

Trois cas particuliers de graphes sans circuit, correspondant a des classes
bien connues d’ensembles ordonnés sont étudiés :

— M -graphe : correspondant & un ensemble ordonné semi-modulaire.

La semi-modularité peut €tre supérieure (¥ .#%-graphe) ou inférieure
(¥ M F-graphe). Un ensemble ordonné possédant ces deux propriétés est dit
modulaire.

— %-graphe : correspond a un ensemble ordonné gradué. [2].

— f9D-graphe : correspondant a un ensemble ordonné vérifiant la
propriété de Jordan Dedekind [2].

La technique envisagée permet d’établir un lien algorithmique étroit avec
un probléme bien connu (ici le calcul de la fermeture transitive ou du Graphe
de Hasse d’un graphe quelconque). Toute amélioration de complexité obtenue
par un travail sur ce probléme de référence se répercute alors sur chacun des
problémes étudiés.

Dans la section IV sont abordés de la méme maniére les problémes de
reconnaissance pour les trois catégories.

II. DEFINITIONS ET NOTATIONS

A. Deéfinitions

Nous utiliserons la notation suivante, pour désigner la réduction entre
2 problemes [T et T’ ayant chacun un graphe pour instance

L, f@) - T, f7=()
ou:
— t désigne la taille d’un graphe ayant un rapport direct avec instance
du probléme (voir ci-apres),
— f(f’) est une fonction R* - R™,

— — signifie : S’il existe un algorithme permettant de résoudre le pro-
bléme I1" en O (f* (¢')) alors il existe un algorithme permettant de résoudre le
probléme IT en O (f(¢)) (O notation classique employée dans [12]).

Si G=(X, U) est un graphe simple, fini, connexe, sans circuit

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



PROBLEMES LIES AUX GRAPHES SANS CIRCUIT 183

— G'=(X, U") désignera la fermeture transitive de G ((x, y)eu'<>3 un
chemin noté o (x, y), joignant x a y dans G).

— G,=(X, U,) désignera le graphe de Hasse (unique) correspondant a G;
(Uy=U—{(x, y)€ U|3 un chemin o (x, y) de longueur 22 dans G}).

— On peut décomposer G en niveaux :

X est partitionné en (N, N,, ..., N,), de telle fagon que x appartienne a
N; si et seulement si un plus long chemin d’extrémité x contient i sommets.

On définit », application de X dans N telle que xe N;<>r(x)=i. r(x) est le
rang du sommet x.

On note alors G"=(X, U") le graphe sans circuit ayant pour ensemble
d’arcs

U={(x, peXxX|r(p)>r(x)}

C’est-a-dire que, dans G’, chaque sommet est relié par un arc a I’ensemble
des sommets des niveaux supérieurs (les partitions en niveaux et la fonction
rang sont les mémes dans G et dans G").

La variable ¢ utilisée dans la définition prendra essentiellement les valeurs
|ul, jv) Jul, o]

La notion de successeur (prédécesseur) sera prise au sens large.

Remarque : Les graphes considérés étant supposés connexes, (parce que
correspondant a des ensembles ordonnés), la complexité classique
O (| X|+|U]) se réduit a O (|U|) puisque |U|2| X|—1, d’ou une simplifica-
tion des notations.

B. Rappels

— Un LMS (L MF)-graphe G est tel que, dans G, Pexistence de z
prédécesseur (successeur) de x et y entraine I'existence de t successeur (prédé-
cesseur) de x et y.

Exemple de & M S -graphe (voir fig. 1) : Les arcs (2,8), (5,9), (3,9) sont des
arcs de transitivité.

Un %-graphe G=(X, U) est tel qu'on puisse associer a G,=(X, U,) une
application g: X — Z telle que

Vix, WelU, gO)=g(x)+I (g est une graduation).

Exemple de 9-graphe (voir fig. 2) : Arcs de transitivité (2,8) (5,8).
Un #9-graphe G=(X, U) est tel que, dans G,=(X, U,), tous les chemins
joignant 2 sommets quelconques soient de méme longueur.

vol. 21, n° 2, 1987
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9
? 8
4 6
1 2 3
Figure 1.

Figure 2.

Exemple de ¢ 9-graphe (voir fig. 3) : Arcs de transitivité (1,5), (1,6).
Remarques :
1° Tout & #-graphe est un 9-graphe, et tout ¥-graphe est un #Z-graphe.

2° Le %-graphe donné en exemple n’est pas un & .#-graphe : 6 et 7 ont
pour prédécesseur 4 et n’ont pas de successeur commun.

3° Le #9-graphe présenté n’est pas un ¥%-graphe, I'existence de I'arc (2,5)
ruinant la possibilité d’existence d’une graduation sur le graphe de Hasse.

IIl. REDUCTIONS ENTRE LE CALCUL DE LA FERMETURE TRANSITIVE ET CELUI
DU GRAPHE DE HASSE

Pour désigner les problémes, nous utilisons les notations : FERTRAN;
HASSE, suivies d’un suffixe ¥4, 9 ou 4.

Informatique théorique et A pplications/Theoretical Informatics and Applications



PROBIENES TS AUN GRAPHES SANS CIRCUIT 185

Figure 3.

Exemple :FERTRAN-¢9.
Donnée : Un #%-graphe G=(X, U).
Résultat : G'=(X, U").
A. Cas d’un Z 2-graphe
PROPRIETE 1 :

(FERTRAN-#9,

U'|) - (HASSE-#9,

uU)).

Preuve : Etant donné un #ZP-graphe G=(X, U) pour lequel on souhaite
calculer la fermeture transitive, on construit un graphe G’ ayant trois fois
plus de sommets et un nombre d’arcs de I’ordre de [ U | Le calcul du graphe
de Hasse de G’ est alors équivalent a celui de la fermeture transitive de G.
Plus précisément, on a : (cette construction est utilisée dans [1], [10] pour G
quelconque).

1° Soit la décomposition en niveaux de G:N;, N,, ..., N
O (| U)), et soit r le rang associé.

2° Soit G'=(X, U’), dans lequel X’ est formé de 3 copies de X :
- X=X, UX,UXj; avec

» calculée en

’ 7’ 7
X, ={x1, X% .. -, X0},
= -
Xz—lxu X35+« o5 X"}—X,
’7 7 7’
Xy={x{, x5, ..., x,

ayant pour ensemble d’arcs
— U=UUU,UU, avec

U= U {(x} x), (x;, x)}, U, ={(x}, x})|r(xp>r(x)}.

xie X

vol. 21, n® 2, 1987



186 J. P. BORDAT

Le nombre d’éléments de U’ est alors :

U

=|Ul+2]|x[+ ¥ [N][N|=2|X[+|U|+| U]
1<i+1Zjgp
G’ satisfait les propriétés suivantes :

(a) G’ est un #%-graphe. En effet, G’ est sans circuit. Soient y, ze X’ et
deux chemins maximaux o (y, z) et 6’ (y, z) dans G’
Dans les cas suivants :

y»,zeX,, yeX, et zeX, yeX, et zeX,

Les longueurs de ces chemins sont trivialement égales.

Supposons maintenant ye X, ze X;. 1l existe i, j tels que y=x; et z=x].
Les chemins ¢ et o’ différent par le premier et le dernier arc, sinon on est
ramené aux cas précédents.

D’ou 6 =(x;x}) ou 6’ =(x;, x}), et 'un des deux chemins est constitué par
un arc de transitivite.

(b) Si G,=(X", Uy}), alors

(x, y)eU' <> il existe un chemin dans G : c(x, y)
<> il existe un chemin [x’, o(x, y), '] dans G’

< (x,yN)eU—-U,.

(c) U, étant par hypothése calculable en O (| U"|), U* isomorphe & U'—Uj,
s’ obtient avec cette méme complexité, ce qui achéve la preuve. W

Exemple (voir fig. 4) :

Les arcs devant étre rajoutés dans G’ sont les suivants :

(1" 3) (I ) (I 4) (1 67) (2 3) (2 5") (2 4) (2 6)

(3" 57) (3" 6”) (4 57) (4 6").

Seuls les arcs (4 5”'), (3" 6”") et (2’ 3"") ne sont pas des arcs de transitivité
de G'.

Remarque : La propriété précédente n’est plus vraie si 'on remplace la
classe #9 par la classe 4. En effet, si G est un %-graphe, G’ n’est pas
nécessairement dans la méme classe, comme le montre I'exemple de la
figure 5 :

L’cxistencc de I’arc (2° 5”), par exemple, détruit dans G’ la propriété de
graduation.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications
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5Il 3" 1“ 2“ 4“ 6“
X Xs

5 6 5 b6
w -

A 2 1 2

] ] () £s x1

st 3 4 2 4 ¢

Figure 4.
5
2 a4
1 3 1
Figure 5.
PrROPRIETE 2 :

(HASSE-#2, |U'|) » (FERTRAN-#9, |U*|)

Preuve : 11 suffit de remarquer que la réduction suivante est valable sur un
F9D-graphe :
Soit 'algorithme :
1° Calcul de G'=(X, U): 0 (|U*]).
2° Construction du graphe triparti G'=(X’, U’) tel que
X=X, UX,UX,

X =X, X,={x!|x;e X}, X3={x!"|x;e X}

vol. 21, n° 2, 1987



188 1. P. BORDAT

U'=U,UU,=U,
U, ={(x; x))|(x;, x;,) €U
U, ={(x}, x})|(x;, x;)e U}
| X |=3|X|, }U' =2|U'|

Cette construction se fait donc en O (| U*|).
3° Calcul de G''=(X", U""Y).
Remarquons que :
U"=U"U{(x; x})
U''=U"U {(x;, x;)|3x, tel que(x;, x,)e U et (x,, x;)eU'}
U =U U {(x0 X)| (5 x) € U= U,
Dou |U |3 | U
G/, triparti, étant un #2-graphe, cette étape demande O (| U'|) opérations.
4 U,=U—(U'—U,.

L’ensemble (U'— U,), est isomorphe a U’''— U’. L’obtention de U, demande
donc également O (| Ut ]) opérations, ce qui termine la preuve. H

3 x; tel que(x, xp)e U, et (x;, x{)eU,}

B. Cas des 4 et & ./#-graphes

Le calcul du graphe de Hasse pour un &.#-graphe ou un %-graphe est
équivalent au calcul d’une graduation g sur I’ensemble des sommets puisque

U,={(x, »eU|g()=gx)+1}.

On en déduit les deux propriétés suivantes :

ProprIETE 3 : Il existe un algorithme linéaire résolvant HASSE-& .#.

Preuve : Raisonnons sur un &.#.¢-graphe G=(X, U). Le principe de
l’algorithme est trés simple, puisque dans le cas ou le graphe posséde la
propriété de graduation ainsi que celle de source unique, ce qui est le cas ici,
l’application r constitue une graduation [2]. D’ ou deux étapes, toutes deux
linéaires :

1° Calcul de r.

2° U,=U—{(x, yeU|r(p)>r(x)+1}.

ProprIETE 3’ : 1l existe un algorithme linéaire résolvant HASSE-¥.

Cet algorithme est exposé en détail dans [5]. Nous en donnerons unique-
ment le principe, qui consiste & augmenter itérativement un ensemble de
sommets, noté GRAD, sur lequel a été calculée une graduation g.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



PROBLEMES LIES AUX GRAPHES SANS CIRCUIT 189

Chaque étape se décompose en les actions suivantes :

1° choix d’un sommet x € X-GRAD, et tel que D (x) Y GRAD #0.

2° calcul du rang r sur le sous-graphe construit sur les descendants de x
n’appartenant pas 8 GRAD.

3° Pour tout ye D (x)-GRAD, on pose &(y)=min {1 +g(z)—r(t)}, le min
étant pris sur ’ensemble des arcs (¢, z), te D (X)-GRAD, ze GRAD.

4° GRAD est incrémenté de I'ensemble D (x)-GRAD, avec, pour tout
yeD (x)-GRAD, g(y)=r(») +3().

L’ensemble GRAD est initialisé en effectuant le calcul du rang sur I'ensem-
ble des descendants d’un sommet quelconque x,, avec VyeD (x,), 8(y)=0,
et le processus se termine lorsque GRAD=X.

On montre alors que I'application g: X — Z définie par.

VxeX, gx)=r(x)+56(x)

est une graduation.

De plus, le choix de x et le calcul de r a chaque étape peuvent étre réalisés
en une complexité globale O (I U|), en nombre d’opérations et en place
mémoire.

Notons qu’un algorithme différent est exposé dans [9], qui demande plus
de place mémoire, et une structure de données plus compliquée.

Propriété 4 :

(FERTRAN-¥%,

U|) > (FERTRAN-&.4 .7,

U)).
Remarquons que 'on a dé¢ja d’apres 11, 2)

(FERTRAN-S.4.9, |U'|) » (FERTRAN-,

U).

Preuve : Elle se divise en 3 étapes :

1° G=(X, U) étant un %-graphe, il est possible de calculer la graduation
associée en O (| U| ), d’apres ce qui précede.

On obtient ainsi une partition de X: X, X,, ..., X, et une application g
(graduation) : X — {1, 2, ..., p} (a une translation prés).

2° Construction du graphe G'=(X, U’) tel que :

X' =X\U{yo V1> s Vp-1}
U=UUU,
Uy ={U{yis1 } x{X;Uy}i=1, ..., p—1} U{{yp—'l} XXp}

vol. 21, n° 2, 1987



190 J. P. BORDAT

(On rajoute un sommet y; a chaque classe X, i=1,..., p—1, auquel on
associe comme successeurs tous les sommets de la nouvelle classe suivante.
Un sommet y, est reli€¢ a tous les €éléments de X,).

11 est facile de montrer que :

— G’ est gradué par g':g' (x)=g(x), VxeX, g’ (y)=i,05i=Zp,
— G’ estun L 9-graphe.

Cette construction s’établit en O (| X|).

D’autre part g’ donne la fonction rang dans G’ (propriété des ¥-graphes).
On aura donc |U’*|<3|U"| en considérant séparément les arcs de U’* de la
forme (x;, x;), ceux ayant un y, comme extrémité initiale ou finale, et ceux
de la forme (y;, y)).

3° Calcul de U'*
On a alors, si x; et x; sont €léments de X :
(x» x)eU’" <> il existe un chemin o(x; x;) dans G".
<> il existe un chemin o (x; x;) dans G.

(Aucun y, ne peut figurer sur c(x; x;) puisque y, ne peut avoir un x pour
prédécesseur).

< (x, x)eU

U apparait donc comme la restriction de U’* aux arcs de type (x;, x;), ayant
leurs deux entrémités dans X.

Si la détermination de U’* s’effectue en O (| U"*|), la détermination de U’
seffectue en O (| U|) et la propri¢té est démontrée. M

Exemple (voir fig. 6) :
Les arcs de transitivité du type (x;, x;) sont les mémes dans G' et G'".
D. Cas des 3 4 -graphes

Nous désignerons par 3.4 -graphe un graphe possédant exactement
3 niveaux.

PROPRIETE 5 :
(HASSE-3 ., |U*|) > (FERTRAN-3 ., | U').

11 suffit d’utiliser la réduction de la propriété 2 en remarquant qu’elle est
valable si G et G’ sont des 3 .4 -graphes.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



PROBLEMES LIES AUX GRAPHES SANS CIRCUIT 191

Figure 6.

PROPRIETE 6 :

(FERTRAN-3 ./, | U"|) - (HASSE-3 ./, |U|).

L’algorithme est donné par les opérations suivantes :

1° Calcul de la décomposition en niveaux N;, N,, N; de G=(X, U) ceci
en O (|U]).

2° Construction du graphe G'=(X, U’) avec X'=X, U=UUN,; xN; en
O (| U"]), puisque | N, x N3 |<| U"|(On rajoute tous les arcs joignant un som-
met du premier niveau a un sommet du dernier niveau).

3° Calcul de G;,=(X’, Up)en O (|U"|).
4° Calcul de U'=UU (N, x N;—Up) en O (| U")).
En effet (x, ) eU'—U=(x, y)eN; x N;—U,.
D’autre part
(x, y)eN; xN;—=U, = 3zeN, telque (x, 2)eU et (z, y)elU’
= 3JzeN, tel que (x,2)eU et (z, y)eU
= (x, y)eU.

Nous obtenons enfin la derniére réduction :
PROPRIETE 7 :

(FERTRAN-3 ¥,

U'|) > (FERTRAN-%, | U*|).

vol. 21, n® 2, 1987



192 J. P. BORDAT

Soit G=(X, U) un 3 A4 -graphe. On effectuera la réduction suivante :

1° Calcul de la décomposition en niveaux de G en O (| U|).
2° Construction du %-graphe triparti G’ =(X’, U’) ou

X=X U =U-{(x; xj)lr(xi)-——O et r(x;)=2}
3° Calcul de G’* en O (|U’*|) donc en O (| U*|).
4° Calcul de U'=U"*"U {(x;, x;)|r (x)=0 et r(x;)=2}.
E. Conclusion

Si ’on remplace les complexités observées par la complexité plus générale
| X|?, nous avons obtenu la chaine de réductions suivante : (2 est noté <)

(HASSE- #9, | X|)«<>(FERTRAN-#9, | X|*)
(FERTRAN-¥.4 4, | X|*)>(FERTRAN-9, | X |?)
(HASSE-3 ./, | X|)(FERTRAN-3./, | X|?)

D’autre part, les articles classiques comparant FERTRAN au calcul d’un
produit de matrices présentent les deux réductions :

(MAT-n, n*) - (FERTRAN-3 ./, | X|*) [7]
(FERTRAN, | X|?) - (MAT-n, n?) [15]

ou MAT-n désigne le calcul du produit de deux matrices booléennes d’ordre n.
Enfin

(HASSE,

X|?) > (FERTRAN, | X|?) [10].

Considérons la relation sur 'ensemble des problémes admettant pour instance
un élément de % (% ensemble des graphes finis, connexes, sans circuit) :

(IL, | X?) - (a1, | X|?).

Il s’agit évidemment d’une relation de préordre. Tous les problémes évoqués
appartiennent a la méme classe ¥ associée a cette relation. On peut donc
établir le tableau terminal suivant, donnant la complexité au sens du plus
mauvais cas, ou la classe de complexité des problémes envisages :

LM 9 Z2 3N U
FERTRAN. . .. .. ¥ 34 c¥ €% €%
HASSE. ....... linéaire linéaire c¥ €% e?¥

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informatics and Applications



PROBLEMES LIES AUX GRAPHES SANS CIRCUIT 193

Remarque : Des algorithmes linéaires résolvant HASSE existent pour les
arborescences, les graphes série-paralléle [17], ou correspondant aux ensem-

bles ordonnés « N-free » (sans au sens sous-graphe dans le graphe
de Hasse, [11]).

Signalons également que FERTRAN est résolu en une complexité O (| X|?)
pour les catégories ci-dessus, a l'exception de celle des ensembles N-free
(équivalente au cas général), ainsi que pour la classe des ordres de dimen-
sion 2, et celle des treillis distributifs [4].

1IV. PROBLEMES DE RECONNAISSANCE

Dans ce paragraphe sont abordés les problémes de reconnaissance des
propriétés de semi-modulatité, graduation, et Jordan-Dedekind, les deux
premiers cas étant classiques. La terminologie utilisée est la suivante : REC-
suffixe.

Exemple :REC-9.

Donnée : un graphe de Hasse G=(X, U).

Résultat : Un booléen vrai si et seulement si G est un ¥-graphe.

Il est logique de se restreindre a un graphe de Hasse comme donnée. Il
semble en effet difficile au vu des résultats obtenus de trouver, pour chacune
des 3 catégories, un algorithme de reconnaissance qui calcule conjointement
le graphe de Hasse, comme c’est par exemple le cas pour les graphes série-
paralléle [17].

A. Semi-modularité

Soit A la matrice booléenne associée a G : les sommets de G sont alors
numérotés de 1 a | X/, et soit v cette numérotation.

AG =1 <« (1), v iG)eU1gij=s|X]|

=0 sinon

Il est facile d’établir que la propriété de semi-modularité inférieure par
exemple est vraie si et seulement si

A A'<A'. A [3)

(A" désigne la transposée de A et I'inégalité doit étre vérifiée pour chaque
terme du produit booléen).

vol. 21, n” 2, 1987



194 J. P. BORDAT

En conséquence
(REC-& A, | X|") > (MAT-n, n%),  a=2

On ne peut établir directement la réduction inverse, car REC-¥.# est un
probléme de décision admettant une solution de type booléen.

On se contentera de remarquer que si ’on connait un algorithme permettant
de trouver dans G tous les couples de sommets x, y tels que x et y possedent
un successeur commun, alors on dispose d’un algorithme permettant de
résoudre FERTRAN-3 /" avec la méme complexité ([3]). Une reconnaissance
de semi-modularité basée sur la définition est donc au moins aussi difficile que
FERTRAN-3 4. Par ailleurs, il existe des algorithmes faciles de complexite
0 (| x| |U]) résolvant REC-& .4 ([3]).

B. Graduation

Le probléme REC-% se résout par un algorithme simple, dont le principe
est le suivant :

On effectue un parcours du graphe G'=(X, U U U*), avec U*={(y, x)l(—
x, y)e U} en partant d’un sommet quelconque x, et en posant g(xy)=0. A
chaque étape est parcouru un arc (x, y) tel que g(x) soit défini. Deux cas
peuvent se présenter :

— Si g(y) n’est pas défini, on pose g(3)=g(x)+1 si (x, y)eU et
gO)=gx)—1si(y, x)eU.

— Sinon, on vérifie la cohérence de g(y) par rapport a g(x) suivant le
méme critere.

La non-existence de cette cohérence pour un sommet donné entraine le
résultat faux pour REC-4. Dans le cas contraire, g est une graduation.

Ce traitement peut s’effectuer en une complexité O (l UI), grice a des
parcours classiques (en largeur, en profondeur, voir par exemple [5]).

REC-9 est donc linéaire. Signalons qu'on a la méme propriété pour la

reconnaissance de graphes de Hasse d’ensembles ordonnés « N-free » [11] ou
de treillis distributifs [4].

C. Propriété de Jordan-Dedekind

Il est intéressant de rapprocher REC- 2 du probléme de recherche de
plus court chemin entre tous les couples de sommets d’un graphe. Une
bibliographie abondante concerne ce dernier (voir par exemple [8, 13, 16]).
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Nous utiliserons une réduction établie dans [16] :
(CHEM 20, | X|*) - (MAT-n, n"), a=2

CHEM =0 a pour donnée un graphe G =(X, U) muni d’une valuation positive
ou nulle (application de U dans R* \ {0}). 1l calcule, pour tout couple x, y de
Xx X, la valeur d’un plus court chemin joignant x & y s’il en existe, un
résultat standard (oo par exemple) sinon.

PROPRIETE 8 :
(REC-#2, | X|") > (MAT-n, n%),  o=2

Preuve : A partir d’un algorithme calculant le produit de deux matrices,
on peut opérer de la fagon suivante :

1° Résolution de CHEM =0 sur G muni de la valuation associant a tout
arc de G la valeur 1 : O (| X|).

2° Caleul de G': O (| X|).
3° Construction du graphe G'=(X, U’) :
— X=X, UX,U X, avec
Xi={xp X3, .., X} =X
X,={x}, x5, ..., x}}
X3={X/1', X35 s x,,

— U=U,UU, avec

U= {(xi’ x%) I (x; xj) € U}
U, ={(x}, X7 (xi x))€ U}

Pour simplifier le calcul matriciel qui suit, nous supposerons que les
sommets de G’ poss€édent une numérotation v telle que

VxeX,, 1<v(x)<|X|
VxeX, |X|<v(x)=2|X|
VxeX,;, 2|X|<v(x)<3|X]|

On associe alors a G’ deux matrices carrées A et B de dimension 3 | X |, a
coefficients entiers positifs ou nuls.

AG D=1 = @), v (el

=0 sinon
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BG =1 <= (v '@, v (el
=IvI@, VIO = (vI@, vTG)ED,

=0 sinon

I(v™t(@), v ' () est la longueur d’un plus court chemin dans G joignant
v~ (i) a v_1(j) donnée par I'étape 1.

4° Calcul de C=B?, D = A?, produit effectué cette fois avec les opérations
classiques +, x.

5° Pour tout i, j, 1=i=<|X|, 2| X|<j<3|X| on vérifie I'égalité
C@, )=D @, HxI(v' @), v 1())

D (i, j) est égal au nombre de chemins (de longueur 2) joignant v~ !(i) et
v~ 1(j) dans G’. Fixons i et j.

— Si G possede la propriéte de Jordan-Dedekind, pour tout k,
| X|<k=2|X| tel que (v7'(), v '(k)eU, et (v '(k), v '()eU,
I1(v~* (k), v7!(j)) posséde la méme valeur et

CGN=2AC (), vIIN+D=D G Hx (v @), v ()

— Dans le cas contraire, il existe x, y, z, te X, x et y successeurs de z, ¢
descendant de x et y dans G et tels que la longueur d’un plus court chemin
joignant x 4 t et la longueur d’un plus court chemin joignant y a t soient
différentes.

On obtient alors
Cv(@, vt)>D(v(z), v(t)) xI(z, t)

Les étapes 3 et 5 peuvent étre réalisées avec O (| X |?) opérations élémentaires,
et I’étape 4 avec une complexité O (lX “), ce qui achéve la preuve.

Inversement, on remarquera qu’un algorithme résolvant REC- #2 en calcu-
lant, pour toute source de G la longueur d’au moins un chemin joignant cette
source a chacun de ses descendants (ce qui ne parait pas déraisonnable)
permet de résoudre FERTRAN-3 4.

Si REC- #2 n’est donc pas plus difficile que MAT-n, il semble peu probable
d’obtenir un algorithme de complexité O (| X|?).

Signalons enfin qu’un algorithme simple, de complexité
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0 (min(|&|, |2])|U

)

ou |&| et | 2] sont les cardinaux des ensembles respectifs de sources et de
puits de G consiste a résoudre REC- #2 sur le sous-graphe des descendants
de chacune des sources (resp. des puits) de G.

1.

2.

3.

8.
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