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LANGAGES ALGÉBRIQUES DÉTERMINISTES
NON GÉNÉRATEURS (*)

par L. BOASSON (*) et A. PETIT (2)

Communiqué par J. BERSTEL

Résumé. - On désigne par Nge le plus grand sous-cône strictement inclus dans celui des langages
algébriques. Vobjet de cet article est d'établir qu'aucun langage déterministe ne peut être générateur
de Nge. Ce résultat laisse cependant ouverte la question générale de la principalité de Nge.
Cependant, il renforce la conjecture que Nge devrait être non principal

Abstract. - We dénote by Nge the largest full sub-AFL of the family of context-free
languages. The aim of this paper is to prove that no deterministic context-free language can be a
full generator of Nge. This resuit leaves open the gênerai question of wether Nge is principal or
not. However, it stregthens the conjecture that Nge should be non principal.

La famille des langages algébriques (ou «context-free») a fait l'objet de
nombreuses études. L'apparition il y a environ quinze ans du cadre formel
des familles de langages a permis non seulement de résoudre plusieurs problè-
mes, mais aussi de dégager un point de vue nouveau sur divers résultats déjà
connus. Ainsi, les propriétés de clôture de la famille des langages algébriques
maintenant classiques, permettent-elles de dire que cette famille forme un
cône rationnel et même un «full AFL». Ainsi encore, le théorème de
Chomsky-Schützenberger peut se reénoncer en disant que le cône rationnel
Alg des langages algébriques est principal : tout langage de Dyck en est un
générateur. Cette façon de présenter ce résultat classique conduit naturelle-
ment à se poser de nouvelles questions. Par exemple, il est naturel de chercher
à savoir quels sont les langages algébriques qui, comme les langages de Dyck,
permettent d'obtenir la famille Alg toute entière. Plus généralement, il est
facile de voir que tout cône rationnel principal %> contient un sous-cône strict
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4 2 L. BOASSON, A. PETIT

maximal; il est formé de tous les langages de <€ qui ne sont pas générateurs
de c€. En particulier Alg contient un plus grand sous-cône noté ici Nge (pour
famille des langages Non générateurs). On sait par ailleurs que ce sous-cône
est clos par substitution [3]. La question se pose alors de savoir si ce cône
Nge est principal ou non. Cette question est à ce jour non résolue bien que
de nombreuses tentatives aient été faites pour prouver que non [4, 5, 7 à 10].
On notera à ce propos que pour aucun cône rationnel principal (autre que
celui des langages rationnels où le problème est trivial) on ne connaît le statut
vis-à-vis de la principauté de son plus grand sous-cône strict. Revenant à
Nge, on a longtemps tenté de donner une description constructive de ce cône
rationnel à l'aide de familles plus petites et de l'opération de substitution.
Ceci est en effet l'un des moyens les plus puissants connus pour former de
grands cônes non principaux. Cependant, on sait depuis peu que cette
méthode est, par nature, vouée à l'échec [6]. Ainsi, pour résoudre le problème
de la (non) principauté de Nge, il nous faut de nouvelles approches.

C'est dans ce cadre que s'inscrit le présent article. Son but est d'établir un
résultat partiel qui distingue fortement Nge de tous les sous-cônes classiques
(principaux ou non) de Alg. Plus précisément, nous montrons qu'aucune
famille de langages déterministes ne peut engendrer Nge. On notera qu'au
contraire, la famille Alg n'admet elle que des générateurs déterministes, en
ce sens que, si G est générateur de Alg, il existe toujours un langage rationnel
K tel que G C\K soit générateur et déterministe [2], On notera aussi qu'il est
assez difficile de trouver des langages algébriques n'ayant aucun langage
rationnellement équivalent qui soit déterministe [1]. Ainsi, le résultat proposé
ici montre-t-il que Nge est sûrement d'une nature très complexe. Il est
également intéressant de signaler que la méthode de preuve utilisée ici permet
d'obtenir des résultats semblables pour les sous-cônes rationnels maximaux
des familles Lin des langages linéaires et Rocl des langages à un compteur.
On trouvera dans [11] les preuves complètes de ces deux résultats; nous nous
limitons ici au cas de Nge. En tout état de cause, tout ceci laisse entrevoir
que la définition d'un cône rationnel comme sous-cône maximal d'un autre
fait apparaître des familles de langages plus complexes que celles définies par
des procédés consécutifs (grammaires, automates, . . .).

Cet article est divisé en quatre parties. La première est constituée de rappels
et de quelques résultats plus ou moins classiques que nous utilisons. Elle
contient essentiellement la preuve d'un résultat généralement admis dont
aucune preuve complète n'est jamais parue. La deuxième partie est très courte;
elle présente le principe de la preuve et ses conséquences. La trosième partie
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est le cœur de l'article: elle donne la preuve des propriétés exigées dans la
seconde partie pour obtenir le résultat. Enfin, nous terminons par une dernière
partie présentant quelques extensions possibles de notre résultat.

I. PRÉLIMINAIRES

Nous supposons le lecteur familier avec la théorie des langages algébriques
et des familles de langages telle qu'elle est présentée dans [3]. Nous nous
contenterons ici de revenir sur quelques notions particulières concernant les
langages déterministes.

Un automate à pile (déterministe) est donnée par son alphabet d'entrée X,
son alphabet de pile Z, son ensemble d'états g, ses états terminaux QF, son
état initial q°, son symbole initial de pile z° et sa fonction de transition 8
soit

Une configuration de l'automate est un triplet (ƒ, q, m) de F x g x Z * .
On note h le passage direct d'une configuration à la suivante. Un calcul
valide est une suite de configurations cu c2, . . . ,cn telle que ct-hci + 1 (0<z<n).
Un calcul est maximal s'il se termine dans une configuration à laquelle aucune
règle de se ne soit applicable. Étant donné un mot ƒ sur X, il admet une
paire itérante automatique pour (q, z) relativement à se si ƒ se factorise en
aubvc de telle façon que

(a, 4,

(u,s,

(b,s

*

z')\

,p)

(e,s, mz')

(c, U m) h (e, q', m')

On sait que tout mot suffisamment long reconnu par se contient au moins
une paire itérante automatique (si le calcul de se pour ƒ vide la pile). On sait
aussi que l'on peut normaliser un automate déterministe pour que sa fonction
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4 4 L. BOASSON, A. PETIT

de transition satisfasse :

(1) les s-règles sont toutes de type descendant:

(2) toutes les règles font varier la hauteur de pile de ± 1

ô (x, q, z) = (q\ e) ou {q\ z' z").

Notons pour terminer que l'on sait que si D' est un langage déterministe, il
existe toujours un langage déterministe préfixe D rationnellement équivalent
tel que D' soit image de D dans un morphisme (alphabétique).

Nous allons établir la

PROPRIÉTÉ 1 : Soit se = < X, Z, g, QF, q°, z°, S > un automate à pile détermi-
niste (sous forme normale), alors le langage

R = { w e X* | w est lu par se sans paire itérante automatique}

est rationnel.

Cette propriété est cruciale pour nos preuves. Bien qu'elle soit connue de
tous, il n'en existe aucune preuve publiée; aussi, allons nous établir cette
propriété.

Preuve de la propriété 1 : Introduisons les notations suivantes :

Pour y, y dans Z et q, q dans Q définissons les ensembles :

*
^ (^ y-> <?> y)\~ = { we Z*/il existe un calcul valide (cls . . ., cn) avec n ̂  2

allant de la configuration cx =(w, q,y) à la configuration cn = (z,q,y)

et vérifiant: w est lu par ce calcul sans paire itérante automatique}.

Remarque : Cette définition entraîne que la hauteur de pile des configura-
tions ct(l ^ i ^ n ) est au moins 1.

Définissons encore

( 0 sinon

i. e. un ensemble R (q, y, q, y) est également un ensemble RT(q, y, q, y) si toutes
les lectures des mots de R (q, y, q, y) sont maximales i. e. si on ne peut pas
compléter ces lectures par des s-transitions.

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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Les descentes élémentaires et les montées élémentaires sont définies par

Comme pour les R(q,y,q,y\ on définit également:

l 0 sinon.

Nous utiliserons plus loin la remarque suivante :

Remarque : Les ensembles Del (q, y, q), Mel (q, y, q, y) et Mel T(q, y, q, y)
sont évidemment finis. Les ensembles R(g,y,q,y) et RT(qyy,q,y) le sont
également car d'après le lemme d'itération d'Ogden, tout mot suffisamment
long a une paire itérante automatique.

L'idée intuitive de la démonstration de la propriété 1 est la suivante:
considérons w lu par se sans paire itérante automatique et wx le préfixe de w>
après lecture duquel la hauteur de pile est pour la dernière fois 1. wt

appartient à un ensemble du type A(4o9zo>4i»zi)- P o u r continuer la lecture
de w ou bien on a une descente élémentaire Del(ql9 zl9 q2) ou bien une montée
élémentaire Mel(ql9 zl9 q29 z2) et l'on peut alors recommencer avec la hauteur
2 et ainsi la suite.

En suivant cette idée intuitive, nous allons construire un ensemble à partir
des R(q,y,q9y)9 RT(q9y9q9y)9 Del (q9y9q)9 Mel (q9y9q9y)9 Mel T(q,y, qj\
qui sera l'ensemble des mots lus par l'automate se sans paire itérante
automatique.

Posons

T= { R (q, y, q, y), Del («, y, q), Mel (q9 y, q9 y)/q, qe g, y, y e Z },

et définissons la substitution a de T* dans X* qui, à un élément de T\
associe le langage (fini) qu'il représente.

Définissons sur l'alphabet T'les ensembles suivants:

*Q) = {R («o> zo> qu zi)Del (qi>zi> qùlqu «2e 6^1 e z }

KQ sera l'ensemble des mots lus sans paire itérante automatique et dont le
calcul mène à la hauteur zéro.

vol. 21, n° 1, 1987



4 6 L. BOASSON, A. PETIT

On construit un rationnel pseudo-local Kx sur T* : les transitions autorisées
sont:

A = { R (q, y, q9 y) Mel (q, y, q\ y% R (q, y, q, y) Mel T& y, q\ ƒ )/

q,q,q'eQ,y,y,y'eZ}

B. = { Mel (q, y, g y) Mel (q, y, q\ / ) , Mel (q, y, qy y) Mel T(q9 y9 q', y') f

q,q,q'eQ,y,y,/eZ}

V = A\JB\JC.

De plus les mots de Kx doivent commencer par une lettre (de T) apparte-
nant à

E={R(qù,zOtq,y)9Md(qo9zO9q9y)/qeQ,yeZ}

et finir par une lettre appartenant à :

F={RT(q,yiqJ\Mo\T(qJy,qJ)/qyqeQ,y,yeZ}.

En outre on impose que seule la dernière lettre des mots de Kt soit de la
forme RT(q,y,q,y) ou Mel T(q, y, q, y). Ainsi on a

Kx = (£T* * \ T * VT*) U F

Kx sera l'ensemble des mots sans paire itérante automatique et dont le calcul
mène à une hauteur strictement positive.

Enfin on pose :

K=K0[JK1

Kest clairement un ensemble rationnel sur T*. Mais a étant une substitution
finie o(K) est un ensemble rationnel sur X*.

Remarque: L'ensemble R est égal à l'ensemble o(K), ce qui montrera que
R est un ensemble rationnel.
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LANGAGES ALGÉBRIQUES DÉTERMINISTES NON GÉNÉRATEURS 47

lre étape:

Soit weR, considérons le calcul maximal de w par

Md(ql9zlfq2,z2)

5"

L'ensemble /C ayant été construit pour que les mots de o(K) soient lus
justement sans paire itérante automatique, on démontre cette inclusion de
façon immédiate par récurrence sur la hatueur de pile après lecture du mot
w. Le raisonnement traduit exactement la construction ci-dessus.

2e étape:

Soit wea(K), considérons la décomposition de w sur T* [i.e. o~l(w)] et
supposons que w n'appartienne pas à i? i. e. que w soit lu avec une paire

vol. 21, n° 1, 1987



48 L. BOASSON, A. PETIT

itérante automatique (a, u, P, v, y). On a alors deux possibilités:
(i) ou bien u (3 v « traverse » un Mel (q, y, q, y) [ou un Mel T(q, y, q, y)];

(ii) ou bien u P v est inclus dans un R (q, y, q, y) [ou un RT(q, y, q, y)].
Dans le premier cas, la hauteur de pile après lecture de v sera strictement

plus grande que la hauteur de pile avant lecture de u contrairement à la
définition d'une paire itérante automatique. Ce cas est donc exclu.

Dans le second cas uflv sera facteur d'un mot de R (q, y, q, y) [ou
RT(q,y, q,y)] qui contiendra donc un mot ayant une paire itérante automati-
que contrairement à la définition même de R(q,y,q,y) [resp. RT(q, j , q,y)].
Ce cas est également exclu.

Ainsi w ne peut avoir de paire itérante automatique et donc w appartient
à* .

On a donc prouvé R g a(K) et o(K) g R ce qui entraîne R = a(K) et R
est donc rationnel, ce qui prouve la propriété 1.

Remarque: La démonstration de la propriété 1 prouve que si se est un
automate à pile quelconque, R — {weX*f il existe une lecture de w sans
paire itérante automatique } est un ensemble rationnel. Par contre l'ensemble
S = { w e X*/ pour toute lecture de w, w est lu sans paire itérante automatique }
n'est en général pas rationnel, même si l'on suppose l'automate non ambigu,
comme le prouve le contre-exemple suivant. Les règles de l'automate se sont:

(a, q0, z0) h (<?o, z0
 zo)

(P, q0, z0) \~ (q0, z0 z j ( i , q0, z0) h (q'0> s)

(5, q09 zx) h (q0, zx zA) (b, q'O9 z0) h (q'O9 e)

(#>qo>zx) h («!,Zj) ( # , ̂ ^ o ) !" (43>
2o)

(X, «!, Z j h ($!, 8) (X, g3, Z0) h («3, Z0 Z0)

(z, ql9 z0) h (q l9 e) (y, qZ9 z0) h (<?4, s)

(s, g l5 z0) I- (q2, e) (ƒ, «4> zo) I" 04»£)

(e, 44 , z0) h (^f2, e)

se est un automate à pile non ambigu qui reconnaît par pile vide et état final
q2 le langage

L = {anbn#xpzp}U{anbp#xpyn}

et

Sna*b*#={atbs#,t=£s}$R3Lt M

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications
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R étant un ensemble rationnel, l'ensemble RJC\R l'est également. On a ainsi
de façon aisée la propriété suivante que nous utiliserons dans la suite :

PROPRIÉTÉ 2 : Soit se = < X, Z, Qo, QF, q0, z0, 5 > un automate à pile détermi-
niste sous forme normale alors

{weX*fw = aupvy et (a,u, p,u,y) est la seule paire itérante

automatique de w} est un ensemble rationnel.

IL ÉNONCÉ

DÉFINITION : Une base d'un cône rationnel if est un sous-ensemble B de
££ vérifiant &~(B) = J? [i. e. pour tout langage L de if, il existe un langage E
de B et une transduction rationnelle x tels que x(£) = L].

Le but de cet article est d'établir le

THÉORÈME : Nge n'a pas de base déterministe.

Ceci implique, en particulier, que si Nge est principal, il n'a pas de
générateur déterministe. La preuve de ce théorème résulte immédiatement de
l'énoncé suivant :

Fait 1 : Soit if un cône rationnel principal de générateur G et un langage
Lo de if vérifiant :

Hypothèse 1 : Lo n'est pas générateur de 5£.

Hypothèse 2 : Pour tout morphisme alphabétique h, et pour tout langage
déterministe préfixe D, l'égalité h(D) = L0 entraîne que D domine G.

Alors, si A engendre le sous-cône maximal de if, A n'est pas déterministe.

Preuve du Fait 1 : Si A engendre le sous-cône maximal de ££, A domine
Lo. U existe donc deux morphismes alphabétiques ƒ et g, et un langage
rationnel K tels que L = / (g'1 (A),nK). Posons D/=g~1 (A) HK; si A est
déterministe, D'l'est également. On a donc l'égalité ƒ (D') — Lo avec D'langage
déterministe. On sait alors qu'il existe un langage déterministe préfixe D
rationnellement équivalent à D' et un morphisme alphabétique h tels que
h(D) = L0. Ceci implique que D domine G, et donc que D' et, a fortiori, A
dominent G. Ainsi A est-il générateur de ^ contrairement à l'hypothèse.

Du fait 1, on déduit alors le théorème : si le sous-cône maximal de i£ avait
une base déterministe, pour chaque langage de S£, il existerait un langage
déterministe non générateur de ^£ le dominant et la même contradiction se
produit.

vol. 21, n° 1, 1987



50 L. BOASSON, A. PETIT

m . PREUVE DU RÉSULTAT

Nous allons démontrer que Nge n'a pas de base déterministe. Commençons
par exhiber le langage spécial Ao de Alg qui vérifie les hypothèses du Fait 1.

L Le langage Ao

Nous savons que le langage E engendré par la grammaire de règles
S -+ aSbS c + d est un générateur des algébriques. E est également reconnu,
par pile vide, par l'automate sé = < { a, b, c, d }, { S, 6, c }, S, £ > où t est
défini par

t(d9 S) = e

t(a9 S) =

t(b, b) =

Rappelons sans démonstration, un lemme relatif aux facteurs gauches
d e £

LEMME 1 : FG(E) = {a + aEb)*(z + E).

Pour v préfixe d'un mot de £, on définit la norme de v, notée ||v||, comme
la longueur du plus petit mot i>' de { a, b, c, d } vérifiant w' appartient à E.
On démontre aisément que |ju|| est égal à la hauteur de la pile de se après
lecture de v.

Ainsi || aad || = 6 car le plus petit mot v' tel que aadv' appartienne à E est
bdcbdc.

Pour tout mot ƒ de {a, b, c, d }* définissons e(f) comme le plus long
préfixe de ƒ qui soit un préfixe d'un mot de E. f s'écrit donc de manière
unique f— e (ƒ) ƒ où ƒ est facteur droit de/, également déterminé de manière
unique. On note ce facteur q(f). Le mot/étant donné on trouve de façon
déterministre e ( ƒ) en essayant de reconnaître ƒ par l'automate se. La première
lettre dont la lecture est impossible la première lettre de q(f).

Avec ces notations on peut définir le langage particulier Lp, introduit par
L. Boasson [5]

Lp={fe{a,d,b,c}*/f=e(f)q(J) avec j|e(/)|| ^ \q(f)\ ̂ 2|je(/)]|}.

On démontre que Lp est un langage algébrique non ambigu et non générateur
vérifiant la condition 1RS [10].

Informatique théorique et Applications/Theoretîcal Informaties and Applications
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On définit le langage Ao comme étant le miroir de Lp. Ainsi Ao vérifie les
propriétés de Lp qui se conservent par miroir. En particulier Ao est un langage
algébrique non ambigu et non générateur vérifiant la condition 1RS. Ao

n'est donc pas générateur des algébriques ce qui démontre que Ao vérifie
l'hypothèse 1 du Fait 1.

2. Ao vérifie l'hypothèse 2 du Fait 1

En vue de démontrer que Ao vérifie l'hypothèse 2 (pour tout morphisme h
et pour tout langage déterministe préfixe D l'égalité h(D) = A0 entraîne que
D est générateur de Alg) étudions tout d'abord certains mots de Lp.

Pour cela considérons une grammaire G de Lp et soit No son entier
d'Ogden. A tout mot h de E on associe l'entier n(h) défini de la manière
suivante : on considère pour une décomposition quelconque h^h^h^ de h le
mot ahYh\h^ et on calcule || e (a/ii /zf /Ï3) ||. On définit alors A (h) comme
étant le maximum des normes ainsi obtenues pour toutes les décompositions
(en nombre fini) /i1/i2/i3h4 possibles de h. On pose alors
n (h) = max { A (h), No}. On définit enfin le mot ƒ (h) par

f(h) = ahbanih)cZn(h) + 3

Remarque :

e ( ƒ (h)) - ahba" <*>, q ( ƒ (h)) = c3n (ft) + 3

d'où

donc

\\e(f(h))\\S\q(f(h))\ï2\\e(f(h))\\

et le mot ƒ (h) appartient à Lp.

Remarque : Le choix de n(h) garantira que

et

vol 21, n° 1, 1987



52 L. BOASSON, A. PETIT

Établissons une proposition sur une paire itérante de ƒ (h) :

PROPOSITION 1: Soit heE, G la grammaire de Lp considérée, alors f (h)
admet une paire itérante grammaticale (ahba"1, a"2, p, v, cm$) relativement à
G, où v contient au moins un « c » i. e. :

((3 = ön3cmi, v = cm2 et ml9 m 2 >0)

ou

Preuve : Soit h un mot de £, on pose n = n(h). Marquons, dans f (h), les
No «a» de gauche de a". On obtient, par le lemme d'itération d'Ogden, un
facteur u d'une paire itérante grammaticale relativement à G. Cherchons où
peut se trouver le second facteur v de la paire itérante :

(a)v~at facteur de an. On doit donc avoir :

V/c, fk =

ce qui est impossible car

Ce cas est donc exclu.

(b) v = h2 facteur de h. On a h = h1h2h3 et

Vfc, fk = ah1h^h3bcr^(fM^p

— S'il existe un itéré fkQ tel que ahx h
k
2° ne soit pas un facteur gauche de E

et donc que e{ahx h\°) soit un préfixe propre de ah1 h\° on a :

V k ^ fc0, e (ahi h\) facteur gauche propre de ahx h\°

d'où

Vfcè/c0, \\e(fk)\\ = \\e(fk0)\\

alors que | q (fk) | croît avec /c. Il existera donc un itéré fk vérifiant
| <?(ƒ*)! >2||e(/fc)|| donc n'appartenant pas à Lp,

— Sinon on a donc en particulier e(ah1 h
2

2)^ahx h\.
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Si e (ah1 h\ h3) — ah1 h\ h3 on a

d'où | |e(/2) | | ^ l + 3(n-fw2)^3n + 4donc | |e(/2) | | > | « ( / 2 ) | = 3rc + 3 ce qui
contredit f2 e Lp.

• Si e (ahx h\ h3) = ah1 h\ h3 avec h'3 / fc3, h3 = h3 h3 on a

et donc, par définition de n{h\ | |e(/2) | | ^n.

D'autre part g (f2) = h'3' ban c3n + 3 d'où | q ( f2) \ ̂  4 n + 5 donc
15 (ƒ2) | > 2 II e (f2) II ce qui contredit f2 e Lp,
Ce cas est donc également impossible.

(c) v = ah1 avec h1 eFG(hban). On a alors

- ou bien 3k0 tel que {ah^^FG{E) et alors Vk^koe(fk) = e(fkQ) et
lorsque /c augmente | |e(/k)| | reste constant mais |<?(/fc)| croît dont il existe
un itéré k vérifiant fk $ Lp.

— ou bien

et lorsque k augmente |g(/fc)| reste constant mais ||e(/*)|| croît donc il existe
un itéré k vérifiant fk $ Lp,

Ce cas est donc impossible.

(d) v = h2bani avec h2 facteur droit de h. Posons h = hx h2.

On a alors, comme pour le cas (c),

ou bien

3fc0 tel que ah^^ba^

ou bien

dans les deux cas on montre, de façon identique à celle employée au (c), qu'il
existe un itéré fk n'appartenant pas à Lp.

Ce cas est également impossible.

Finalement le facteur itérant v ne peut être qu'à droite de u et comme v ne
peut être contenu dans le « a », en vertu du cas (a), on a v = an^cm2 avec
n 4^0. m2>0 ce qui démontre la proposition 1. •
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Prouvons maintenant que Ao vérifie l'hypothèse 2 du fait 1 :
Pour tout langage déterministe préfixe D et pour tout morphisme alphabé-

tique h, l'égalité h(D) = A0 entraîne que D est générateur des algébriques.
Notons d'abord que l'on peut se restreindre au cas où h est strictement

alphabétique puisque Ao est 1RS [3].
Soit D un langage déterministe préfixe sur un alphabet Z et h un morphisme

strictement alphabétique tel que h(D) = A0.
Soit se un automate à pile déterministe reconnaissant par pile vide et états

finals le langage déterministe préfixe D et G la grammaire associée à si (par
la construction des triplets). Soit B l'ensemble des mots w de Z" qui vérifient :

• w ~ a M p v avec (a, M, P, V, S) paire itérante automatique ;
• (a, u, P, v9 e) est la seule paire itérante automatique de w.
On sait (propriété 2) que B est un ensemble rationnel
Posons

LEMME 2 : VveE 3geL fh(g)=f (v) = c3niv) + 3aniv)bva.

Preuve : En effet puisque c*n(v) + zan(v)bva appartient à Ao il existe g dans
D tel que h(g)=f(v). D'après la proposition 1, ƒ (v) admet relativement à
h(G) (qui est une grammaire de Ao) une paire itérante grammaticale (c"*3, w,
P, a"2, attlbvà) où w contient au moins un « c ». Ceci entraîne l'existence
dans g d'une paire itérante grammaticale relativement à G (autrement dit
une paire itérante automatique relativement à se) (a\ u\ P', v\ V) avec
a'u'P'i/efc"1 (c)+ h'1 (a)*. Il est alors clair que g a un préfixe dans R et
donc que g appartient à L. Le lemme 2 est ainsi démontré.

LEMME 3 : VgeL, h(g)ec*a*bFcT(E)a.

Preuve : Soit geL = D C\Rh~l (a)* h~ * (b) Z* h'* (a), on a

= cnambfa.

De plus se étant déterministe, g a, par définition de R, une paire itérante
dans A0 de la forme (a, u, P, v, v) avec h(aiu$v)€c+ a*. Ceci entraîne que
h(g) a une paire itérante, dans Ao, de la forme (al5 uu P1? vu v j avec

Il est clair que si ux fit vx est une puissance de a (ou de c) on obtiendra en
itérant des mots qui ne seront plus dans Ao. (al5 uu p ls vu vx) est donc de
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l'une des trois formes suivantes :

(c"i, c"2, c"3, a
m\ am\ am* bfa)

ou

(c"1, c"2, c"3, c"4 ams a1"2 b/a)

ou

(cni, c"2 ami, am2, am* fc/a).

Supposons que J$ FG (JE), on obtient en itérant cette paire des mots wk de
Lp de la forme

wk = ajbam+klcn+kl'.

L'hypothèse J$FG{E) entraîne pour tout k : e(wk) est facteur gauche de
af ce qui est incompatible avec l'appartenance de vvk à Lp pour tout fc.

Finalement on a ƒ e FG (E) et le lemme 3 est démontré.
Les lemmes 2 et 3 nous donnent la double inclusion :

{c3n{v) + 3aniv)bva/veE} g h (L) E c* a* b FG (E) a.

Si on applique la transduction x qui efface les préfixes dans c*a*b et le
dernier « a » on obtient :

et donc

Pour conclure il nous reste à démontrer le résultat suivant :

PROPOSITION 2: Si un langage algébrique A vérifie E^A^FG(E) il est
générateur des algébriques.

Preuve : Considérons le code : \|/ (aA) = aa, \(/ (a2) = adba, \|/ (b) ~ b,
\|/(c2) = cc, ^(c^^cbdc, y\f(d) = d introduit par J. Berstel [3]. Ce code vérifie
\|/"1(£) = £2. Ecrivons FG(£) = £ + £ + (a + aEb)*a(e + E + EbE + Eb) et
appliquons \|/-1 à la double inclusion £ g >1 g FG (£) on obtient :
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d'où

et de là y\f~1(A) D a2 {au cl9 d, b }*c2 est un générateur de Alg donc A
également ce qui démontre la proposition.

D'après cette proposition z(h(L)) est générateur de Alg donc (h(L)) est
générateur de Alg et ainsi L puis D sont générateurs de Alg.

Nous avons par conséquent prouvé que Ao vérifie l'hypothèse 2 du Fait 1.
Il s'en suit

THÉORÈME : Nge n'a pas de base déterministe.

IV. CONCLUSIONS

Nous ne donnerons, en conclusion, qu'une liste (non exhaustive) d'exten-
sions possibles.

Notre résultat est-il encore vrai lorsqu'on remplace le déterminisme par la
non-ambiguïté ? Plus précisément peut-on démontrer la propriété suivante :

Nge n'a pas de base non ambiguïté.
Si l'on veut appliquer la méthode utilisée dans ce travail, ce problème

semble être le plus difficile pour au moins deux raisons. Il faudra exhiber
des langages Lo inhéremment ambigus, et même plus, des langages qui, si
l'on reprend la terminologie de [1], sont intrinsèquement ambigus (very strong
en anglais), i. e. tel que tous les langages rationnellement équivalents sont
inhéremment ambigus. Or, en pratique, il est souvent très délicat de démontrer
qu'un langage donné vérifie ces propriétés. La seconde raison est que nous
utilisons, pour Nge, de façon fondamentale, le fait que l'ensemble des mots
lus par un automate à pile déterministe sans paire itérante automatique est
un langage rationnel. Et, comme nous l'avons rappelé, il n'existe pas de
propriété analogue lorsque l'on remplace l'hypothèse « déterministe » par
celle de « non ambigu ». Il semble donc nécessaire d'utiliser, si ce n'est une
autre méthode, du moins un autre argument si l'on veut prouver des résultats
sur la non-ambiguïté.

Le même principe de preuve que celui utilisé ici permet de démontrer que
le sous-cône NLin des langages non générateurs de Lin (cône des langages
linéaires) n'a pas de base déterminante [11]. La question se pose alors de
savoir si le même résultat vaut pour :

(a) Qrt(k) la famille des langages quasi-rationnels 'd'ordre k;
(b) Fcl(/c) la famille des langages à compteur itéré d'ordre k;

Informatique théorique et Applications/Theoretical Informaties and Applications



LANGAGES ALGÉBRIQUES DÉTERMINISTES NON GÉNÉRATEURS 5 7

(c) Gre(fc) la famille des langages de Greibach d'ordre k.
Nous pensons que la méthode utilisée dans ce travail devrait permettre de

répondre à certaines de ces questions. Par exemple des langages de la forme
L 0 ÎS 2 ou S 2ÎL 2 permettent peut-être de démontrer que NQrt(2) n'a pas
de base déterministe. La difficulté vient du fait qu'un langage qui domine
L 0 ÎS 2 ne s'écrit pas toujours L]L' et donc on ne peut utiliser facilement le
résultat de NLin.
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