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UNE FORME CANONIQUE
POUR
LES GRAMMAIRES SIMPLES DETERMINISTES

par Bruno COURCELLE
Communiqué par M. NivAT

Résumé. — Cet article reprend I’étude des langages simples déterministes, introduits par
Hopcroft et Korenjak. Voici les résultats essentiels : tout langage simple, défini par une
grammaire, peut étre effectivement décomposé en un produit de langages simples atomiques
(c’est-a-dire de langages non produit de deux langages simples); tout langage simple est
engendré par une grammaire simple particuliére, qui ne dépend que du langage et que I’on
peut construire. C’est I’analogue de I’automate minimal d’un langage rationnel.

INTRODUCTION

Hopcroft et Korenjak ont introduit une classe particuliére de grammaires
de Chomsky, les grammaires simples dont 1’équivalence est décidable [2], [1].
Nous reprenons ’étude des grammaires simples équivalentes : si N est I’en-
semble des non-terminaux d’une grammaire simple G, nous étudions la
congruence sur. N* définie par m = m’ ssi L(G, m) = L(G, m’). Nous en
déduisons : 1) que le monoide des langages simples est librement engendré
par '’ensemble des langages simples atomiques (i.e. ceux qui ne sont pas le
produit de deux langages simples), 2) une nouvelle présentation de 1’algo-
rithme de Hopcroft et Korenjak, 3) que deux grammaires simples équivalentes
dérivent d’une unique grammaire simple, dite canonique, par une transfor-
mation d’une certaine classe G de transformations des grammaires de Chomsky
qui conservent le langage engendré. Toutes les propriétés des grammaires et
des langages simples que nous énongons sont décidables. La grammaire
canonique d’un langage simple peut éire effectivement construite. Les notations
sont pour la plupart empruntées a [3] ot I’on trouvera aussi la démonstration
des théorémes que nous rappelons au début.

IRIA, Rocquencourt.
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20 B. COURCELLE

1. LE MONOIDE DES LANGAGES SIMPLES

Nous désignerons par Z* le monoide libre engendré par %, par 1 son unité
le mot vide, par Z* P’ensemble des mots non vides de X*. |x| désignera la
longueur d’un mot x de X*.

Un langage sur X est une partic de %*. Définissons sur ’ensemble des
langages £(XZ) I’opération binaire produit : LL’ = {xy/x € L et y€L }
qui fait de £(Z) un monoide dont I'unité est { 1 }. La réunion de deux langages
L et L' sera notée L + L'.

Soit X un alphabet fini et N = {S,,..., S, } un ensemble de variables
(représentant des langages sur X). Une grammaire algébrique G(N, X) est un
systéme d’équations algébriques i.e. de la forme

Si=m+ .. +my,,

Sn =My, + .+ My rn

ou m; ; sont des mondmes en les variables non commutatives de N et a coeffi-
cients dans X, soit encore : m; ; €(Z U N)*.

Une solution d’une grammaire algébrique est un n-uplet de langages sur =
vérifiant les équations du systéme.

A la grammaire algébrique G(N, ), associons les régles de réécriture

S;—m, ; pour 1 < j < r; qui en font une grammaire de Chomsky habituelle.
*

Nous désignerons par 3> la dérivation, cloture réflexive et transitive de la
relation m g~ m’ ssi m = uSp et m’ = um, v et par L(G, m) pour m € (X U N)*
le langage { w € 2*/m *, w } qui est dit engendré par m.

G

Une grammaire algébrique est dite propre si r; > 1 pour tout i et si
pour tout j, m; ;¢ {1,S, ..., S, }.

Le théoréme suivant, dii a Schiitzenberger [3], établit la relation entre
les langages engendrés et les langages-solution d’une grammaire algébrique :

Théoréme : Une grammaire algébrique propre, G(N, ) admet une solu-
tion et une seule. C’est le n-uplet { (G, S,), ..., L(G, S,) ) .

Nous écrivons m = m’ pour m, m’' €(Z U N)* si I(G, m) = L(G, m’).
G

Corollaire : Soient G(N, X) et G'(N, X), deux grammaires algébrigques
propres telles que pour tout i et j(j') il existe j'(j) tel que m;; = gmj ;.. Alors
pour tout S € N, L(G, S) = L(G', S).
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FORME CANONIQUE DES GRAMMAIRES SIMPLES 21

Démonstration : Puisque G’ est propre, il suffit de vérifier que
(LG, S) Dsen satisfait les équations du systémes G'. Or, si 1 <i<n,
ri ri
LG, S) = U LG, m;;)) = U L(G, m},) d’aprés 'hypothése. Si
j= =1

1

m;.,j- = dlsilaz vee Sik(xk+1 alors L(G, m’i,jl) = OClL(G, Sil) oy .en L(G, Sik)oc-

k41

et donc { I(G, S;) > 1< j<nsatisfait la i-éme équation du systéme G’. C.Q.F.D.

Le théoréme de Schiitzenberger peut €tre renforcé ainsi :

Soit G(N, Z) un systéme algébrique propre, G un systéme algébrique 2
coefficients dans £(Z) obtenu en remplagant dans les membres de droite des
équations de G certaines occurrences des variables par le langage L(G, S;)
correspondant. { L(G, S;) >;<i<n €st 'unique solution du systéme G.

REMARQUE : Les langages solution des grammaires algébriques sont exac-
tement les langages « context-free » ne contenant pas le mot vide. Nous appel-
lerons ces langages algébriques. Nous appellerons encore non-terminaux les
variables d’une grammaire algébrique.

Une grammaire algébrique est dite réduite si pour tout S € N,L(G, S) # Q.
Toutes les grammaires que nous allons considérer seront propres et réduites,
sans que nous devions le préciser.

Une grammaire algébrique G(, X) est dite en forme normale de Greibach
si toute équation est de la forme S; =a;m;; + ... +-am;,, ou m;; EN*
et a; € X. On notera Mj, , I’ensemble des m; ; tels que a; = a.

Une grammaire en forme normale de Greibach est dite simple si pour tout
a€Xet S€N, Mg, contient au plus un élément, que 1’on notera alors myg ,.

L C X* est un langage simple si il existe une grammaire simple G(N, X)
et meN* tel que L(G, m) = L.

Pour tout L € L(X) et u € Z*, soit Lju = {we Z*|uwe L }.

Lemme 1 : Si G(N, X) est une grammaire simple, uv € Z* et my € N¥,
uv € L(G, m,) ssi il existe m € N* tel que m, 2 um etm>>v. S’il existe un
tel m, il est unique et L(G, mg) |u = L(G, m).

Démonstration : 11 est clair que la condition est suffisante. Montrons, par
récurrence sur la longueur de u I’existence et 1’unicité de m.

Si |u| = 0 c’est trivial.

Si u = u,a et a € T alors par hypothése il existe un et un seul Sm; e N*

* .s "o .
tel que my —, u;Smy et Sm; % av; cette derniére condition n’est réalisée que
si il existe m, tel que S — am, et mym,; *, v. Donc

mo X wam,m, et mym, *s 0.
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22 B. COURCELLE

L’unicité résulte de la définition d’une grammaire simple.
Il est clair alors que L(G, m,) |u = L(G, m).

Il en résulte en particulier que les langages simples sont préfixes (i.e. si
u€lL et |v]| #0,uv ¢ L)

Soit A(G(X) I’ensemble de langages simples sur I’alphabet X, augmenté

du langage {1 } (qui est en fait L(G, 1)). La proposition suivante montre
que A(Z) est un monoide dont ’unité est {1 }.

Proposition 1 : Le produit de deux langages simples est un langage simple.

Démonstration : Soient L et L’ deux langages simples, soient G(N, X)
et G(N',X’) deux grammaires simples, m € N* et m’ € N'* tels que
NNN =g, L=L(G, m)et L' = L(G', m’). La réunion de G et de G’ est
une grammaire simple G"(WU N’, 2 U X') et LL' = L(G", mm’).

REMARQUE : Si u est facteur gauche d’un mot de L et si pour m, € N*,
m *, um, alors (LL') |u = L(G", mym’) = I(G", m,)I(G"m") = (L |u)L'.

On appelle valuation sur un monoide M un homomorphisme © : M — N,
le monoide additif des entiers naturels, tel que si m 7% 1 alors t(m) # 0.

H(Z) est un monoide valué par (L) =inf { |w|/we L }. Il est clair
en effet que 1(LL’) = ©(L) 4+ ©(L’) et que si L est un langage simple (différent
de {1 }) il ne contient pas 1, le mot vide.

Nous allons étudier maintenant les propriétés du produit dans M(Z).

Proposition 2 : Le produit est une loi simplifiable a droite et & gauche,
i.e. si LL' = LL" ou L'L = L"L alors L' = L".

Démonstration : Soient L, L', L" des langages simples.

Si LL' = LL" et si u€ L alors L' = (LL’) |u = (LL") |u = L".

Si L'L=L"L et u€ L’ mais u¢ L” (et donc L’ % L"),

@ ou bien il existe w 5= 1 tel que uw € L” mais alors

L=(L'L)|u=(L"L) |u=(L" |u)L et oL |u)#0

car w % 1, on ne peut donc pas avoir (L) = «(L" | u) + <(L) et ce cas est
exclus ;

@ ou bien u = vw, v € L” et est facteur gauche propre d’un mot de
L'(i.e. w1). Alors L= (L' | v)L et ©(L’ | v) # 0. On ne peut donc avoir
(L) = (L’ | v) + 7(L) et ce cas est exclus. Il en résulte que L' = L". CQFD.

Un monoide M est dit équidivisible s’il vérifie la condition suivante : pour
tous my, m,, ms, my € M tels que mym, = mymy, il existe ms € M tel que :
ou bien m; = mzms €t msm, = m,, ou bien mms = m; et m, = msm,.
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FORME CANONIQUE DES GRAMMAIRES SIMPLES 23

Proposition 3 : M(Z) est équidivisible.

Démonstration : Pour tout L C Z* soit o(L) I’ensemble des mots de L de
longueur minimale (i.e. égale a 1(L)). Il est clair que o(LL’) = o(L)o(L')
Soient L,, L,, L3, L, des langages simples tels que L,L, = L;L,, tous diffé-
rents de {1} (sinon la démonstration est finie) ; supposons de plus que
w(L,) < (Ls). Alors o(L)o(L,) = o(L3)o(L,). Soit u € o(L,). Cest un
facteur gauche d’un mot de L,. Puisque u€L; et grice a la remarque
L, =(L,Ly) | u = (L3L,) I u=(Ls l u)L,.

Par le lemme 1, L; | u € M(Z) et L,(Ls | u)Ly = L3L, ; la proposition 2
montre alors que L,(L; | u) = Ls.

On appelle atome d’un monoide M un élément qui n’est pas le produit
de deux éléments de M différents de ’unité. Nous appellerons langages ato-
miques les atomes de AL(Z).

Le théoréme suivant est dii a Levy.

Théoréme : Un monoide équidivisible valué est librement engendré par
I'ensemble de ses atomes.

Démonstration : M est engendré par ses atomes : remarquons tout d’abord
que si (m) = 1 alors m est un atome. Cela résulte de ce que

(mymy) = (my) + w(my) > 2

si m, et m, sont différents de 1. Soit m € M de valeur «(m) minimale s’il en
existe qui n’est pas un atome ni un produit d’atomes. Puisque m n’est pas un
atome, m = mym,, t(m,;) < =(m) et t(m,) < t(m) donc m, et m, sont des
produits d’atomes par hypothese et il en est de méme de m contrairement a
I’hypothése.

Il reste & montrer que si les @;, et les b; sont des atomes etsiay ... @, = by ... bi
alors k =l et a; = b; pour 1 < i < k. L’équidivisibilité de M implique qu’il
existe ¢ tel que @, = b,c ou a,c = b,. Puisque a, et b, sont des atomes, ¢ = 1
et donc a; = b;. Par suite a,...a, = b, ...b,. Le méme argument répété
montre que (@);<:<x = bi1<j<r-

Nous pouvons reformuler ce théoréme qui vaut également pour les langages
préfixes :

Théoréme 1 : Tout langage simple est le produit d’une maniére unique
d’une suite finie de langages simples atomiques.

n° mars 1974, R-1.



24 B. COURCELLE

2. EQUIVALENCE DES GRAMMAIRES SIMPLES

Soit G(N, ) une grammaire simple.
Soit ¢ I’homomorphisme N* — A(Z) défini par Y(m) = L(G, m).

La communauté des images définit une congruence notée = (i.e. m=m’
ssi L(G, m) = L(G, m")).

N* est valué par v o ¢ (que nous noterons encore t pour simplifier).
La congruence = sur N* respecte donc la valuation © sur N* (i.e. m = m’
implique 1(m) = ©(m’)). Nous appellerons R(z) la congruence sur N*
définie par t(m) = <(m").

Nous allons démontrer le résultat suivant :

Théoréme 2 : La congruence = sur N* est décidable.
Rappelons tout d’abord quelques propriétés des congruences engendrées
sur un monoide M.

Soit M un monoide et 4 une partie de M X M. A désignera sa fermeture
réflexive et symétrique et 4 sa fermeture transitive.

Si BCMxM, A-B désignera {(mym,, msm,) | (m;, ms) €A et
(m,, m,) € B }. Soit A4, la suite croissante de relations sur M définie par :

A]_ =;4-

—,

Apy =4, ‘711

etsoit A = U A,
n>1

Proposition 4 :

(i) Aestla congruence la plus grossiére sur M contenant A.
(i) Si M = N* est valué par v et A C R(z) alors AC R(7).
(iii) Si de plus A est fini, A est décidable (i.e pour chaque (m, m') € N* on
peut décider si (m, m’) € A).
Démonstration : (i) et (i1) sont laissés au lecteur. Prouvons (iii).
Montrgns que pour tout » > 0 on peut calculer I’ensemble fini des
(m, m’) € A tels que 1(m) = 1(m’) = n.

Revue Frangaise d’ Automatique, Informatique et Recherche Opérationnelle



FORME CANONIQUE DES GRAMMAIRES SIMPLES 25

Pour tout n, soit By= {(m,m') | ®Wm) =1(m") =n et (m,m')e A}.
Définissons par induction la suite des C, € N* X N* :

C0=B0={(1’1)}

C,i1 = (B4 YU U{CC fm+m =n+1,metm’ >1})

=Uc

n>0

11 résulte de cette construction que :

(i) 4cC,

(ii) pour tout m € N*, (m, m) € C,(,

(iii) pour tout n, C, est symétrique. (C’est clair pour n = 0 ; si c’est vrai
jusqu’a n, CmCn- est symétrique pour m et m’ < n, ainsi que Bn,, ; il en
est de méme de B,,; U C,C,, et donc de sa cldture transitive, soit Cpyy),

(iv) pour tout n, C, est transitive et donc C,, est une relation d’équiva-
lence.

(v) pour tout n et n CnCn: © Cpyne €t donc C,, est une congruence, et
donc avec (i) : A C Co,

(vi) pour tout n, C, C 4, et donc A= Cep.
Chaque B, et chaque C, est fini et calculable et (m, m’) € A ssi t(m) = ©(m")
et (m, m’) € C.y. Donc A est décidable.

Revenons a la congruence = sur N* définie par une grammaire simple
G(N, X); soit § = {(S,m)/SeN,meN*et S=¢gm}.

Proposition 5 : La congruence =g est engendrée par &,

La démonstration résulte par une récurrence simple du corollaire suivant
de la proposition 3 :

Corollaire 1 : Le sous-monoide de M(Z), image par ¢ de N* est équi-
divisible, que ’on peut formuler de la maniére suivante :

Corollaire 1 bis : Si Sm = S'm’ pour S,S" € N et m,m’ € N*
alors (i) si ©(S) = (8", alors S=S' et m= m',
(ii) si ©(S) < ©(S"), il existe m" € N* tel que S' = Sm" et m = m"m’.
Démonstration : 1l suffit de reprendre la démonstration de la proposition 3
avec L, = L(G, S), L,=ILG,m), L;=L(G,S), L,=LG m). Si
(S) < ©(S"), L3 = L(G,m"), m"€ N* (lemme 1) et si t(S) = t(S") alors
Lyfu={1}.

n° mars 1974, R-1.



26 B. COURCELLE

11 reste & montrer que 1’on peut calculer £. Nous allons définir un ensemble
fini et calculable de relations finies sur N*, qui seront contenues dans £ et
dont £ sera la plus grande : une partie 4 de N* X N* est consistante si :

(i) 4 < {(S,m)/SeN, meN* (S) =(m) },
(i) si (S, S'm") € A et a € Z alors myg,, et ms. , sont simultanément définis
et (mS,a’ mS’,am’) € A }'

A
Proposition 6 : Si A est consistante et (m,m’) € A, alors m = m'.

Démonstration : En vue de cette preuve, introduisons les relations d’équi-
valence suivantes sur N : pour s entier positif, m et m’ € N*, m = ;m’ ssi
les mots de longueur inférieure ou égale a s de L(G, m) et L(G, m’) sont les
mémes.

Soit s, le plus petit entier s’il en existe, tel qu’il existe nqy, m et m’ vérifiant
(m, m’) € C,, (notations de la proposition 4) et m = gm’.
Il existe dans D = B, U U C,C, un tel couple (m, m’). Sinon, puisque
nt+n’=ngy
C,, est la cloture transitive de D et que = ,, est transitive, tous les éléments
de C,, seraient équivalents modulo = . Alors :

® ou bien (m, m') € C,C,., et n+ n’ = n,, et donc
m = mym,, m' = mym}, (my, my) € C, et (m,, my) € C,..
A cause du choix de s, que nous avons fait, m; = ; _,mj et my = ;- ymj.

Il est clair alors que mym, = ,mim; contrairement a I’hypothése;

® ou bien (m,m')€B,. On ne peut pas avoir m' = m. Donc
(m, m") = (S, S'm,), soit « € =* de longueur s, tel que

o € L(G, S) ssi o ¢ L(G, S'm,).
Distinguons encore deux cas :

® ou lA)ien |oc| =so=1,a=a€Z AlorsAa € L(G, S) et a¢ L(G, S'm,)
Puisque 4 est consistante, (ms,,, ms,m;) € 4. Mais par ailleurs m,, = 1.
et mg,m; 7% 1. Donc 4 ¢ R(t) contrairement a la proposition 4 (ii) ;

® ou bien a = af, (m,, my m,) €A et
B E L(G: ms,a) SSi ﬁ ¢ L(G9 ms’,aml)'

Puisque |B| = s, — 1, ceci contredit la définition de s,. =~ CQFD.

Théoréme 2:m= m’ ssi il existe une partie consistante de N* x N* telle
que (m, m’) € A. La congruence = est décidable.
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Démonstration : La condition est suffisante (proposition 6). Il est clair
que & est consistante et la condition est nécessaire (proposition 5). La condi-
tion (i) de la définition des parties consistantes entraine qu’elles sont en
nombre fini et la condition (ii) est décidable (proposition 4 (iii)). On peut
donc énumérer les pilrties consistantes 4 de N* X N* et décider pour chacune
d’elles si (m, m’) € A. La congruence = est donc décidable.

Cet algorithme grossier permet de décider 1’équivalence des grammaires
simples : soient Gy(N;, X, 6,) et G,(N,, X, 6,). Quitte & remplacer N, par un
ensemble équipotent, supposons que N, I N, = @&. Soit alors

Ga(Nx u N,, E) = Gl(Nla U Go(N,, Z)'

On peut décider si o, =g, 0, (1. si L(G,, 61) = L(G,, 0,)), grice au théo-
réme 2.

Nous allons décrire un algorithme efficace pour décider si m = m’ pour
tout couple (m, m") € N* X N*. 1l est dii & Hopcroft et Korenjak [2].

Lemme : Soit G(N, X) une grammaire simple. Il existe un algo-
rithme se terminant toujours qui, avec (m, m’) € N* X N* pour donnée, cons-
truit F(m, m') © N X N* ou échoue a construire cet ensemble et tel que :

(i) si la construction échoue, m = m',
A -
(ii) sinon, (m, m’) € F(m, m’) et (m = m’ ssi F(m, m’) C =).
Ce lemme est une version « effective » de la proposition 5.

_Démonstration : Définissons récursivement cet algorithme par les régles
sulvantes :
1) si 1(m) %= (m") alors la construction échoue,
2) F(1,1) =g,
3) F(Smy, Sm{) = F(m,, m}),

4) F(Smy, S'm}) avec =(S) < (§"). Soit u € L(G, S) de longueur =(S).
Calculons m, € N* tel que S’*, um,. S’il n’en existe pas, la construction
échoue. ¢

Si (S', Sm,) € F(m,, mym}) alors F(Smy, S'm}) = F(my, m,m}). Sinon
F(Smy, S'm}) = { (S’, Smy) } U F(m,, mymy),
5) Si ©(S) > ©(S"), F(Sm,, S'm}) = F(S'm}, Sm,).

Cet algorithme se termine toujours : en effet, ou bien la construction de
F(m, m') échoue, ou bien elle utilise F(m,, m") avec (m,;) < (m). La suite
des appels de la procédure F est donc finie.
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