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4-01Groupe d’étude d’ALGEBRE 4-01

(Marie-P aule MALLIAVIN)
2e année, ’"1976/77, n° 4, 16 p. 22 et 29 mars, et 19 avril 1977

ALGÈBRES LOCALEMENT POLYNOMIALES

par Thierry LEVASSEUR

(d’après H. BASS, E. H. CONNELL et D. L. WRIGHT)

0. Introduc tion .

On envisage ici le problème suivant.

Soient K un anneau commutatif, et A une algèbre sur K . Supposons que Am
soit isomorphe à une Km-algèbre de polynômes en un nombre fini d’indéterminées pour
tout idéal maximal K de K ~ dans quel cas peut-on dire que A est isomorphe à

l’algèbre symétrique d’un K-module de type fini, projectif ?

Dans toute la suite K sera un anneau commutatif, unitaire.

1. Notations et résultats réliminaires. Axiome Q .

A moins qu’on ne le signale, tous les anneaux considérés sont commutatifs et uni-

taires. 
’

Soient K un anneau, et S une partie multiplicativement stable de K . On notera

KS l’anneau de fractions construit à partir de S et Ks , si ,

S = (l y s ~ s ~ ... , s~ ~ ...) avec s e K .

Nous noterons K-alg (res, la catégorie des K-algèbres (resp, des groupes).

Soit G un foncteur

L 201420142014~ G(L)

(a) Si S est une partie de L multiplicativement stable, il existe un homomor-

phisme f ? L 2014~ d’où un homomorphisme G(f) : G(L) 2014~ ~ notera

= gf 
l’image de C(L) par G(f) , et uS l’image d’un élément u de G(L) .

(b) Si T est une indéterminée sur la K-algèbre L , et si L’ est une L-algè-

~ ~ bre, soit t ~ L’ . il existe un homomorphisme :
~j h!
S ~ r L[T] -~ L’

h : {
On en déduit donc G(h) : G(L[T ]) ~ G(L’) , et nous noterons u(t) l’image par

S’~’ G(h) de u(T ) e 
c~ o

Si L’ = L[T] et s ~ L , en prenant t = sT , nous pourrons considérer, y avec les

" 

notations précédentes, u(ST) si L[T] .
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Si L’ =L et t= 0 , nous avons

h i 

L

Î p(T) 2014~p(O) .
Le noyau de G(h) sera note

G (T L[ T J) = (u(T) E G (LC Tl), U (0) = 1}

Exemple. - Si G est le foncteur qui attache à une K-algèbre L le groupe des

unités de L, G(TL[T]) est le sous-groupe des unités de G(L[T]) dont le terme ’

constant est i .

Définition. - Soit G un foncteur : nous dirons que G

satisfait à l’axiome Q si, pour toute K-algèbre L et s = L , u(T) E 

il existe r ~.0 , V(T) dans G(TL[T]) . tels que :

° u(sr T) =v(T)g .
1.2. Remarque. - Soient K’ et posons L’ = Kt 8K L . Si G

est un foncteur de dans et si s e L , nous noterons

Li - Ki ~L S 
=- 

Li ou s = i ~ S .

Si T est une indéterminée

L[T]’ =-L’[T] .

Nous pouvons définir un foncteur

G’ : 

G’(L) =G(L’) .

Alors si G satisfait à l’axiome Q, G’ aussi.

En effet, soient s 6 L ,

u(T) e G’(TLg[T]) = 

Il existe r ~0 et V(T) E = Gt(T1[TJ) tels que = T) en

identifiant comme précédemment LI avec 

1.3. Définition. - Pour tout anneau E non nécessairement commutatif, nous noterons

son groupe des unités par E , Si J est un idéal bilatère de E, nous noterons

(l + J)~ = 2014~ 

(c’est-à-dire l’ensemble des unités de E telles que [u + JJ = [1] ) ..

1.4. Soient E un anneau non nécessairement commutatif, s un élément

central de E 9 et T une indéterminée qui commute sur E.

Soit u(T) e ( 1 + T E alors il existe et V(T) dans 

tels que

T) = .

preuve. - Posons u(T) = 1 + et u(T)-l ~ 1 + ul et u’l
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d ans ~~ ’ r~ r~ r 1 r 1
On peut trouver ri assez grand pour que s T) et s T) soient

de la forme

et avec et ~~ Î dans 

Posons alors 1f(T) = 1 + et W’(ï) = 1 + nous aurons

= = 1+ et ~~T) S =u(s r~ "T)"" .
Nous pouvons écrire = 1 + Tx(T) et W’(T)w(T) = 1 + Ty(T) , avec

x(T) 
s 
= y(T) 

s 
= 0 , car W(T) s W’(T) s = = 1 . Par conséquent, il

existe r  0 tel que s x(T) =0 et s y(T) = 0 , donc aussi

=s"y(s "T)=0 .
Posons V(T) = T) et V’(T) = T). Il faut montrer que V(û) = V’ (0) = 1
et que V(T) est inversible d’ inverse V’ (T) .

V(0 ) = hT (0 ) = 1

V(T)V~(T) =~(s r? T) = 1+s r T) = 1 .

Montrons que V(T) 
s 

= T) pour un r ~.0 y et V(T) conviendra.

= 1 +s ~ = 1+ 

T) , donc r=r +r~ convient.

1.5. PROPOSITION. - Soit E une K-algèbre non nécessairement commutative, soit

G 1~ foncteur attachant à chaque K-algèbre L , le groupe G(L) des unités de

L E , alors G satisfait à l’axiome Q.

Preuve. - Il suffit d’ appliquer le lemme précédent à L ~ E et s 8 1 , et de

traduire les définitions.

1.6. COROLLAIRE. - Soit A une algèbre non nécessairement commutative, et soit M

un A-module à gauche de présentation finie. Si GL. est le foncteur qui attache, à

chaque K-algèbre L , y le groupe des automorphismes du (L ~ A)-nodule,
L 8K M , alors G satisfait à l’axiome Q.

Preuve. - Soit E = M) = 
On peut définir un L-homomorphisme d’algèbres de L 

- 

E dans EndL~KA (L fi M)
qui est un isomorphisme quand L est plat sur K puisque M est de présentation
finie.

Nous pouvons identifier GL. avec le foncteur G de la proposition 1.5. sur la ca-

tégorie des K-algèbres plates. En particulier, l’axiome Q est vrai pour L = K .

Si L est une K-algèbre arbitraire, on peut remplacer M par L 3L. M , y et A par

L fi A y puisque L est plat sur L. GLL~KM vérifie l’axiome Q y mais

G ce qui prouve le résultat.
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1.6. Rappels sur les algèbres de présentation finie. - Soit A une algèbre de pré-
sentation finie (non nécessairement commutative), si x = ... , Ap est

suite d’éléments engendrant A en tant que K-algèbre, A est isomorphe à

(K(X~ , ... , 1 X ))/(f~ , ... , ’ f ) , ... , ’ f ) est un idéal de type fini
de I~(X y ... y y y ... ~ X étant des indéterminées qui ne commutent pas
néces sairement.

Soit B une K-elgèbre non nécessairement commutative, et soit u : A ~ B un

homomorphisme de K-algèbres, u est déterminé par u(x) = E Bp .
De plus

f . J ( u ( x 1 ) .... ~ ’ u(x )) = uf . J (x 1 ’ ... , x ) = 0 pour ’ q) .

On a donc une bijection entre HomK-alg (A, B) et H(A y B) , où

H(A, B) = (y E f (y) = 0; j = 1 , ... , q} ,
définie par u , y donne u(x) .

1.7. Soient A et B des K-algèbres (non nécessairement commutatives)
avec A de présentation finie. 

’

Soit S C K multiplicativement stable. Inapplication canonique

(*) lim injs~S HomKs-alg (A , Bs) ~ HomKs-alg (As , B )
est bijective.

Si B est aussi de présentation finie, alors (~) est bijective avec Isom à la place
de Hom .

Preuve. - (A , B ) , est un système inductif, et l’application

naturelle (-:1-) est définie de la manière suivante : si u e lim injs~S
s

u est la classe d’un élément u de (A , B ) pour la relation d’équivalence

qui définit la limite inductive. En localisant u~ par rapport à S , on obtient

ainsi = 

Nous pouvons identifier HomKs (A , B ) avec B ) , y et donc l’identifier

avec H(A , B ) , avec les notations précédentes

H(A , B ) = (y E f .(y) = 0, j E (1 , ... , q}}

Injectivité de (*). - Si y et y’ sont dans lim (As , Bs) , on
peut prendre y et y’ dans HomKs (A y B ) pour le même s.

On est donc ramené à prendre y , y’ dans B ) pour s ~ S tels que y et

Ys soient égaux dans Bps.
Pour montrer que y et y’ sont égaux, il suffit de voir qu’il existe t’ = st &#x3E; S

( S est ordonné par divisibilité) tel que dans = 

Nous pouvons écrire

Y = (1 al s -n ,... , -n P B ) et y ’ == ( al 1 s -n ! 1 ,... , 
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puisque pour tout le ... pl ai s = ai s ~ donc, pour tout
. 

~ 
n.

tE {1 , ... , p) y il existe t. dans S tel que =0 .

En ... dans par suite dans Bst)
et y==y’ dans lim injs~S Il(A y B ) .

Surjectivité de (*). - Avec les identifications précédentes, soit y E H(A , B ) ,
nous devons trouver s ~ S et z dans x(A , y Bs) tel que Zs = y .
En réduisant toutes les composantes de y au même dénominateur, y il existe t dans

S et W dans Bpt tels que =y dans BpS . D’autre part, =0 ,
donc il existe t’ 

L 

dans S tel que = 0 .
J

Donc si s = t .t ’ et z==W.; y nous aurons ze n(A , Bs) et Zs =y .

Pour prouver la dernière assertion, il suffit de montrer que si u est un isomor-

phisme de As sur il peut être remonté en un isomorphisme V de A sur

B 
s 

pour un s ~ S .

Par ce qui précède, il existe t dans S , l’l e Bt) , W’ 6 At)
tels que Us =u et M~=u -1 

t t

Donc = et l’injectivité de dana le cas précédent, appliqué à

lim injs~S HomK (As , Bs) permet de trouver un t’ dans S tel que
s

t 
= i dA 

tt’ 
.

On pose alors V = W.; y qui convient.

Enonçons sans démonstration le résultat suivant.

1.8. PROPOSITION. - Soit A une algèbre sur K non nécessairement commutative et

de présentation finie. Soit G le foncteur qui associe à une K-algèbre L le grou-

pe des L-automorphismes d’algèbre de L ~K A . Alors G satisfait à l’axiome Q.

1.9. Rappels sur les algèbres filtrées. - Soit A une K-algèbre non nécessaire-

ment équipée d’une filtration descendante A==A-.~A,~...2...: A 
Pour tout a dans A, nous poserons 03C6(a) = sup (n ; a ~ A ) .
La filtration sera dite séparée A = 0 ce qui équivaut à : pour tout

a ~ A , y cp(a)  ~ .
Elle sera dite absolument séparée si y pour tout L OE la filtration de la

1-algèbre L @L. donnée par les L fi est séparée.
Pour tout n , y nous noterons

A’n = ... n
Nous dirons que la filtration est de type fini, s’il existe un sous-ensemble fini X

de A tel que

A~ " 1£’ ~ 
n 

AxA pour tout n &#x3E;0 .
n

On peut remarquer qu’ alors, pour tout L E K-algy la filtration induite sur L SL A
est encore de type fini.
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L ~K A = L fK A t + 03A3x~X~An A( 1 ~ x)L ~ A

1.9. Si A = ... est une K-algèbre graduée, elle possède la

filtration A( ) = A n © A 1 8 ° ° ° ’ n  0 . Cette filtration est absolument séparée

si, en plus, A est detype fini sur 1,1 , elle est de type fini au sens précédent.

1.10. LEî&#x3E;jJiE. - soit A une K-algèbre non nécessairement commutative, munie d’une

filtration de type fini, avec X conne dans 1.9 .

Soit B une K-algèbre filtrée non nécessairement commutative, et, soit u : A - B

un homomorphisme de K-algèbres.

(a) Four que u préserve les filtrations, i. e. u(A) C B pour tout n , il
- n n -

faut et il suffit que u(x) E B03C6(x) , pour tout x E X ( ç comme dans 1 .9 . ) .

(b) Supposons que la filtration de A soit séparée, et soit S un ensemble multi-

plicativement stable dans K . SUPPOSOnS qUe US: As ~ BS Préserve ies filtra-

tions. Alors il exis te s ~ S tel que u : A - B pré serve le s fi ltrati ons .
s s s

(c) Gardons les hypothèses §e (£) et supposons que A soit une K-algèbre de pré-

sentation finie.

L’application canonique:

(*) lim Bs) ~ HomfKs-alg(AS B’ BS)

est bijeative. (Le Homf désigne les homomorphismes préservant £e_s filtrations).
Si l’on suppose de plus que B sftisfait à toutes les hypothèses faites sur A ,

alors (É’) est bijective avec Isomf à la place de 

Preuve.

(a) Il est clair que la condition est nécessaire, montrons qu’elle est suffisante.

Si n = 0 , u(A) C B , procédons par récurrence,

u(A’) + 03A3x~EX~A Bu(x)B , si x ~ X ~ An , u(x) ~ B

par hypothèse, et

u(A’) = l 1+ ...+prn, U(A )...u(A ) c B

par récurrence.

(b) Soit x ~ 0 dans X , et = n  ~ . Alors u(x) est dans (BS)n = 

donc il existe s ~ S avec s,u(x) E B ,puisque X est fini nous pouvons choisir
n

un s qui marche pour tous les x de X . Par conséquent, u’ : A u B - Bs
préserve les filtrations par (a) et, par loca.lisation, u : A -e Bs aussi. Grà-

ce à (b) , l’assertion (c) résulte du lemme 1.7.

Enonçons sans démonstration le résultat suivant.

1.11. PROPOSITION. - Soit A une K-algèbre de présentation finie non nécessaire-
ment conmutative munie d’une filtration absolunent séparée de type fini. Soit G

le foncteur attachant _à_ chaque K-algèbre L le groupe G(L) des automorphismes
préservant la filtration de la L-algèbre filtrée L ~K A . Àlors G satisfait
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l’axiome Q.

rou es.

2.1. Définition. - Soit G unfoncteur : K-alg ~ groupes, une opération scalai-

re sur G est la donnée d’une opération L x G(L) ~ G(L) pour toute K-algèbre

L (donc ~1 = 1 ~ u=u ~ ~( u) ==" u ~ = u v pour tout s y t dans

L y u , v dans û(L) ). Cette opération étant naturelle c’est-à-dire :
Si f : L ~ L’ est un K-homomorphisme de K-alg, et si

rC(L) 2014~ G( L ’ )
G(f) :4~ u~2014~u~ = G(f)(u) ,

on demande ( u)’ = (u’) pour tout s dans L et u dans o(L) .

En particulier~ si dans 2.1. f : L 2014~L. ~ nous aurons ( u). = ’ (u.) que

nous noterons u..
Donc, si &#x26; est comme dans 2.1. y à tout s dans L on peut faire correspondre un

endomorphieme de G(L) qui envoie u e G(L) sur u . En particulier y pour S = 0 y

est un endomorphisme idempotent de G(L) dont 1~ image sera notée G(L) ~
et le noyau C-(L) . Nous aurons ainsi un produit semi-direct :

0(L) = G~(L) ~~&#x26;(L) .
2*2. Exemple. - Soient A et B deux K-algèbres graduées non nécessairement com-

mutatives, A =n~N An , B = n~N Bn , est

~(n) = "n~~l~--~(n) = ~ ~~1~--
les A/ B (resp. B(n) ) munissent A . (B) d’une filtration descendante.

Soit u : A ~ B un K-homomorphisme d’algèbres préservant ces filtrations.

Alors u peut être décomposé en u = u~ + u. + ... ~ où u 
n 

est une application

K-linéaire de A ~ B avec :

(i) u (A ) ~ pour y en particulier y u.. est homogène de degré

0 .

(ii) Si ae A ~ u (a) =0 pour presque tout n .

(Rappel : u se définit de la manière suivante : si a ~ A y alors u(a) ~ B(p) ,
donc = (u(a)) + (u(a))p+1 + ... ° + (u(a))p+n + ... , on pose un(a) = (u(a))p+n.
Si a e A , a a. avec les a. presque tous nuls, a et on pose

u,(a) = I(.(a,))~ 7. 
"

Le fait que u soit un K-homomorphisme d’algèbres, préservant les filtrations, est

alors équivalent à u = 03A3ui , u. K-linéaire pour tout i ,

u(l) = u~(l) = 1 et u~(ab) = ~~~ -
Définissons, si u par ( u) ==s u y donc :

s 

n 2
u + ...
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On vérifie alors que

= 1

et

= s~ u n (ab) = s~ = 

Par suite, u est encore un K-homomorphisme préservant les filtrations de A vers

B , et il est facile de voir que u = u et ( u) = De plus, u = Uo qui

n’est autre que l’homomorphisme d’algèbres graduées associées aux filtrations.

Supposons que V : B 2014~ C soit un second isomorphisme préservant les filtrations

d’algèbres graduées, on peut vérifier que :

(Vu) = l Vu
’ n p+q=n p q

ce qui implique :

d’où (vu) =-= v u .
Si u est un isomorphisme et si u-l préserve les filtrations, alors les mêmes

propriétés sont vraies pour u .

D’autre part, si L est une K-algèbre, L B sont aussi des L-algèbres graduées

donc les scalaires de L opèrent comme ci-dessus sur les L-homomorphismes préser-

vant les filtrations.

Si u : L S~ A 2014~ L 8K B est un de ces homomorphismes, et si f : L 2014~ L’ est

un K-homomorphisme d’algèbres, on a le diagramme commutatif suivant pour tout s

dans L :
s

’ ~K 1A f(s) ( 1 u) 

’ ~K 1Bf *K 11 1 ,. A L’ 
lB

Maintenant, pour une K-algèbre graduée fixée A, soit G le foncteur attachant à

chaque K-algèbre L , le groupe G(L) des automorphismes de L-algèbre de L 8k A

préservant la filtration. La discussion précédente montre alors que les applications

u )2014~ ~u pour s e L , u e G(L), définissent une opération scalaire sur le fonc-
teur G. Par suite, G(L) = G(L) , où est le groupe des u ~ G(L)
tels que u = V = Vo pour un V dans G(L) , donc u est un automorphisme d’algè-

bre graduée. D’autre part, est le sous-groupe de G(L) composé des automor-

phismes dont l’homomorphisme gradué associé est l’identité.

2.3. LMME. - Soit G : ~ groupes un foncteur satisfaisant à l’axiome Q

et qui -possède une opération scalaire. Soit L une K-algèbre, s e L et

u e &#x26;(L ) , il existe un entier tel que si a et b sont dans L véri-

fiant a = b on peut trouver V dans tel que V~ = 

Preuve. - Puisque nous avons la suite : 0 2014~- L 
s 

2014~ L s [y , T~ # 0 , où Y et
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T sont des indéterminées, y nous pouvons identifier y grâce à G(i) y G(L ) avec un

sous-groupe de Tj) . Posons alors

W = W(Y , T) = (~~~u)(~u)~ ~ G(LjY , T’]) .

Nous avons i

(i) = (~)(0u)-~ = 1 ,

(ii) W(Y , 0) = (~u)(~u)’~ = 1 .

Le (ii) implique que w(Y , T) e G(TL [Y][T]) comme s e L[Y] , et que &#x26; satisfait
S

l’axiome Q , il existe r ~.0 et v(Y ~ T) e G(TL[Y , T~) tel que

V~ == V(Y , = W(Y , S" T) .

Comme nous avons (v( V)"’’) = V ? ( v)" = Vs , en remplaçant V par v( V)" on

peut s ’arranger pour que V = 1 .

Par suite y si a = b + s t pour un t dans L y nous aurons v(b , y G~(L) et

TT/i- j-B = r j-B = /(b+s t) B/b B-1 = /a B/b .-1
2.4. Soient GA ~ groupes un foncteur qui satisfait l’axiome Q

ejb G un foncteur sous-groupe de GA qui possède des opérations scalaires. Soit L

une K-algèbre et s e L . Si W ~ GA(Ls) et u e G0(Ls) , alors il existe r  0

tel que, si a e Lsr , y on peut trouver V dans GA(L) tel que auW = V .

Preuve. - On identifie, comme dans la preuve du lemme précédente G(L ) à un s ous -

groupe de si T est une indéterminée. Posons

u’(T) = W~ ~uW e GA(L [T]) .
Puisque ~u = 1 ~ u’(T) e GA(TL[T ]) par l’axiome Q ~ il existe r ~0 et V’ (T )
dans tel que V’(T) s =u~(s~T) .
Supposohs a = sr ty si V= V’(t) e GA(L) , y nous aurons

V = V~(t) == u’(s~ t) == u’(a) = W"~ 
s . s

~ ~

2.5. THEOREME. - Soit GA : un foncteur satisfaisant à l’axiome

Q ~ soient G et H des fondeurs sous-groupes de GA tels que G satisfasse

l’axiome Q et possède des opérations scalaires avec, de plus y

GA(L) = G (L)H(L) pour tout L ~ 

Si s.. et s 
i 

sont dans L avec Ls0 + Ls = L y alors

GA(Ls0s1 ) = G (L ) H(L )GA(L )

Preuvec - Tout élément de s’écrit, y par hypothèse, u.w avec

u ~ G0(Lss) et w ~ H(Lss) .~ ~1 ~1
Si a ~ L y écrivons u.w == u( u) 
Le lemme 2.3o et le lemme 2.4. fournissent un r (on peut prendre le même pour les

d eux ) , y de mani ère que
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- si on applique le lemme 2.4. à la localisation L et si a E Lsr0
(donc a 

, 

~ ° ~

W"" auW = V1s0 pour Vi E .

- si on applique le lemme 2.3. à G et à la localisation L 
sa 
~ L 

s0s1 
et si

a = 1 (L S~) (il suffit d’avoir a = 1 (Ls~) ), alors
° 

V0s1 = 1 u (a u -1 pour un Go ( L 80 ) .
Puisque 1s0 + Ls1 = L il est clair que l’on peut trouver a tel que

a ~ LsO et 1 - a E 

Ceci termine la preuve du théorème puisque

= 1 u (a u )-1 .W.W -1 = WV1s0 .

2.6. Exemple d’application. - Soit A 1algèbre symétrique ou tensorielle d’un

K-module M de présentation finie.

Nous n~N A
La filtration descendante A/ B = A 0 A . 0 ... est absolument séparée de type
fini (cf. 1.9. exemple).
On peut aussi considérer une filtration ascendante : A == A.. @ ... 
Nous noterons GA(L) le groupe des automorphiemes de L-algèbre de L ~K A , si

Le GA satisfait à l’axiome Q (prop. 1.8.). Notons G ( L ) le sous-groupe

de formé des automorphismes qui préservent la filtration descendante, on

définit ainsi un foncteur G qui satisfait l’axiome Q (prop. 1.11.) et possède
des opérations scalaires (exemple 2.2.).
Soit enfin H(L) sous-groupe de GA(L) composé des automorphismes qui conservent

la filtration ascendante.

Donc le théorème s’appliquera si

(~) GA(L) = 

Montrons (~) dans le cas où L = K y ce qui ne change rien à la généralité.

Remarquons que G(K) = °G(K) , où °G(K) est le groupe des automorphismes

d’algèbre graduée de A , y qui peut s ’ identifier , puisque A = S(M) ~ ou T(M) avec

groupe des automorphismes linéaires de M .

Posons M~ = Hom(M y K) , il existe un plongement 2014~ H(K) car si t ~ M* on

peut lui associer 
’

t: x 2014~ t(x) + x e AO Ef) A
que l’on prolonge à S (M) ou T(M) .
Montrons que H(K) = M~ ~ pour cela construisons une projection 
de noyau 

Si u~ H(K) , u préserve la filtration ascendante, donc et, si

x G M, u(x):=t(x)+x’ avec t(x) ~ K .
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Si l’on pose x’ = on définit ainsi t : M 2014~ K et u~ E G~(K) , de plus
u = uM o .t .

Nous noterons H(K) par par analogie avec le groupe affine de M .

Maintenant y si u e GÀ(K) , y pour tout x E M , nous avons :

u(x) = t(x) + u1(x) avec 

nous définissons ainsi t e , et si V = u~(-t) ~ pour tout x dans i;i ,

V(x) = u(- t(x) + x) = - t(x) + u(x) = u1(x) .
Donc V définit un élément de G(K) et u = V 0 t E 

Mais

G(K)N" = = 

Ceci prouve (**)pour L = K , pour toute K-algèbre L , la L-algèbre L 8K A hérite
toutes les hypothèses faites sur A.

2.7. Codification des notations. - Soient M un K-module de présentation finie ,
et A = S (M) ou T(N) ~ graduée de manière usuelle. Nous noterons :

= (L automorphismes de L &#x26;r Al , y
son sous-groupe des automorphismes qui préservent la filtration descen-

dante de L % A .

CA’(L) s les éléments de y dont le morphisme gradué associé est l’identité.

sous-groupe de des automorphismes conservant la filtration ascen-

dante.

COROLLAIRE. - Soit M ~ K-module de présentation finie, et soit A = S(1"1) ou

T(M) . Pour toute K-algèbre L 7 

(i) 
(ii) Si Ls + LS1 = L ,

= 

l ~Bs~~s~ ’
3. Méthode de récurrence de 

Soit Loc K l’ensemble des K-algèbres de la forme où S est un ensemble

multiplicatif dans K.

PROPOSITION. Si P(L) est une propriété définie pour les K-algèbres L de Loc K

pour que P(L) soit vraie pour tout L dans Loc (K) y en particulier pour L = K ,

il suffit que:

1° Spécialisation : P(L’) est vraie si P(L) est vraie lorsqu’il existe un K-ho-

momorphisme de L vers 1, ’ .

2° Finitude : Si S C K est une partie multiplicative, alors si est vraie y
est vraie pour un SES.
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3° Validité locale: P()) est vraie pour tout lll idéal maximal de K .

4° Condition de recollement : Si L e Loc(K) et si Ls0 + LS1 = L , alors si
P(L ) et P(L ) sont vraies, P(L) est vraie.

~0 - 

81
Preuve. - Considérons T = (s E K tel que soit vraie} . Si 1 ES, nous

aurons terminé car, pour tout L E Lac K , il existe un K-homomorphisme K ,- L ,
donc P(L) sera vraie par spécialisation.
Remarquons que T n’est contenue dans aucun idéal maximal de K , car étant

vraie pour tout idéal maximal de K , il existe s ~ m tel que SET, par finitude
Il suffit de montrer que T est un idéal, c’est-à-dire que si s 0 , s 1 sont dans

T avec s E KSO + alors s ~ T . Posons L == Ks et t. 1 l’image de (1 = ° ,1)
Nous Ltl et (i = 0 , 1), est donc

vraie par spécialisation et, par recollement, P(L) est vraie, donc s é T .

4. Théorème de localisation.

" ,

Soit A une K-algèbre de présentation finie. Supposons que, pour
tout lÎl idéal maximal de K , la Km-algèbre A soit isomorphe à l’algèbre symé-
trique d’un Km module de présentation finie. Alors A est isomorphe à l’algèbre

symétrique S (F’I ) d’un K-module de présentation finie.

4. 1. Lemme. - Soient M et &#x3E;1 deux K-modules, et U = S ou T , si U(rjI) et

U(N) sont des K-algèbres isomorphes, alors ri et 1{ sont des K-modules isomor-

phes.

Preuve. - Soit u : V(1"1) --7 U(N) un isomorphisme de K-algèbres. ( Il désignant
1 ’ algèbre symétrique ou l’algèbre tensorielle).
Si x E M, u(x) == v(x) - t(x) , avec t(x) E K , et v(x) dans l’idéal d’augmenta-
tion U (N) . Définissons un automorphisme de U(1.1) en posant+

°°i°(x) = x + t(x) pour tout x dans 1.1 .

Alors si w = ut ,

+i(x) = u(x + tex») = u(x) + t(x) = v(x) , pour tout x dans l-’1 .

Donc west un isomorphisme d’algèbres augmentées. Nous aurons ainsi un isomorphisme

U --~ V (N)/V (N)2+ + + +

où U (M) est l’idéal d’augmentation de U(M) .+

ce qui donne, puisque (U + (M) )/(U + (lV1;2) 0. H et (V + (N) )/(V+(N)2) ~ Ii, E 0. N .

Preuve du théorème. - Nous allons appliquer la méthode de récurrence de Quillen à
Loc K et à la proposition si L E Loc K :

P(L) : La L-algèbre L ~K A est isomorphe à l’algèbre symétrique d’un L-module

de présentation finie.
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1° Spécialisation : Si L et 1~ sont dans Loc (K) , L= K et L’ =Kq, . / 
’

Supposons que ?(L) soit vraie, et qu’il e xis t e un K-homomorphisme KS ~ KS’ .

Alors, il existe un de présentation finie tel que

-S(H)

d’où

~S’ ~ ~S(M)~ ~, - S(M ~ Kg,)
ce qui demie le résultat : P(L) est vraie.

2° Finitude : Supposons que soit vraie, KS ~ Loc (K) . Il existe un KS-
module M(S) , de prés entation finie , tel que

~S~K ~ "S(M(S)) .

Remarquons que tout KS-module de présentation finie est la localisation d’un K -
module de présentation finie pour un s ~ S .

En effet, M(s) ~ KnS/(g1 , ... , gp) , où (g1 , ... , g ) désigne un de

type fini, avec g. e KS pour tout ie ... y p) .
En réduisant tous les g. au même dénominateur~ on peut trouver un s ~ S tel que

g.= (~~o avec h. ~ y i~ ... ~ et nous aurons :

N(S) -M, 
où M est le de présentation finie ... ~ h ) .
Le lemme 1.7. nous permet alors de relever l’isomorphisme

K~ 8L A =~S(M(s)) en un isomorphisme pour t e S y

K. 8- A =~S(M.) pour un M ~ qui soit un K.-module de présentation finie.

3° La validité locale est dans l’hypothèse du théorème.

4° Condition de recollement : Soit Le Loc (K) et s~ ~ s 
1 

dans L tels que

+ Ls1 = L . Il faut montrer que y si P(L ) et P(L ) sont vraies, alors

P(L) est vraie. 
~ 

Remarquons qu’il suffit de le "montrer pour L = K , car L ~K A pos;sède les mêmes

propriétés que A en tant que L-algèbre.

Supposons donc Ks0 + Ks1 == K , et que nous ayons des Ks . -modules H. i de présentai

tion finie, avec des isomorphismes de K -algèbres A ~ S(n.) pour i = 0 y 1 .
i ~i ~

Remarquons que 

As0 s ~ S(Mi) ~K K -S(M )8L K ,

donc ~ S(M0s1) , et le lemme 4.1. implique M0s1 ~ M1s0 en tant que Ks0s1 -
modules. Nous aurons alors le diagramme de produit fibre :
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avec

~= ~0 ~N ~i =N ~o ~l ~ ~s ~ "~i P~ i =0 , 1 .

Puisque les M. sont des K -modules de présentation finie et que K + K = K .~ ~i ~0 1
M s era un K-module de pr és ent atio n finie, ( c f . BOURBAKI, Algèbre, c hap . II).
Soit B = S(M) ; pour toute K-algèbre L , nous noterons OA..(L) le groupe des

L-automorphismes d’algèbre de L fi B ~ S(L gL M) . Rappelons que, d’après le corol-
laire 2.7.~ et avec ses notations y

= 

Puisque P(Ksi) est vraie, i = 0 y 1 y il existe des K -isomorphismes

u : B ~ A , i =0 , 1 .
i ~ s~

Considérons u = u" u. qui est un élément de GA,.(K ) .

Le corollaire 2.7. permet d’écrire u = v0s1 wv-11s0 avec v0 ~ GA’M(Ks0) ,w v, . GAM(Ks1) . 
’1 ’0

Soit wi = ui vi : Bsi r Asi , i =0 , 1 .

Alors 
w~~ = u~~ v~~ 

= 

uv~~ = 
w e ~M~Bs~ (rappelons que

Af. (K ~ ) est le groupe des automorphismes de qui conservent la filtration
0 1 01

ascendante de B ~ =~S(M ) )."01 ~0~1
Soit la filtration ascendante sur B = S(M) ~ on peut filtrer les par

les pour i = 0 y 1 , et B pour les B(p) . Nous aurons ainsi une fil-

tration sur. A y donnée par w.(B~~) ~ et sur A ~ une filtration donnée par
s~ i s~ s~s~

et une autre par les 

Remarquons que puisque

w-~ w, (B~~ )= w(B~) )
et que w conserve la filtration ascendante de B 

~1 
, nous aurons :

w (B~~ ) -w (B~~ )~0’ 0 1 
Donc si~ sur A y on met la filtration induite par celle de B’~~ ~ comme la filtra-

(?) ~~
tion sur A 

i 
est induite par celle des wis1-i (B(p)s0s1) (pour i = 0 , 1 )y la fil-

tration de A est induite par celle des , pour i = 0 , 1 .

Donc si 1) ~ ... est cette filtration, les w. sont des isomorphismes

d’algèbres filtrées de B sur A (ils préservent les filtrations ascendantes).s. s.
3. 1

Posons
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. 
On a une suite 0 ~ K ~ A(1) ~ N ~ 0 qui se scinde au-dessus de 

i=0 y 1 , car A 

s , i ~ S(Msi) , 
donc =N 

s , i 
diaprés ce qui précède.

D’où le diagramme :

Il est alors facile de construire une rétraction 2014~ K qui montre que la

suite

0 " K 2014~A2014 2014~N2014~0
est scindée.

Nous pouvons identifier ainsi A ’ avec K ~ N , ce qui donne une injection
N 2014~ A ; soit t l’homomorphisme induit par cette injection, de S(N) vers A.

Puisque

iÔ ~ 1 ° ~s ~ S(N, ) -~ A -. B s (i = 0 , 1)
i i i i

est un isomorphisme

t est un isomorphisme pour i = 0 ~ 1 . Il est alors facile de voir que t est un
s.
i

isomorphisme.
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Ceci donne le résultat cherché, car N est un K-module de présentation finie puis-

que W s. =M~., s. y i = 0 , 1 ~ et que les M1 s. sont des K s. -modules de présentation
finie."- 1 ~ .. 1

4.2. Remarques.

(i) Le théorème montre que si une K-algèbre A est telle que la Km-algèbre Am
soit un anneau de polynômes sur y en un nombre fini d’indéterminées, pour tout

lll idéal maximal de K y alors A est l’algèbre symétrique d’un module projectif de

type fini. Ceci répond au problème posé au § 0.

(ii) On pourrait démontrer un théorème analogue avec l’algèbre tensorielle à la
place de 1~algèbre symétrique. 

’

(iii) Le module que l’on trouve dans le théorème est déterminé à un isomorphisme
près d’après le lemme 4.1.
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