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SOMMES DE GAUSS ATTACHEES AUX CARACTERES QUADRATIQUES
DE PETIT CONDUCTEUR

Bruno Kahn

Soit p un nombre premier et K une extension finie de Q . On s’intéresse
-p

aux constantes W(p) associées aux caractères quadratiques du groupe multiplicatif

K* , définies par exemple dans [Ta] . On sait que W(p) est une racine 4e de

l’unité; d’autre part, il existe a E K* , bien dEterminE modulo K*2 , , tel que

p(x) = (-1)~~’~~ pour tout x E K* oU (a,x) E Z/2 est Ie symbole de Hilbert

de a et x . Notons p = p ; Ie problème que l’on considère est de trouver une
a

formule "simple" exprimant en fonction de a .

Considérons a E K */ K *2 comme un élément de H1(K,/2) , ’ au moyen de la

théorie de Kummer. On a 1a formule ([BK2], p.26-23):

ou N = et N2:H1(K,/2)~ H2(Qp,Z/2)  Z/2 est la composante en degre 2

du transfert multiplicatif {[BKI], I.2.4). Le probleme peut done se ramener a un

calcul de N2 (a) (cf infra).

Supposons d’abord p # 2 . On a alors:

Theoreme 1. Supposons p, 2 . Choisissons une uniformisante 03C0 de K ;

notons K la sous-extension non-ramifiee maximale de K et P le
o

polynome caractéristique de 03C0 sur K . Soit 6 = P’(n) , e l’indice

de ramification et f le degre residuel de K/Q . Alors, pour tout a e K* ,
on a:
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où q = p est le cardinal du corps residuel, et

(Rappelons que 51 
. 

x t Y E K , * on a -1 (x , y) = [(-I) . v{x)v{y) .xv(y) 
2 

(mod M )PP q , Y , on a C ) E C K

ou MK est l’idéal de valuation de K .)

Cet enonce n’avait pas ete degage dans [BK2]. Pour le demontrer, commengons par
noter plus precisement ( , )K le symbole de Hilbert relatif a K (N.B.: j’adopterai
ce procédé dans la suite quand necessaire pour la clarte des formules, sans autre

commentaire). Si Lest une extension finie de K, rappelons la formule:

D’autre part, CorL/K’2Br(L) ~ 2Br(K) n’est autre que l’identité quand on

identifie ces groupes a Z/2 . Dans loc. cit., th 3, remplaçons 1’extension E/K

par et prenons x = «a» , Tr " = Tr , ir Sp = p , 6 = P’(iT) . 
° La formule

du theoreme 3 devient alors:

(N.B. 11 y a une faute d’impression dans la formule du theoreme 3, ou Ie

premier 03C0E devrait etre lu 
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Demons t:rat:ion. D’apres ch.3, p.65, lemne 2, on a (n1/d) -

Ecrivons P(X) = + XQ(X) , ou Q est unitaire de degre e-! . Alors

TT 
~ 1 

= (-I) e+ 1 (Nw) d’où Ie lemme.

Par suite, 
1 

et 1a formule (2) devient:

puisque (p,p) = (p,-!) .

Par ailleurs, pour b E Q les formules pour W(pb) donnees en 

p.26-23 peuvent se resumer en:

En prenant b = a, on trouve donc:

-p

En combinant (3) et (4) au moyen de (I) , il vient:
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Mais (p,-]) = (mod 2) ; f de plus on a c = ou d

est le discriminant de K /Q ; coamie cette extension est non-ramifiee, on a

(p,d) = f-I (mod 2). D’ou le theoreme I.

Passons maintenant au cas p = 2 . Vu 1’i.dentite:

([Ta], p.126, cor.2), toute formule pour fournit immediatement une formule

pour (a,b). Comme les symboles de Hilbert "sauvages" sont difficiles a calculer,
on voit qu’une formule "simple" pour W(p) est a peu pres hors de portee en
general pour p = 2. On peut cependant esperer:

-une formule dans l’esprit de [He] en general ;
-des formules raisonnables dans certains cas particuliers.

C’est cette derniere question que je vais traiter ici. Soit a, b E OK ,
1’anneau des entiers de K ; on a la formule:

En effet, rappelons l’identité (x,l-x) = 0 pour x # 0,1 .En l’utilisant

deux fois, on peut ecrire:

Mais pour tout (x,y) E on a ch.15, prop.6):

ou k est le corps résiduel de K et y est la projection de y sur k .

Par suite:
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Si v(b) &#x3E; 0, on a (1+2a,1+2b} - ~ et ab E 0 (mod 2) . Supposons

v(b) = 0 ; alors v(2b) = e (indice de ramification): donc

Pour u ~ 1+20K , posons W’(03C1u) = W(03C1u)i-Tr((u-1)/2)2. D’après (5) et (6),
on a:

Faisant u - v , on trouve W’(03C1u)2 = 1 ; par non-dégénérescence du symbole
de Hilbert, il existe donc xK E K* (determine modulo K*Ue+1 (l~) tel que, pour

tout u ~ 1+2~K , on ait:

Je me propose de donner une methode de calcul de elle consiste a se

ramener par devissage a une extension relative de degre 2, ou l’on donnera une

valeur explicite d’un x~ "relatif". En analysant de pres le devissage, on peut

peut-etre obtenir une formule pour xK en general, mais je n’y suis pas parvenu.
Voici toutefois une consequence du calcul ci-dessous:

Théorème 2. Si K/Q2 est modérée, on a xK 
= 1 , i.e.:

o

Ceci ameliore Ie cor. a la prop. !1 de [BK2], ou 1’on supposait seulement K

non-ramifie su~ ~~ .

( 1 ) Je note
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Le transfert multiplicatif.

Soit F un corps de caractéristique # 2, et E une extension finie,

separable de F. Dans 1.2.4, on a defini une application

2014~H 2 (F,~/2) ; via la theorie de Kummer, on peut regarder N2
comme une application de dans 2Br(F) (sous-groupe de 2-torsion du

groupe de Brauer de F ). Notons le premier groupe multiplicativement et le

second additivement; alors N2 ales proprietes formelles suivantes (loc. cit.):

si D/E est une autre extension finie et separable, on a (avec des notations

evidentes):

Notons c(E/F) = (-I)n(n-l)/2d le "discriminant a signe " de l’extension

E/F, ou n = [E:F] et d est le discriminant ordinaire.

Lemme 2. Pour tout x E F* , on a:

Demonstration. C’est une application du principe de dévissage utilise dans

[BKI], et que l’on utilisera de nouveau plus loin. Si [E:F] = 2 , la formule

(8 ter) résulte de loc. cit., prop. I.2.5.d et du fait que (x,x) = (x,-I) . Si

D/E et E/F sont des extensions successives, on a c(D/F) = 

on en deduit que le second membre de (8 ter) a une propriete de transitivite

analogue a (8 bis), donc que (8 ter) est vrai pour une extension formee d’extensions

quadratiques successives. Enfin, supposons E/F quelconque ; soit E la cloture

galoisienne de E/F , et K c E une sous-extension correspondant a un 2-sous-

groupe de Sylow de Gal(E/F) . II suffit de prouver (8 ter) apres extension des

scalaires de F a K : en effet, [K:F] est impair, donc ResK/F:2Br(F) --~ 2Br(K)
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est injective. Mais E gFK est produit fini d’extensions ~ de K qui sont

formees d’extensions quadratiques successives; comme
i

et que c(E/F) = IT c(K./K) K*2) , cela termine la demonstration.
i

Cas d’un corps local.

Soit K un corps complet pour une valuation discrete v ; on suppose que

K est de caracteristique zero et que son corps residuel k est de caracteristique
2 et parfait. Notons OK l’anneau de valuation de v ; alors (6) et (6 bis) se

généralisent en:

ou e = e = v(2) est l’indice de ramification absolu et T est le compose des

projections et k- k/P(k) (ou P{x) = x2+x ), Ie groupe k/P(k)

etant canoniquement identifie a 2Br(K) au moyen de [CL], ch.12, p.194, th.2 et

p.163, f3a).

Soit L une extension quadratique de K, de discriminant d .

Proposition 1. Pour tout a E on a:

Pour demontrer ceci, on a besoin du

Lemme 3. Supposons Tr a = 1 (mod At ) . Alors L/K est non-ramifiee, et

(1+4Na)d E K*~ . .
(On note MK 1’ideal de valuation de K .)
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Démonstration. L’image résiduelle de a dans £ (corps residuel de L )

satisfait à une équation d’Artin-Schreier, donc t/k est quadratique, ce qui

prouve que L/K est non-ramifiée. De plus, l’extension Lest engendrée par

a ; la classe de carrés d est donc représentée par (Tr a)2 - 4Na. En utilisant
le fait que (Tr a)2 _ 1 (mod 4), on trouve:

(N.B. Dans {~8K2], on a besoin du meme resultat pour demontrer la prop. 11,

mais il y est prouve incorrectement; on peut utiliser le Iemme ci-dessus pour

"reparer" cette preuve.)

Montrons maintenant la prop. I. D’apres lemme 11.2.1, on a:

le deuxieme terme etant interprete comme zero si Tr(I+2a) = 0 .

Dans le membre de droite, le deuxieme terme est nul vu l’identité (x,l-x) - 0

Supposons Tr a 5 1 (mod MK) . D’apres le lemme 3, L/K est non-ramifiee et

; par suite:

Supposons Tr 1 (mod MK) . Alors on peut ecrire:

Comme Tr a ~ I (mod MK) , v(2+2Tra) = e~ . Si de plus L/K est non-ramifiee,
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d possede un representant dans !+40 ; comme I+Tra est une unite, la formule

(6’ bis) montre que (l+Tra,d) = 0 ; ceci termine la demonstration.

Corollaire. Soit L/K une extension modérée. Alors, pour tout a E on a:

ou T2(a) est la "trace quadratique" de a, i.e. Ie (n-2)e coefficient de son
polynome caracteristique (n = [L:K] ).

Ceci generalise la prop. ll de [BK2], qui est le cas particulier ou L et K

sont absolument non-ramifies. On procède exactement de la meme maniere qu’au lemme 2:

si L/K est quadratique, elle est non-ramifiée, donc 1’enonce se reduit a la

prop. 1 . En utilisant .(8 bis) et son analogue pour T , on vérifie que l’égalité
"passe" aux extensions composees d’extensions quadratiques successives et on termine

en remarquant que la cloture galoisienne d’une extension moderee est moderee et que
si M/K est moderee, eM = eK (mod 2) .

Le theoreme 2 se deduit alors du corollaire ci-dessus exactement comme dans

~BK2~ le corollaire a la prop. 11 se deduit de celle-ci.

Passons maintenant au cas ou l’extension quadratique L/K est ramifiee.

Notons D la différente de l’extension, et t = vL(D) .

Lemme 4. t est egal soit a 2eK+1 , soit a un entier pair  

Démonstration.Soit 03C0 une uniformisante de L , de polynome earacteristique
P = TX + N . Comme 0 L = est engendre par P’(n) = 2TI - T . Mais

et v (T) est un entier pair, d’ou le lemme.

Proposition 2. Il existe Ô E L* tel que, pour tout a E on ait:

Si 03C0 est une uniformisante de L telle que T = Trn # 0 , on peut choisir
6 = ]/2 . S i t = 2e n ~! , , on peut choisir pour 6 tout element de L*
de trace 0 .
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Remarque. Si t  2eK+l t on a t = VL(T) , done en particulier T ~ 0 .

Demonstration. Supposons d’abord T # 0 , et soil 6 comme dans 1’enonce.

Ecrivons a = a 
+ 

t ou a , a2 ~ K . Comme est pair et 

impair, on a vL(a) = par consequent, a et a2 E OK .
Posons 03BB = (1+Tra) i ; alors on a 1’egalite:

Par suite, (À(I+2a),-2a2TÀÖ) = 0 , e’est-a-dire:

On a Cor

De plus,

puisque

Enfin,

Lemme 5.

Par consequent,
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Supposons maintenant

Cor(I+2a,a) = (N(I+2a,a) = (1+2Tra+4Na,a) = + Tra/2) ,

car 20K . ° Mais (Tra/2)2(mod MK} - ,avec 

b E ML ; on a Trb E 2MK ); par conséquent T(Na + Tra/2) = 0 et Cor(J+2a,a) = 0 °

Soit 03C0 une uniformisante de L ; quitte à remplacer 03C0 par 03C0 + 2 , on peut

supposer Tr03C0 = T # 0 ; alors on peut choisir 03B4 = 03C0/T - 1/2 dans la prop.2. On a

Tr03B4 = 0 ; si 03B4’ est un autre élément de trace nulle, il existe a E K* tel que

ô’ = Par conséquent, Cor(1+2a,03B4) = Cor(I+2a,õ) , ce qui termine de démontrer
la prop. 2 .

Corollaire. Soit L/K une extension finie quelconque. II existe 6=6,~
tel que, pour tout a E on ait:

De plus, a les propriétés formelles suivantes:

i) Si M/L et L/K sont deux extensions successives, = 

ii) Soit E/K une extension finie, et = IT Lj . Alors

°L./E (~L) *2 ). 
1

1

Demonstration. De nouveau, on deduit ceci du cas quadratique de la meme maniere

que pour le lemme 2 et le corollaire a la prop.I; les details sont laisses au

lecteur.

Soit K une extension finie de Q . Dans Ie cor. a la prop.2, remplagons
L par K et K par Q ; la formule (1) montre alors que dans (7), on peut prendre

* De plus, Ie principe de devissage, accompagne des proprietes i) et ii)

ci-dessus et des propositions 1 et 2 , donne un algorithme de calcul de xK .
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