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METHODES ANALYTIQUES RISIDES DANS LA THEORIE ARITHMETIQUE

DES CORPS DE FONCTIONS

Ernst-Ulrich Gekeler

0~_Introduction. Un "corps de fonctions" K est toujours un corps de

fonctions d’une variable sur un corps fini Fq a q elements, avec corps

des constantes Fq.
11 est bien connu qu’il L) a des analogies fortes entre 1’arithmetique de
K et celle des corps de nombres contenus dans C. Beaucoup des problemes
de la "theorie des nombres" peuvent etre traduits en "theorie des

fonctions", et souvent, on peut utiliser des techniques de la derniere

dans la premiere.
Dans cette conference, je veux montrer une relation entre

- des valeurs speciales de la fonction zeta complexe de K, et

- 1’arithmetique de certaines fonctions analytiques rigides en

caracteristique p,

generalisant ainsi les conjectures/théorèmes de Brumer, Stark, Mazur,

Tate, Deligne dans le cas des corps de fonctions (voir C12J).

1. Les espaces sumetriques. Soient K un corps de fonctions,o°une place
fixee de K de degre ð, A 1’anneau des fonctions f dans K entieres en
dehors deoo, Koo le complete de K, []~ l’anneau des entiers, 03C0 une

uniformisante le corps residuel de K oo . On normalise la fonction

degre deg: par et on pose i x 1 : = qdeg x . A est
un sous-anneau discret et cocompact de K_, et le quadruple 

ou C est le complete d’une cloture algebrique de K ~, est analogue à

CO, 2, R, C). 
_

Soit r &#x3E; 2 et Tr 1’immeuble de Bruhat-Tits de C’est un

complexe simplicial infini contractile de dimension r-1 dont les sommets

sont les classes de similarite des []~ -réseaux L dans K0393~. Un ensemble de

classes est un i-simplexe si 1’on peut choisir les Li de

telle sorte que Ll c,...c~ On pose

(points de la realisation de Tr?. Cet ensemble correspond, d’après
Goldman-Iwahori [5], a 1’ensemble des classes des normes réelles sur 
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Salt .Q I"’ - {hypersurfaces Koo - rationnellas}

- t C z 1: ... : 1 Iss z i sont indépendants}
- zl,..,zr_1,1 sont indépendants}

et J21 - point . 

L’application

~ : -&#x3E; (- points de a coordonnees rationnelles)

z f---&#x3E; classe de la norme I ou I~ x iz i I

est bien définie (parce que qQ 3, surjective, et les ensembles

03BB-1(simplexe) sont rationnels dans Ainsi, on obtient une

structure d’espace analytique sur 

Exemple: r = 2, q - 2

plCC)- U 
c E 

03BB-1(1-simplexe) ~ {z E Ct tzl - 1}.

Image suggestive:

Le groupe opère sur et sur Cdesormais, nous

ecrirons T a la place de TrCR)), est equivarianta.

Définition: Un groupe arithmetique r est un sous-groupe de GCK)

commensurable a (Pour quelques enonces, il est preferable
d’utiliser une définition plus restrictive, voir 

Un tel r est discret dans avec covolume fini. II opere sur T avec

des stabilisateurs finis, at 1’on a Q) - BT, 03 .

Theoreme: (Harder, Stuhler):

Ci) rBT est un complexe cellulaire, equivalent a homotopie pres a un

complexe fini Cce qui implique dim ,Q)  ~ ) .

(ii) 0 pour i + 0, r-1 



49

Méthodes analytiques rigides dans la théorie arithmétique des corps de fonctions

(iii) Si rest assez petit, on peut calculer la caracteristique d’Euler-

Poincare (i.e. "explicitement" C113.

Dn aimerait aussi calculer pour tous mais, dans le cas

general, la non-p-torsion de r derange.
est 1’espace analytique associe a une variete algebrique affine

sur C Bornons-nous pour 1’instant au cas r = 2. Alors, t M r est
une caurbe nan-singuliere dont la compactiFication non-singuliere Mp est
de genre

Théorème (voir [3J): est donne par une formule explicite, pour

divers groupes r.

L’egalite C~3 resulte du calcul de cohomologie etale des

espaces analytiques. Malhereusement, la theorie de Hiet n’est developpée
que pour i - 0 ou 1!

Soit r un sous-groupe arithmetique de 

Définition: Une forme modulaire de poids k de r est une fonction f sur

Jf, à valeurs dans C, qui a les propriétés suivantes:
(13 Pour 03B3 ~ r, 1 03B3 = (03B3i,j) et z - (coordonnbes inhomogènas),

on a c(y,z3~ f C z 7 avec le facteur d’automarphie

izi + Tr, r .
lir-l

(ii) f est holomorphe sur 03A9r.

(iii)f est holomorphe a l’infini.

11 faut preciser la condition (iii). En gros, elle dit qu’il existe une

compact i f i cat i on canonique de M r - r , et que f possede un

prolongement comme section d’un fibré vectoriel inversible sur 

L’existence d’un tel Mf n’est pas evidente, sauf dans le cas r - 2.

(Pour une definition intrinseque, voir [6J.) 
_

La theorie n’est pas vide, comme le montrent des exemples:
a) Séries d’Eisenstein-Goss:

Ota E Ar

est modulaire de poids k pour r - GCA). On peut remplacer le reseau Ar

dans Kr par un reseau Csous-A-module projectif de rang r) Y c Kr

arbitraire pour obtenir des formes pour 0393 = GLCY). Soit u E K s non dans

Y. Supposans u e avec un ideal ~ de A. Alors
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est modulaire pour Ie groupe noyau de GL(Y) --&#x3E; 

b) Certaines fonctions qui viennent de la théorie des modules de Drinfeld

Dans quelques cas Ci.e. r - 2), on peut completement determiner l’algèbre
des formes modulaires de r C7,~U.

3. Fcnctios zeta partielles. Soit Cs e C, S - la

fonction zeta complexe et g le genre de K. Les resultats suivants sont

bien connus:

Ci) 2CS) est une fonction rationnelle PCS)/C1-S)C1-qS) en S.

(ii) Le polynôme P est de degre 2g, satisfait a PCO) - 1, P(1) - nombre

des points rationnels de la Jacobienne de K et PCX) - qQX2g PC1/qX).

Posons 2ACS) - 
. un ideal

De meme , pour une classe C~.3 E PicCA), la

somme etant etendue sur les w dans (m). Enfin, pour un ideal fraction-

na i re n et pour a E K, 

xeK,x=a mod w

Alors, avec des notations evidontes, on a les relations

qui disent que les Z*,* définissent une distribution. En evaluant ces

fonctions, par exemple en s - 1-r, on obtient d’autres distributions.

H:. Le cas r - 1. Soit m un ideal fractionnaire de A . A m on associe

a) la "fonction exponentielle" e~: C -&#x3E; C,

b3 1’invariant ~(~3 de Hayes 
Ce dern i er est un nombre dans C~, defini a une rac i ne de 1 ’units pres ,

analogue a 203C0i E C*. (Pour des formules soulignant cette analogie, voir

C1J . ) tan a
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Posons, pour a dans K-~

Par construction, les Sa~ sont des entiers algebriques sur K, ce sont des

points de torsion du module de Drinfeld normalise associe à ~.

Théorème [10,4]: On a 

Corollaire : Les conjectures abéliennes de Brumer, Stark, Mazur pour les

corps de fonctions sont vraies.

Pour 1’~nonce des conjectures et une autre demonstration, due a Deligne

et Tate, voir [12J. La conclusion "theoreme implique corollaire" est

aussi demontree dans C10J. L’avantage de cette demonstration est la

construction explicite (par des methodes analytiques!) d’une fonction

ayant le diviseur principal prescrit par les conjectures.

5. Le Comme dans le cas r -1, nous avons une relation entre

points de torsion des modules de Drinfeld de rang r - 2, et la

distribution des valeurs des fonctions zeta en s ~ 1-r - -1.

Soit r un sous-groupe arithmetique de avec G - GL(2). Les pointes
de r, i.e. les points de Mp non dan~ sont parametrees par l’ensemble

f i n i Bornons-nous, pour f i xer les idées, au cas r - Une

f orme modulaire f de r sat i sf a i t a f C z J s i a e A , de même que

eA(z). Posons

Alors, test une uniformisante de M r en la pointe oo, analogue a qCz) -

expC2TIiz) dans le contexte des formes modulaires classiques.

Posons enfin, pour 0 t a E A et Ie réseau V - A2

C’ est une forme modulaire de poids q2deg a-1 de r sans zeros 
Theoreme: Pour chaque ideal nonzéro y de A, il existe un polynôme Redans

C ou By est l’anneau des entiers d ’ une extension f inie abélienne de

K3, de la forme

tel que
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le produit convergeant pour ttt I assez petit.

En fait, il existent des produits analogues
- 

pour des formes modulaires plus générales que 0394a; -

- 

pour des groupes P plus généraux que GCA);
- 

pour des pointes differentes de oo E (voir C~3).

Notons seulement le

Théorème: 50i t Y un ráseau dans K2 , """ un idea 1 , u non dans Y ,

v dans GCK) tel que pour des ideaux fractionnaires

~.,j~ de A, uv - Alors, comme forme modulaire de 

a un zero d’ordre en la poi nte correspondant

a 

Corollaires et remarques: Ci) Pour tous les coefficients de Laurent de a
Cet les autres produits en question), il n’y a qu’un nombre fini de

facteurs qui interviennent. Ainsi, les coefficients de sont

des entiers algebriques.
Cii) Pour chaque sous-groupe de congruence F de GCA), les pointes

engendrent un groupe fini dans la Jacobienne de COn peut construire

assez des fonctions modulaires dont les diviseurs sont concentres dans

les pointes.)

Ciii) En utilisant la relation entre differentielles et formes modulaires

et la connaissance du diviseur on peut calculer C33. ~

Civ) 11 faut comparer Ie produit pour 0394a avec

(v) On peut voir que les cas r = 1 et r = 2 sont completement analogues
en ce sens que la distribution construite a partir des points de torsion

des modules de Drinfeld de rang r s’identifie a celle construite a

partir 

6. Le cas general r 2 2. Si 1’on veut obtenir des formules explicites

pour h*(r3 cr arithmétique dans GCK), G - GL(r)), il faut disposer

a) d’une compactification canonique de 

b) d’une théorie 1-adique etale des espaces analytiques comme

indique dans avec les proprietes usuelles: théorèmes de changement

de base propre, Künneth, GAGA, qui donne des "bonnes" valeurs sur des

"bons" espaces. Alors, apres avoir calcule resp.

de T)), on peut relier st et, de façon

analogue, reduire Is calcul de a des questions sur les formes

modulaires de r, qui sont bien traitables. Le conferencier, n’etant pas
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specialiste d’analyse rigide, se detourne de b), mais propose d’etudier

cette question.

En ce qui concerne a), nous avons le

Théorème: Ci) II existe une "compactification de Satake" de i.e. une

C-variete algebrique projective, normale, virtuellement non-singulière Hp
et une immersion ouverte, dense Mr&#x3E; qui est une compactification

minimale de 

(ii) les composantes irreductibles de !1~ sont des diviseurs,
isomorphes a ou r’ est un sous-groupe arithmetique de GLCr-1,K).
Elles sont en bijection avec 1’ensemble fini 

(iii) les series d’Eisenstein-Goss de r ont un prolongement a Mr;
Civ) pour les ordres des le long des diviseurs cuspidales de Cii),

on a des resultats analogues a ceux ou r egale 1 ou 2 (i.e. ordre ~

valeur des fonctions zeta partielles en s - 1-r).

La demonstration est de nature anelytique: Par un procédé inductif, on

colle les composantes de dimension i-1 a celles de dimension i, a l’aide

des formes modulaires. Un autre outil est la theorie de reduction sur

présentée dans [8].
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