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REPRESENTATIONS p~ADIQUES DE DIMENSION INFINIE
DE SOUS-GROUPES OUVERTS DE SLE(QP)

. .k
par Alain ROBERT ( )

On étudie des représentations de SLZQZP) et de ses sous-groupes
de congruence dans des espaces de Banach p-adiques. En particulier,
on s'intéresse 3 1'irréductibilité topologique de telles représentations.
Denplﬁs, on examine les cas ol les représentations considérées se
prolongent a SLZQZP) voire 3 SLZ(Qp) . Les groupes en question ne
supportent pas de mesure de Haar p-adique (ils ont des sous-groupes
ouverts dont 1'indice est une puissance arbitrairement grande de p).
On ne s'étonnera donc pas que de tels groupes ''compacts' admettent des

représentations topologiquement irréductibles de dimension infinie.

1. Représentations p-adiques des sous-groupes de congruence principaux.

Nous dénoterons par Qp le corps des nombres p-adiques, Ep
représentant un complété d'une cldture algébrique Qp de Qp . Ainsi,
le corps Ep est 34 la fois algébriquement clos et complet pour une
valeur absolue, simplement dénotée par l.‘.l‘, qui prolonge la valeur
ébsolue usuelle de Qp » Ce corps mp.joue le rdle de corps universel.
(i1 est isomorphe non qanoniquement.au corps des nombres complexes C).

Lorsque p # 2, les sous-groupes de éongruence principaux Kn
sont définis par

Kn= {gé.SLZ(Ep) :g:—:lmodpn} .
Ainsi, K est un sous-groupe distingué ouvert de K = SLGZP) - Pour
pouvoir traiter uniformément tous les nombres premiers simul tanément,

NnouS POSerons encore pour p = 2

K = {gesL,@,) : g=1md il O

* . ” 4 L )
(") Alain ROBERT, Institut de Mathématiques, 20 chemin de Chantemerle,
CH-2000 NEUCHATEL (Suisse).



Nous définiroas une premiére famille de représentat.ons, de K1

dans 1'espace de Banach p-adique
<D

vy — { r — i "

H = ér.?(x) = éaix : aiedlp s (ail - 0 } .
La norme d'un él&ment’ © €H est définie par

el = Sup la.| = Max {a4]

/4 - /A

Comme toute série p-adique converge dé&s que le module de son terme

général tend vers 0, on voit que la série définissant une ¢ €H

converge pour tout x € & satisfaisant {x| = 1. Il est bien connu que

fell = Sup j¢(x){ (borne sup calculée sur lesix|= 1 de d:p).
Lorsque g = (i 2) € K; , on pose
t t ax *c
glx) = g x = =74

Lorsque X e@p satisfait {x{ =1, on a donc aussi itg-x{= 1 (g é.Kl).
Les entiers p-aciques k et { é.ZZp étant fixés, on définit la représen-

tation 1 2‘ de K; dans H par la formule

< +
[T e @ @] (o = (ox + Bk ) gocgjﬁ 5 -
Ces expressions ont un sens car par e.emple
ox + ) = & (1+b§)k - kZ()bJ xJ a3
. J 0

est bien défini: de&l + pr (resp. d&1 + 422 sip=2), et la

série du bindme est convergente puisque

;bx/di = {bi <1 (en fait < 1/p)

“y

pour les éléments considé€rés. On vérifie sans peine que T p est

g ]
bien une représentation grice aux propriétés de cocycle des expressions
bx + d et a + ¢/x . De plus, ces représentations sont continues.

dans le sens que les appiications
Gxd =-» 1 : , —> T
> (g5 ¢) e8¢

sont continues. En fait, les homographies x +> tg-x produites

par des matrices g G_Kl normalisent 1l'ensemble x| =1 de (Ilp de

sorte que

fi @ t(g)(fi fell (g €K, , ¢en) .
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Tous les opérateurs . e(g) (g e_l(l) sont isométriques et inversibles
b
et nous dirons simplement que ces représentations T e Sont unitaires.-
, unitalres
Pour de telles représentations, la continuité &voquée ci-dessus

résulte de la continuité des applications

g > e
3 1l'origine de K1 .
Voici le premier résultat.

Théoréme 1. Les représentations & ke d¢ de I(1 sont continues, unitaires

et topologlquement irréductibles lorsque k€Z et { &7 . -

La démonstration d'irréductibilité topologique est similaire a
celle donnée dans {R] Contentons-nous de rappeler son principe.
Tous les vecteurs @ €H sont des vecteurs lisses de 'n:k Y
La dérivée 1C‘k P) de TEk ¢ agit donc dans H tout entier par
endomorphismes continus

Ty ¢ ¢ SL,@) —> End(H)

I1 est facile de déterminer 1l'action de ces représentatirns sur une

base de 1'algébre de Lie slz(Qp) . Prenons donc la base
_ . 0, . _ 01 _ 0 0
h = (0 _1) y €% (0 0) > f = (1 0)

de 512'((Qp) . L'action du premier générateur s'obtient en dérivant
1'action du groupe diagonal donnée par )

0 €-k 2
Tyl -0 ¢ ) = 2 ¢ |
Dans la base “orthonormée" C J) e de H formée des puissances

@5 (x) = J, on a simplement

a o L-k+2j
T oG 2gy = 2,

d'ot
Tl eMas= 1wl G Do, = (£-ke2i)
k, M ¥5° Ty oo .10 95 )¢5
En utilisant 1'opérateur degré D = x(d/dx) : (’oj >

nous avons trouvé
Ty ) =£€-k+2D.
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En dérivant de méme 1l'action du sous-groupe a un paramétre

(i (1)) = exp c(g g) = expctf,
donnée par

n o, e ) = a+9 exe0

kel 1P & x ¢ ’
on trouve

' . ¥ '

The®e = x + ¢ -

L'opérateur 7r1'(’e(f) agit donc sur la base par ?j > (£+ 3) P5-1
d'ou

, 1 -¢4d ¢
Tck,£(f) ~= ;(‘e"’ D) = X a’ X

Fiﬁalement, la dérivation le long du sous-groupe 3a un paramétre

G5 = epb p = epbe
conduit 2

Ei(’e(e) (fJ = (k- J)(PJ‘*'l
puis a

Ty ple) = x(k-D) .

I1 en résulte comme dans [R] que le projecteur H —» G:p P 19> ?(0)%.
peut &tre approché par un produit infini convergent ne faisant inter-
venir que des opérateurs images de ceux de 1'algébre enveloppante de 512.
Lorsque k et £ ne sont pas des entiers, tout sous-espace invariant # 0
fermé doit donc contenir les constantes, puis tous les mondmes ‘fj

et donc coincider avec 1l'espace entier.

Remarques. La démonstration précédente montre que la restriction de
toute réprésentation nk,eé un sous—groupe ouvert de K, est encore
topologiquement irréductible. En effet, un tel sous-groupe a la
méme algébre de Lie slz(Qp) que K1 . D'autre part, les formules
données pour l'action des générateurs e, f et h par 751'(’ ¢ permettent
de domner l'action de 1'opérateur de Casimir Q (générateur du‘centre
de 1'algébre enveloppante de slz). On a en effet »

Q= (W% + ih + fe
d'ou
T o@ = 1€+ 1(L+ k+ D)



Les représentations que nous avons construites sont rationnelles
sur Qp Elles agissent en effet dans 1'espace de Banach sur Q
formé des ¢ €H ayant tous leurs coefficients aJ e Q Elles
sont h-diagonalisables sur (Q et sont bien déterminées par les

deux paramé€tres a) classe des valeurs propres de h (c'est un

&lément de Z_mod 2Z ) b) valeur propre de 1'€lément de Casimir Q.

P
Finalement, observons encore que si k est entier, 1'op€rateur

7:1'( e(e) applique ‘f’ sur (k - j) <f.+1 donc ka sur 0. Le sous-
espace de H engendre par les q> d'1nd1ce j € k est invariant.
Similairement, si € est entier, k, ¢ (f)q>_ e= 0 et le sous-espace
engendré par les q ~d'indices j 2 - € est invariant. Lorsque

k > . -{ sont smultanement entiers, on trouve ainsi un sous-espace

de dlmensmn finie invariant dans H.

Zt‘Représentations du sous-groupe d'Iwahori.

Examinons un cas réductible typique parmi les représentations
m, p définies précédemment. Nous choisissons le cas £ =0, cas
3’
dans lequel le sous-espace

={peH: ¢x) = Z a.xJ}
est invariant. Introcuisons aussi le sous-groupe d'lwanori I de
KO. = SLZQ?) ¢éfini par

- - (@ b . R o=

I ={g=( €K : b:O@p}.
C'est un sous-groupe ouvert d'indice p+l dans K0 (on en donnera un
systéme de représentants des classes dans la section suivante).
La restriction de la représentation T o a H_ s'étend canoniquement
2

en représentation m du sous-groupe d'Iwahori I O Kl. En effet,
lorsque €= 0, seul le facteur d'automorphie (bx + d)k apparait
dans la définition de T o > Ce qui rend superflue 1'hypothése

= 0. Comme dans (R}, nous prendrons k = (ko’kl) € X avec

X =Z/(p-1) Z =Z; sip ¥ 2 et X =Z/2Z=Zy sip =2

et dénoterons simplement par 1, cette représentation de I dans H_ .
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La notation est donc celle de la Note [R] 3 la différence prés que
puisque nous utilisons l'action q(tg-x) au lieu de la translation
a gauche (f(g‘l-x) , nous devons travailler avec le sous-groupe d°

Iwahori supérieur: une raison de ce choix apparaitra dans la section.4.

Théoréme 2. Les représentations m de I dans H, sont unitaires,

continues, topologigquement irréductibles lorsque k € N. Elles ne

s'étendent pas en représentations de 1(0 .

Montrons simplement pourquoi ces représentations ne peuvent

se prolonger au sous-groupe compact KO . Tout prolongement

fournirait un opérateur -Tc(w) =Aavec W = (g -(1)) e K 5 et donc
une équivalence entre les représentations
-1 -1
g > Tck(g) et g +—> ‘ntk(w gw) = A 7rk(g) A

En prenant pour g les matrices diagonales (g agq) , on voit
cependant que les poids (ou valeurs propres de Yl'c(h)) ne sont
pas les mémes : la premiére représentation conduit i la suite

a x+2j (ou -k+2j) pour j €N,

tandis que la deuxiéme fournit la suite

a¥ 23 (ou k- 2j) pour jEN .

Remarque. Les éléments -peH_ sont donnés par des séries anJ
convergeant dans le disque unité (x{<1 de C b Pour ces 7 20

fonctions, on a

[xj=1 x|

(principe du maximum p-adique!').

Igl = Sup [p)| = Sup [¢(0)]
x[<1

- Indiquons encore comment on obtient une dualité entre H/H, et H ,
considéré&s comme Kl-modu_les a l'aide des représentations 7 k-2 T€sP- T .
La base‘ ((fj)
respectives

-k, -k+2, ~k+4, ...
dont la plus petite correspond au ''vecteur minimal" (f’ o = leH .

5€N de H_ diagonalise TEk(h) avec les valeurs propres

Dans le quotient, on trouve les valeurs propres

-x-2, -k-4, -k-6, ...
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dont la plus grande correspénd au ''vecteur maximal'
¢y (mod H) € H/H,

La représentation ( Ek‘l( , H/H,) correspond donc 3 un module de
4

Verma_intégré 2 K; que nous dénoterons par k2

Théoréme 3. L'accouplement

(¢,ymod H) > Reso((f\y dx)
H ~H/H —= ( D '
est m; etm_,_, &quivariant: il fournit une dualité entre

(T > H,) et (g, »HH, )= (nSHH,) .

D'autre part, la forme bilinéaire canonique de Jantzen du module de

Verma (nrk » H/H) est donnée par la formule

BgnodH, , pmodH,) = Res , o) (1+10° () ¢ () dxade.

L'&quivariance indiquée provient simplement de 1'invariance
par changeinent de variable de 1'intégrale de Cauchy p-adique
(cf. [FP] p.19 ou [GP] p.93) . Quant 3 la forme bilindaire de
Jantzen, elle est complétement déterminée par sa normalisation

B(x"1 modH_._,x’lmodH+) = 1

et sa contravariance. Cette derniére permet de calculer par induction
les valeurs de B sur les couples. formés de deux &léments de base :

en introduisant la base

e - 1/x3*! mod H, . (5%0)

de H/H, , on doit avoir B(e_i,e_j) = 0 pour i # j et par exemple
 B(Xe_je)) = BleXe) (X, =wfe), X_=rX®),
d'ou
‘ B("keoseo) = B(e-l’-e-l) ’
Ble_;,e_;) k.
Finalement, on trouve

ft

it

Blejpe ) = () = k(kel)o.. (kej+1)/3t
On utilise alors simplement 1'observation
k = & ¢
_Resx=0 1+ tx)" x 7 dx/x (J.) t

pour trouver la formule annoncée.



3. La série discréte p-adique de SLZ(QD) .

Dans cette section, nous examinerons plus particuliérement
les représentations Ty du sous-groupe d'Iwahori I lorsque k est
un entier strictement négatif. Elles agissent dans 1'espace de

Banach H_ et sont topologiquement irréductibles. Puisqu'elles ne
peuvent &tre prolong€es au sous-groupe compact maximal K = K 0 =
= SL,@ p) de G = SL, (Qp) , Nous construirons les représentations
induites

~ K ~

1Ck IndI(TL'k) dans H

Les classes 3 droite de I dans K peuvent se représenter par les

éléments
_ 0 -1 . _
s;=( j) (0<i<p) et sp =1

On a en effet une décomposition en classes disjointes

Kk = 1L s ;I
0<isp =
La représentation induite T, va agir dans un espace de Banach somme

directe de p+l copies isomorphes a H_ :
H = @ H. avec H. =T (s:) H
0<igp i i =™ (s3) Hy

(donc Hp = H,)). Comme on a (pour i < p)

. k,t s k 1
A-x"¢(s;x) = G-9¢G6G=5
on prendra pour H. 1'espaces de Banach formé par les développements
. k-] . ]
cfi(x) = Z a; (i-x)°3 = Z-. aj(l-.- x)7?
j=z0 32 7k
qui convergent pour |x-if{21 , i.e. @ l'extérieur d'un disque ouvert
de rayon unité centré en i. Or on sait qu'une fonction analytique
sur le complémentaire d'une réunion finie de disques ouverts de Pl

s'exprime univoquement comme somme de parties principales centrées

en chacun de ces disques (cf. [G] ). En d'autres termes, les &léments

de
¥- @D un - & H, ® H,

0<igp =  0<i<p
s'identifient aux développements
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f(X) = Z z aij 1 . + Z. a-XJ i
0<i<p j»-k (x - i)7 j >0
ayant des suites de coefficients

iaij’ ~>» 0 et 1aj] ~> 0 lorsque j ~>oco.
Rappelons que k est un entier strictement négatif et donc que -k > 1
est un entier s}:rictement positif. Ces développements représentent
des fonctions analytiques sur le fermé

’Q'l = {xemp D xjgl et |x - i} 21 pour Oéi<p}

de 1a droite projective. I1 est clair qu'on a aussi

"Ql = {xemp D lx]g1l et]x - a]»1 pour tout aer} .

La norme &e H peut se calculer de diverses fagons
J £ = Max JE)| = Max ( fa;.],]as])
Q, i,j a1 1%

Théoréme 4. Les représentations ('fk , H) sont unitaires et continues

pour k entier strictement négatif. De plus, il y a un sous-espace

dense HY de H sur lequel la représentation Tt'k se prolonge canonique-

ment en représentation de G = SL2 (Qp) tout entier. I1 y a une

LW . i s
topologie d'espace de Fréchet sur H rendant continue 1'injection

canonique H? - H et pour laquelle la représentation ﬁ(

étendue 3 G est continue.

Voici la construction de 1l'espace H®. Pour n entier z1,
on pose

- - n-
Q. -{xeﬂ‘,p D Ix{<D

Chaciue partie _Q.n. est le complémentaire dans l"‘l (Glp) d'une réunion

Let x - app1/p™t VaéQp} .

finie de disques ouverts-

N c...cQc ... C U_()_n= €, -Q -
o , nzl
Les éléments f & H sont les fonctions analytiques sur G:p -Q

dont la restriction a 'Ql admet un développement de la forme P
requise pour appartenir a " (coefficients a; j =0 -pQur 0<j <-k
et 0€i<p ). Si on dénote par H" le sous espace de H* formé des
fonctions analytiques sur 'Q‘n avec la norme Max (prise sur .Q.h) qui
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en fait un espace de Banach, on a

H®= m " cH
nyl
La famille dénombrable de normes

lel, = e Jecal

mmit H* d'une structure d'espace de Fréchet rendant 1'injection

O ard
canonique H” >H continue. Ces représentations
Tyt 6=5L@Q) —> Aut (HD

ont &té &tudiées par [MM] . On convient de dire qu'elles constituent
la série discréte p-adique de SL2 (Qp) ([MM] parlent aussi de repré-

sentations analytiques de SLZ (Qp) ).

Remarques. Les représentations 7l:k de K1 sont lisses dans le sens qu'
elles ont une dérivée permettant de représenter 1'algébre de Lie 512
par op€rateursbornés agissant dans 1'espace de Banach H tout entier.
Néanmoins, pdur pouvoir &tendre les représentations fk de K = K
a G tout entier, on doit se restreindre & un sous-espace dense formé
de "vecteurs analytiques'. Morita fournit une démonstration (apparem-
ment incomplate?) de 1'irréductibilité topologique de (#,(G),H®).
Je ne sais pas démontrer que (Ek(K), ﬁ) est irréductible. On se
reportera au préprint [M2]pour ce qui concerne 1'anmonce de Morita.

23~-10
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4. Interprétation cohomologique.

Faisons agir le groupe G = SL2 (Qp) a droite sur 1'espace Pl
par multiplication matricielle

(u:v) > (u:v)(i g) = (au+&:bu+dv) .

Lorsque v # 0, on identifie (u:v) = (u/v:1) 3 x = u/v et on retrouve

1'action (3 droite) x > tg-x donnée par homographies. L'image de
1'origine (0:1) de ]P1 par la matrice g = (i g); est le point (c :d)
de Pl correspondant a ¢/d si d # 0. Le stabilisateur de 1'origine
est donc le sous-groupe de Borel

B ={g=(2 3)€G : c=0}.

On peut donc identifier la droite projective Pl (Qp) au. quotient B\G
G — B\ =% Pl(Qp)
g > Bg > (0:1)g =c/d

Le relévement de poids k de fonctions sur P’ 3 G est défini par

la formule
G D= de(:Dg = & gle/a) .

11 est bien défini lorsque k € Z est entier. Nous pourrons aussi
1tutiliser pour relever des fonctions définies dans |x|g1 et les
relever au sous-groupe d'Iwahori I. Dans ce cas, dk sera bien défini
pour keX = Z/(p-1XZ = Z, etd E,Z; (vour p = 2, on prendra
encore keX = Z/2Z sz ). Le
relévement de poids k transforme donc fonctions sur |xi<1
en fonctions sur I et -fonctions surix| = 1 en fonctions sur K,
(dans ce dernier cas, seule la composante dans Zp de k importe).
11 entrelace la représen;ation 7 et la représentation réguliére
droite sur 1'espace de fonctions obtenues. Les fonctions F

obtenues par relévement satisfont toujours aux relations

Flpg) = Xy (0 F(g@) (p €B)

a b

k -1
» Xk G @ = @

Xk(g a}‘)‘) = a

23-1



Limitons-nous au cas entier ke Z. Le faisceau Ly (ur Ky,
I ou G) consistera précisément des relevées locales Fq avec

¢ rationnelle sans pdle sur 1l'ouvert correspondant (de x| =1,
|x] €1 ou p! resp.). Dans le modéle B\G de Pl, la droite affine

(complémentaire de ooePl) est représentée par le sous-groupe

- _ 1 0 .
N -{(x D) €6 : erpjc—aB\G
et le disque unité |x|<1 par

Ny = {G DeN s

On a une suite d'inclusions d'espaces de sections globales
HO(B\G , L,) dimension finie ( # 0 <= keN) ,
(N, L) fonctions polynomiales , »
HO( N¢qo L,) sections rat. avec pdles hors de |xi< 1.

L'algébre de Tate utilisée systématiquement depuis la section 2

s'identifie 3 un complété convenable de ce dernier espace, formé
de sections analytiques rigides de Lk

Hy = Hlioiae( Ngpo 1) - .

Le théoréme de Borel-Weil indique que le G-module HO(B\G , Lk)
est le dual du G-module irréductible de poids dominant k. C'est donc
le G-module irréductible de poids minimal -k (nul si k &N ).

Ceci correspond bien au fait que dans I-IO(N;.1 , Lk) » Nous trouvons
tous les poids '
-k, -k+2, ..., -k+2j, ...
et lorsque k }0, (n'k , H +) contient un sous-espace invariant de
dimension finie ayant les poids
-k, -k+2, ... , +k (dimension k+1) .

On a vu que le dual de (7L'k , H,) est isomorphe au module de
Verma (Tl:k =T 9 H/H,) ayant poids dominant k. Un modéle
cohomologique de ce dernier est fourni par la cohomologie locale

H}{O}(B\G » Ly ®) (w faisceau des formes diff. p-ad.).

Cet espace est en effet un module pour 1l'algeébre de Lie q = slz(Qp).‘
La dualité fournie par le thé€oréme 3 &tend la dualité de Serre entre

23-12
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HOB\G , L) et H(B\G, L, ow)

et est compatible 3 la dualité locale. Dénotant par Y = C.B\G
1'espace H§(B\G s -k ® W) est un module pour K1 et I pulsque
Y est invariant par translations 3 droite dans B\G. Voici un

diagramme résumant la situation.

Anneau local analytique dualité

de Lk en e € B\G “locaie %B\G_ > L—k ®w)
J Th.3 1
H gide(Ys 10 -ty HEG, Ly o)
N) .
K B\G , L) dualité = pyle\G , L, ®w)
Lk <—de Serr? ~k;

La premiére ligne est constituée de q,-modules, la seconde de
I-modules et la troisiéme de G-modules.

Remarques. Il serait intéressant d'établir un analogue du théoréme 3
en dimension supérieure, i.e. pour un groupe de Chevalley G sur 0 X
possédant un sous-groupe de Borel B déployé sur Qp . Avec

X=B\G DY =N, D{0} etm=dinX)

(N” étant engendré par les exponentielles des générateurs de Chevalley
correspondant aux racines négatives, le polydisque N, <q oSt aussi bien
défini), la suite exacte de cohomologie locale donne une suite exacte

H?‘,}(X) — H'(X) — H'X -{0})

ol tous les coefficients sont pris dans le faisceau Ly®w

(k est pris dans le réseau des poids et w est la puissance extérieure

de degré maximal m = dim(X) du faisceau des formes différentielles sur X).
Puisque 1la variété X - {0} n'est pas compléte, le théoréme de

Lichtenbaum prouve que H'(X - $03) = 0. Donc 1'application

Hig 0 —> H'(X)

est surjective : elle représente le module de dimension finie Hm(x)
comne quotient du module de Verma o 3(X) par son sous-module
maximal. Ce dernier s'identifie donc 3 1'image de Hm X - {0})
dans H'?,}(X) . C'est une formule de Cauchy p-adique 3 plusieurs

variables qui devrait fournir la dualité au niveau rigide.
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