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GEOMETRIE RIGIDE ET COHOMOLOGIE DES VARIETES
ALGEBRIQUES DE CARACTERISTIQUE p

par Pierre BERTHELOT (')
[Laboratoire associé au C. N. R. S. n°® 305]

Depuis une vingtaine d'années, le probléme de la définitinon d'une théorie cohomo-
logique "p-adique" pour les variétés algébriques sur un corps k de caractéristi-
que p a suscité de nombreux travaux. Les théories qui ont été introduites sont en

gros de deux types :

(a) La cohomologie de Dwork-Monsky-Washnitzer. — Dans diverses situations (hyper-
surfaces [6], [7], [3], [9], revétements d'Artin-Schrzier [10], etc.), DWORK a cons-

truit et étudié des groupes de cohnmnlngie, munis d'une action de Frobenius, et dont

la variation, dans le cas d'une famille de variétés, est contrdlée par une équatinn
différentielle. L'idée de considéresr des espaces de séries formelles "surconvergentes
qui est & la base de la théorie de Dwork, a été reprise par MONSKY et WASHNITZER
([23], [24], [25]), grace & la notion d'algébre "faiblement compléte" : ils ont dé-
fini une théorie ecohomolngique pour les variétés affines et lisses, en prenant la
cohomnlogie du complexe des formes différentielles & coefficients dans une slgébre
faiblement compléte relevant 1'algébre affine d'une telle variété. Mentionnons aussi,
dans le méme ordre d'idées, les travaux de LUBKIN sur 1l'homologie p-adique [22],

basés sur 1'emploi de faisceaux d'algébres faiblement completes.

(b) La cohomologie cristalline. — Motivée notamment par 1'étude de phénoménes spé-

cifiques awx variétés de caractéristique p et relids & la p-torsion de la cohomn-
logie, la cohomologie ciistcelling fournit des mndules de eohomnlogie sur 1'anneau
des vecteurs de Witt & coefficients dans k (supposé parfait pour simplifier),
grace 3 une technique permettant 4d'intégrer les formes différentielles par rapport
a4 certains paramétres : 1'adjonctinn formelle de "puissances divisées" & un idéal.
Pour les variétés propres et lisses, cette méthnde fourmit une théorie ayant les
propriétés usuelles des théories cohomnlogiques ([2], [4], [15]), et les phénoménes
de torsion sont maintenant bien compris, grace aux travaux d'ILLUSIE, RAYNAUD et
EKEDAHL sur le complexe de De Rham - Witt ([16], [17], [18], [19]). En dehors du cas
propre et lisse, la théorie est par contre moins satisfaisante, d'une part parce
qu'elle ne prend pas an compte les phénoménes de surconvergerce dans le cas non pro-

pre, d'autre part parce qu'elle intrnduit une pathologie particuliére aux algébres
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34 puissances divisées dans le cas singulier.

Nous allons ici expliquer comment ces deux théories peuvent s'interpréter du
point de vue de la géométrie analytiquc rigide, et montrcr comment cette interpré-
tation méne & une généralisestion commune, la "cohomolngie rigide" ; celle-ci devrait
fournir, pour les schémas séparés de type fini sur un corps de caractéristique
p > 0, une théorie ayant des propriétés anaslogues & celles de la cohormnlogie g-
adique, pour % £ p , ou de la cohomologie de De Rham en caractéristique O (au
sens de [14]). Dana le cadre de cet exposé, nous chercherons seulement 3 expliciter
les idées qui permettent de définir une telle théorie ; les démonstrations seront
publiées ailleurs [ 3]. Nous espérons également revenir ultérieurement sur les liens
étroits qui existent entre cette théorie et les travaux de Dwork, Sperber ([29],
[30]), Adolphson-Sperber [1], Robba [28], ... .« Indiquons simplement ici le principe
qui semble se dégager : Les espaces de "eohomologie enalytique" étudiés dans ces
articles (mnis de leur Frnbenius et éventuellement du systéme différentiel qui con-
trdle la variation de ces espaces) s'interprétent comme certains faisceaux de coho-
mologie rigide associés & une famille de variétés en caractéristique p , faisceaux
qui possédent, dans les cas considérés, une structure naturelle de "F-cristal sur-
convergent" (cf. ¢ 4) ; d'autre part, la "théorie duale" est 1'étude de la cohomolo-

gie rigide & support propre dans la mdme situation.

Ce travail est le prolongement d'une réflexion menéde avec OGUS sur la cohomologie
cristalline "3 isngénie pres" [5], et c'est un plaisir de le remercier pour les
nombreuses et stimlantes discussions que nnus avons eues. En particulier, la notion
de "cristal convergent" cxplicitde en 4.1 a été dégagée au cours d'un travail com-

min, et correspond & celle qu'étudie OGUS dans lc cadre de la géométrie formelle
dans [26].

On désignera par K un corps de caractéristique O , complet pour une valeur ab-
solue non archimédienne ; on notera ¥ 1'anneau des entiers de K, T son idéal
meximal, k son cnrps résiduel, supposé de caractéristique p > 0, et
1"* = IK%| 2 Q< B* s OU IK*I est le groupe multiplicatif des valeurs absolues des

éléments non nuls de K . Enfin, pour tout anneau topologique 4, A{tl s see tn]
désignera 1'anneau des séries formelles restreintes (i. . dont les coefficients

tendent vers 0O ) & conefficients dans A .

1. Tubes et cohomnlogie naive.

Le lien entre les schémas sur k et les espaces analytiques rigides sur K s'é-
tablit par l'intermédieire des schémas formels sur ¥ , grace & la construction de
la fibre générique d'un schéma formel, due & RIYNAUD [277.

(1.1) Soit A une v-algebre sépardée et compléte pour la topologie p-adique.
Rappelons que le Y-schéma formel affine P := Spf(A) a pour espace topologique
sous-jacent celui de Pn = Spec(A/pn.A) (qui est aussi celui de Spec(A/®.4) ),
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et pour faisceau d'algebres le faisceau Qp = lim %‘ o« Un ¥-schéma formel est
un espace topologique P mumni d'un faisceau de VY-algebres %y possédant un re-
couvrement osuvert (Pi) tel que (Pi , @Pl Pz) soit un ¥Y-schéma formel affine ;
les merphismes de VY=-scldémas formels sont définic dc maniére évidente. Nous dirons
que P est de type fini, si P posséde un recouvrement fini par des ouverts affines
de la forme Spf(Ai) , Ou Ai est quotient d'une algeébre Y{tl s sos tn} , et que
P est séparé si le mrrphisme diagonal est une iumersion formée ; tous les echémas
et schémes formels considérés ici seront supposés séparés et de type fini. Si

usg P —=> P est un mrphisme de Y¥Y-schémas formels, on dira que u est lisse si

n - .
sa réduction . ®9iulo p~ est un mNIphisme lisse pour tnut n .

A tout Y-schéma formel P, on assncie un cspaoce analytique rigide P sur K
de la fagon suivante.

~

(i) si P = Spf(a) , ou 4 est qugtient de ¥{t, , «.. , t }, alors L@K est
une algébre de Tate, et on définit P par P := Sp(A ® K) . On observe que, si

x € Sp(L ® K) correspond & un idéal maximal d < A® K, l'image R de A dans
K(x) 1= (A& K)AL est une V-algdbre finie, plate et intégre. Réciproquement, la
donnée d'un tel quotient R de A4 détermine par tensnrisation avec K un idéal
maximel de L & K .

(ii) On tire de cette remarque la description des points de P dans le cas géné-
rel : par définition, les pnints de P sont les sous-schémas formels fermés de P ,
intégres, finis ot plats sur ¥ . L'algébre R d'un tel sous-schéma Z est une
¥-algébre locale, tellc que R/ R soit artinienne. Fn particulier, le support de

by

Z est réduit & un point 2z € P, qu'on appellera spécielisation du pnint =z € P
correspondant & 2 .

(iii) Soit sp : P -—> P 1l'epplication qui & x € P associe sz spécialisation.
Si U< P est un ouvert affine, sp_l(U) est en bijection aveec U , et est donc
mmi d'une structure d'espace analytique rigide. On vérifie que, pour U varigble,
ces structures se .ecollent, ce gui munit P d'une structure d'espace analytique

rigide, fonctorielle en P . On dira que P est la fibre générique de P ; 1'appli-

cation sp: P --> P s'étend de fagon évidente en un mnrphisme d'espaces annelés,
qu'on appellera morphisme de spécialisation.

Exemples. ~ On suppose K algébriquement clos.

(2) P= ;r‘:’ , 1l'espace affine formel sur ¥ . Llors P= E‘»pf‘(‘i{t.l yese tn}) , et
P= Sp(K{tl yeoe s tn}) est la boule unité fermée de (:-i.;) & Un point x de P
est défini par (gl y o ee ,gn) e ¥, et sp(x) est le point (57_;1, .o ,En) de 1'es-

. n - ’ s
pace affine 4y sur k, les gi étant les classes résiduelles des gi .

(b) P= g\} s, l'espace projectif foriel sur ¥ . /dors F est 1l'espace pmjectif
enzlytique sur X . Un point x € P peut 2tre représenté par des corrdonnées homn—

genes (go,... ,gn) » Ou g €Y, et l'un des &, n'est pas dans T, st sp(x)
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est le point de coordnnnées homogeénes (EO y see En) de fi .

(1.2) Supposons la valuatinn de K discréte, et k parfait ; seit ® 1'anneau
des vecteurs de Witt 3 cnefficients dans k . Soient X un k-schéma lisse (non
nécessairement propre), et % un V¥ -schéma formel lisse relevant X ; on note

crls(x/h) la cohomnlogie cristalline de X, et }{Eq(“/\?) la cnhomologie du com-
plexe Q{ des formes différentielles sur % relaotivement & ¥ (cohomologie de

Dc Rham de %/¥ ). Si 1l'indice de ramification absnrlu e de V¥ satisfait egp~1,

il existe un isomorphisme cannnique [2] : )

(%) 2, ¥ == H (/%) .

crls

Si e est quelconque, un tel isomorphisme existe encore aprés tensnrisation par

K [5]:
(X/%) y & —> HDRCx/v) &, K .

cr1°

Comme la cohomologiec des faisceaux ot peut se calculer par la cohomolngie de
v 3t
Cech en gérmétric formelle comme en génmétrie analytique, HDR(fIZ/Y) ®, K s'idenfi-
% = %~
fie 3 HDR(%/K) = H (%., ;&/K)' On en déduit un isomorphisme cannnique

3 N o _ *o
H rls(x/h) Py K > H—DR(Q"/K) ’

qui fournit une interprétation analytique de la cohomrlogie cristalline de X lors-
que X est relevable sur Y .

En général, X n'est pas relevable, mais 1l'on peut souvent remplocer ¥ par un
plongement X ¢—=> P, oi P est un Y-schéma formel lisse au vnisinage de X, et
la considdération d'un voisinage, en un sens cnnvenable, de X dans P (par exemple,
si X est quasi projactif, nn pourra prendre pour F un espace projectif sur V) ;
c'est zussi la méthode & utiliser lorsque X est une variété singuliere. I1 y a
alors lieu de vérifier que la cohomolngie de De Rham de ce vnisinage ne dépend pas,
a4 isomorphisme canonique prés, du plongement choisi, ce qu'on déduit d'un résultat
du type "lemme de Poincard'.

Notre point de départ va consister 3 remplacer les vnisinages & puissances divi-
sées utilisés en cohnmologie cristalline par des vnisinages analytiques. On revient
aux hypothéses initiales sur X .

(1.3) DEFINITION. - Soit X ©—> P une Y-immersion d'un k-schéma X dans un
?=schéma formel P . Le tube de X dans P est l'ouvert admissible )X(P de P
défini par

-1,
)XfP =sp (X) .
Si P est affine, et si X ©=—> P est une immersion fcrmée définie par T et

par des sections £y ooy fr e (P, GI) s on vérifie facilement que )X[P peut
2tre décrit comme :



J2=05
JX(p = (xeP; vi, l£,(0] <13,

les £, étent considérées comme des fonctions hnlomrphes sur F de meniére évi-
dente. Il en résulte, sans hypothése sur P, que ]X[P est bisn un ouvert admissi-
ble de P , et, lorsque P est affine, que )X[P est quasi-Stein aun sens de KIENL

[21].

%
Pour eI’ , A <1, on posera

)X(P,x ={xeP; Vvi, |fi(x)| <A} .

Si la valuation est discréte, c¢t si |al] <A pour tout ae R, )x(P,A ne
change pas si on remplace les fi par un autre systéme d'équations de X dans P,
ce qui permet d'étendre la définition de jX(P,x au cas ou P n'est pas affine j;
lorsque la valuation n'est pas discrete, deux chnix différents pour les équations
de X dans P donnent des ouverts qui coincident pour A assez prés de 1, si
bien que le systéme inductif des )X(I;x , pour A ==> 1 , garde un sens, et peut
Btre défini méme si P n'est pas affine ; on dira que )X(P;x est le tube cuvert

de reyon A\ de X desns P.

(1.4) L'importance des tubes du pnint de vue cohomnlogique provient de la pro-

priété topnlogique suivante 3

LEMME 1. = Soient X un k-schéma, i: X&==> P, i': X G==> P' deux immer-

sions de X dans des V¥-schémas formels, u: P' ——> P un morphisme lisse au

voisinage de X, tel que u o i' = i . Alors le morphisme 1 : P' —> P , défini

par u, induit une fibration ¢n polydisques-unité ouverts de JX(p sur JX(p :

il existe un reccuvrement affine (P&) de P, et des isomorphismes commutant aux

projections

K(p 0 @R => (X(p nF) x DO, 17"

NS
JX(p n B, .

L'existence de primitives globales sur un disgue ouvert et le thdérréme B [21]
permettent d'en déduire :

PROPOSITION 1. - Sous les hypothéses du lemme 1, 1'homrmorphisme canonique

T = % TG,

induit un isomorphisme entre les faisceaux de cnhomclogie des deux complexes, et les

R 4, Q%X[ sont nuls pour q>1 .
Pl

(1.5) Le propositinn précédente entraine que 1'homomnrphisme
q
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induit par U est un isomorphisme. Supposons alors qu'il existe un plongement
Xc—> P de X dans un Y-schéma formel lisse eu voisinage de X . La méthode
classique dite "du plongement diagnnal® pcrmet d'en déduire que H ()X[P » O)x( )
ne dépend pas, & isomorphisme canonique prés, du chnix du plongement, et est un

foncteur contravariant en X ; on définit alors la cohomlogie naive de X/K par

H - f(}x/h) = H Ox(p , ))},[P

De tels plongements X ©--> P existent toujours localement, mais pas nécessaire-

ment globalement sur X ; la définitinn peut s8'étendre au cas général, par exemple
en choisissant un recouvrement ~uvert (Xi) de X, et des plongements X; c—=> P;
et en procédant par une méthode du type "cnhomlogic de Tech" (cf. [14] pour une si-

tuation du méme type).

En utilisant le plongement X ©—> P pour calculer la cnhomnlogie cristalline,
on montre sans difficulté :

riWPOSITION 2. - Suppnsons que ¥ sSnit un anneau de veluation discréte, et que

k soit parfait. Alors il existe un homomorphisme canonique

nalf(x/h) tris(x/m Q’R K,

et c'est un isomnorphisme si X est lisse sur k.

Remarque. ~ Iorsque X est propre et lisse, la cohnmologie naive conserve donc

les bonnes propriétés de la cohomologie cristalline 5 comme nous le verrons plus

loin, il semble raisonnable de s'attendre & ce que ce snit encore une bonne coho-
mologie lorsque X est propre, mais éventuellement singulier. Par contre, lz pro-
position 2 montre que ce n'est pas le cas si X n'est pas propre :

¢ par exemple, la
cohorologic naive de 1l'espaca affinc _{:n sur 'k est la ocohorologie d¢ De Rham &u
polydisque fermé D(0 , 1*)®

, qui n'est pas de dimension finie sur X .

2. Surconvergence gt cohomnlngie rigide.

Pour nbtenir une définition raisonnable de la corhomnlogie dans le cas non propre,
il faut introduire des cnnditinns de surconvergence. Rappclons d'sbord 1'interpré=
tation analytique de la cnhomnlngie de Monsky-Washnitzer.

(2+1) Soient Ly une k-zlgébre lisse, X = Spvc(A.O) . On peut alors truver une
y-algébre lisse 4 telle que //m: = 2q [11]. Chnisissons une présentation
A=Vt , «ee, tn]/I , ce qui fixe un plongement de % := Spec(.) dans 1'espace
affine _{_&2 . On nnte S’ZK R AII; les fibres génériques de % et in , =t ’{‘,in ’

I es espaces analytiques rigides assnciés 1 1 1 an re P
n)‘iln le al 4 ([12], [13]). Soit d'autre part
Spf(.k) le complété formel p-adique de % ; sa fibre générique U := %
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K
mnlogie nafve de X est la corhhmnlogie de De Rham de 1l'algebre A ® K des fonc-

s'identifie 4 1'intersection de %0 avec la brule unité de (f;;)an , et la cohn—
tions holomorphes sur U . Soit enfin A" le complété faible de A pour la topo-
logie p-adique ; la cohomnlogie de Monsky-Washnitzer de X =zst la cohomnlogie de
De Rham de A" ® K . Du point de vue analytique, on peut décrire A" @K en in-
troduisant, pour A <1 , l'intersection U, de fx;;r et de la boule fermée de

centre O et de rayon 1/\ ; on obtient alors

A gK =~ lim . r(U)\ 5 oﬂ;n) ,
-
et on peut regarder A" ® K comme 1! algébre des "germes de fonctions holomorphes
au voisinage de U ",

Pour faire le lien avec la section précédente, on interprete U)\ en termes de
tubes. On considére pour cela l'espace projectif f‘; = ér; , et 1'adhérence X de %
dans f_’g; si S.,f’} est le complété formel de ¥ , sa fibre générique (%)~ s'iden-
tifie & 1'espace analytique @K)an associé a la fibre générique de ¥ . Soient
X := % x Spec(k) 1la fibre spéciale de % , et 2 := X - X 1le "liar & 1l'infini" de
X . On peut alors écrire

U:{xe'ff;zn; sp(x) e X}

-an -
T - U= {xeﬁf,;p; sp(x) € 2} = J2(s -
%

Un ex— rcice facile sur les coordonnées projectives montre que, pour \ <1 , on

a encore
—an
RPN
Soit j, 1'inclusion de U, dans iKan; d'aprés [21], les faisceaux cohérents

. . . - Y A . 3 2 =an
sont acycliques pour ‘])\M , ce qui entraine grace & la quasi-compacité de %K la

description suivante de la cohomologie de Monsky-Washnitzer }QW(X/K) :

&

(X/K) ~H (B, 1 NI
Hyy(X/K) x -1 e N ’)ikan)

(2.2) La discussion précédente suggire donc, dans le cas général, de modifier le
complexe Q.]X[ utilisé dans la premiére partie en considérant les formes diffé-

by

rentielles "surconvergentes & 1'infini'.

Techniquement, il faut partir d'une situation un peu plus générale. On considére
un k-schéma Y , un ouvert X c-—> Y , et une immersion fermée Y c—> P de Y
dans un Y-schéma lisse 3 soit Z =Y - X . On note comme précédemment

U)\ o= )Y( - ]Z[)\ le corplémentaire dans JY( du tube de rayon A de Z dans P,
st J, 1'inclusion de U, dans W(. A tout faisceau E sur JY(, on associe
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le faisceau j' E des "germes de sections de E au voisinage de X ( ", défini
par

*ER- 13 . Ho

8i £, «er, f € r(p, oP) relévent des équations de Z dans Y , on vérifie
facilement qu'on peut, dans la définition de j* E, remplacer les ouverts U)\ par

les ouverts U)'\ définis par

U)'\ = {xe JY(; T i tel que Ifi(x)I > A} .
Pour tout diagramme comiutatif

’C——\>Y'C——>P'

|

X Cao> ¥ Cm> P s

ou X' est ouvert dans "Y', et Y' fermé dans P' , et tout faisceau E sur
)Y(P , on définit un homomorphisme canonique

FfE—g "t ule,

ou j'+ est défini sur ]Y"(P. de la m2me maniére que j+ sur ]Y[P . Appliqué

au complexe Q')Y[ , et composé avec les homomorphismes déduits de

~—1 . ~® P . N . , . o . . L4
(Q]YEP) S ;2].!, (P' -> 1", ou I' est une résolution injective de Q)Y' (P'

on en déduit un morphisme canonique dans la catégorie dérivée de la catégorie des

faisceaux de K-vectoriels sur jY[P :

’

+ e st e
(2e2.1) J QJY(P -—> R G, j Qyyr (P' ’

oi R U, désigne le foncteur dérivé total du foncteur image directe G.* .

On montre alors un énoncé d'indépendance par rapport & P :

(2.3) THEOREME 1. - Sous les hypoth®ses précédentes, soient i : Yc—> P et

i' ¢+ Y<c——> P' deux im.ersions fermées de Y dans des VY-schémas formels et
u

P' —> P un morphisme tel que u e i' =1 . Si u est lisse au voisinage de

X , le morphisme canonique (2.2.1) est un isomorphisme.

On peut alors définir la cohomologie rigide de (X, Y)/K en choisissant un plon-

gement Y <c—-=> P, o P est un V¥-schéma formel, lisse au voisinage de X , et en
posant

HygX S VK = £ OV, §7 ay) s

lorsqu'il n'existe pas de plongement global Y <—> P, on peut encore utiliser une
définition & la Bech. On obtient ainsi une théorie contravariante par rapport aux
morphismes v : Y' —=> Y tels que v(X') < X . (n observera que, dans la situetion

de (2.1), onprend Y=X, P=%, si bien que P n'est pas lisse en général aux
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points de Z . Cela explique 1l'absence d'hypothése sur u aux points de Z dans
1'énoncé du théoréme 1, dont 1a desonstration nécessite une étude "a la frontiére"
de X( complétant la proposition 1.

Pour achever la définition de la cohomologie rigide de X , il faut un énoncé
d'indépendance par rapport & Y :

(2.4) THEOREME 2. - Soient X Cm=> Y s, J':+ X<S——=> Y' deux imiersions ouvertes

et v: Y' -—— Y un morphisme tel que j=wvoe j*. Si v est propre, 1'homomor-

—

phisme canonique

Az
-«

3 5%
* 4 —— !
v ot Hrig(X c Y/K) -= Hrig(X < Y'/X)

est un isomorphisme.

D'aprés un théoréme de NAGATA, tout k-schéma séparé de type fini X est isomor-
phe & un ouvert d'un k-schéma propre X (on dit que X est une compactification
de X )., La méthode du plongement disgonal permet encore de déduire du théoréme 2
que H;g(x c ¥/K) ne dépend pas, i isomorphisme canonique prés, du choix de la
compactificetion X , et est un foncteur contravariant en X . On définit donc la
cohomologie rigide de X/K en posant

* s - *
hI‘ig"s/Kj) = Hrig(X < X/K) .

Si X est propre sur K, la cohomologie rigide coiIncide donc avec la cohomologie
naive.

(2.5) Remarques.

(a) Plagons-nous dans la situation de (2.2). Nous appellerons voisinage strict de
X( dans )Y( un ouvert admissible V < )Y( tel que :

(1) X( = v;

(ii) pour tout affinoide W< JY(, il existe A <1 tel que W n Uk cWnvV.

On vérifie facilement que, si V est un voisinage strict de Jx( , et E un
faiscean abélien sur JY( , j* E cst déterminé par la restriction de E a V,
i 3%
et que H-)(]Y( , j+ E) ~H (V, it B) .

(b) Supposons que X soit la réduction d'un V-schéma lisse ¥ , compactifiable
sur Y par % S—> % ; soient X 1s réduction de ¥, et T , £ les schémas for-
mels associés & %, % . Alors, si X ;‘n est 1'espace analytique associé & la fibre
générique %, de %, m;n est un voisinage strict de X( = (" dans
)X(::i' = () = ('3-;K)an . La remarque précédente permet =lors de ne pas introduire X

pour définir H-rig(X/K) , en fzisant les constructions de (2.2) sur %n au lieu

de i,;n : c'est en particulier la situstion considérée en (2.1).

(c) On peut donner une variante de cette construction pour une famille f : X -=>8S
de k-schémas paramétrée par un k-schéma S .
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On suppose fixé un plongement S c—> T de S dans un Y-schéma formel, on choi-
sit une compactification X c=—> X de X au-dessus de S, et un plongement
Xc-=> P de % dans un T-schéma formel, tel que g: P —> T soit lisse au voi-

sinage de X . Les théorémes 1 et 2 restent valables en prenant les complexes de

formes différentielles relativement & T , et on définit la cohomologie rigide re-
lative de X/T par

mge(X/T) R? -é-;:«(f Q.}X(/E) ’

A

o g est le morphisme ))-([p -— )S(T défini par g .

3. Cohomologie rigide & support propre.

(3.1) Nous allons maintenant voir comment associer & tout k-schéma X séparé
de type fini des groupes de cohomologie & support propre, notés Hz(X) , vérifiant
les propriétés suivantes :

(1) I1 existe un homomorphisme canonique H'(I)(X) _— }frl-ig(x) , et c'est un isomor-

phisme si X est propre.

3
(ii) HC(X) est un foncteur contravariant par rapport aux mgrph&smes propres,

covariant par rapport aux immersions ouvertes.

(iii) Si X est un ouvert de Y, et si Z =Y -~ X, il existe une suite exacte
longue de cohomologie

Q-1 N | o d s yarl _
ces ==> rIc (z)->Hc(x) >HC(Y) >Hc(z) > H] (X) == «ee

La démarche est la meme que celle que nous evons suivie pour définir la cohomolo~
gie rigide.

(3.2) Soient donc Y un k-schéma, X un ouvert de Y, Y c==> P un plongement
de Y dans un Y-schéma formel. On note Z := ¥ - X, et i 1'inclusion du tube
]Z[P dans le tube )YLP ;5 rappelons que jZ(P est un ouvert admissible de )I[P

Pour tout faisceau abélien E sur J¥(p, on pose

;cg’x((z) i= Ker(E —> i, i" E) .

Le foncteur KOJXE est exact 2 gauche, et posseéde des dérivés droits. 31 E est
cohérent sur O]YE , il résulte du théoréme B que R4 i, (1 E)y =0 pour g=1,
et le complexe dérivé total R R)( ((E) est isomorphe, dans la catégorie dérivée,
au complexe a deux termes

3
o_...>E—-.>i*i E—> 0.

On considére un diagramme commuteatif

X'c >YI Co> PI
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comme en (2.2), mais on suppose maintenant que v(2Z') © Z : c'est le cas notamment
si w est propre, et X' dense dans Y' . Cette condition entraine 1l'existence,

pour tout faisceau abélien E sur )Y(P , d'un homomorphisme canonique

xg’x((E) — g wjox,[(ﬁ"l E) .

%

On en déduit comme en (2.2) qu'il existe un morphisme canonique
(3.2.1) R =2 Q% ¢) —> R T R %0 Q%wy¢) o
) (G (¢ = T 2R (MY (

/ N
(3.3) THEOREME 3. - Soient i : YGe—> P, i': Y' cew> P' deux immersions

fermées de Y dans des VY-schémas formels, u: P' —> P un morphisme tel que

uedi'=1i, X unouvert de Y. Si u est lisse au voisinage de X , le morphis-
me (3.2.1) est un isomorphisme.

Si on suppose u lisse au voisinage de Y , le théoréme 3 est une conssguence
immédiate de la proposition 1, compte tenu de la description donnée plus haut de
R MOX((E) pour E cohérent. Dans le cas général, on observe que le complexe
R %]X((Q.]YQ’) et sa cohomologie ne dépendent que d'un voisinage strict de JX( dans
y( , et on se raméne au cas précédent en utilisant cormme en (2.3) la structure d'un
voisinage strict assez petit de X( dens Jy(.

Considérons alors les groupes de cohomologie
3, L 0 .
HC(KC Y/K) := H (jY(P sy R u]X((Q]Y()) ’

o Y<-——> P est un plongement de Y dans un Y-schéma formel lisse au voisinage
de X ; ils sont indépendants de P , et fonctoriels par rapport aux morphismes
vi: Y —> Y tels que v(X') X, v(2') © Z. Leur définition s'étend encore au

cas ou on ne dispose pas d'un plongement global Y ¢-=> P .

7z N\
THEOREME 4. - Soient j : X G==> Y, j' : X G=> Y' deux immersions ouvertes,

v: Y - Y un worphisme tel que v e j'=j, et que v(2') ©Z.Si v est
propre, 1'homomorphisme canonique

H’;(x < Y/K) —> Hi(X < Y'/K)

est un isomorphisme.

Soit alors X une compactification de X . On définit la cohomologie rigide a
support propre de X/K par

H (W/K) := H (X < ¥/K) .

Le théoréme 4 entralne que Hz(X/K) ne dépend pase, & isomorphisme canonique pres,
du choix de X , et est un foncteur contravariant en X par rapport aux morphismes

propres. Les propriétés (i), (ii) et (iii) de (3.1) résultent facilement des défini-
tions.

(3.4) Remargues.

(a) La définition de la cohomologie rigide dans le cas pmpre et les propriétés
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(i), (ii), (4ii) de (3.1) imposent pratiquement le définition de la cohomologie ri-
gide & support propre. Inversement, le fait que celle-ci puisse effectivement &tre
définie (i. e. soit indépendante des choix) est une indication importante que la dé~
finition proposée en (l.5) est raisonnable dans lc cas propre. En particulier, en
utilisant la proposition 2 et la finitud: de la cohomologie cristalline dans le cas
propre et lisse, on voit par récurrence sur la dimension que la cohomnlogie & sup-

port propre est de dimension finie pour tout schéma de dimensinn < m si 1l'on dis-

pose de la résolution des singularités en caractéristique p en dimension < m:

<m:
c'est donc le cas actuellement si mg 3 .

(b) La cohomologie & support propre ne dépend que d'un wvoisinage strict de JX(
dens )X( . Dens la situation de (2.5) (b), nn peut donc encore éviter d'introduire

X, et calculer sur mKan .

Exemple. - X = éllc « Le complémentaire de )X( dans Afl(an est la couronne C

¢ . . . . . 1
définie par le > 1 3 soit, comme plus haut, i son inclusion dans AKan . Le

complexe R x?X[(Q.lan) s'identifie au complexe simple associé au bicomplexe

Ay

€ 1en ™ T g

o~

Comme A}l{an et C sont des variétés de Stein, la cohomologie de ce complexe se

réduit & celle du complexe des sectinns globales. On a une inclusion
F(‘&Il{an N r(c, OC) , et le quotient M est 1'espace des séries formelles
de la forme
Q*{%Zl ant-n; yh<1, }ani 7 -=> 0 pour n —> «} .
Lles groupes Hg(_{\_l];/K) sont donc les groupes de cohomnlogie du complexe
0—=>n3susal — o0,
oW M est placé en degré 1 . On obtient ainsi
HO(A/K) = HL(A/K) = 0, HA&4/K) =X,

conformément & ce que donne la suite exacte (3.1) (iii) appliquée a _9_11( Ca> P]l‘ .

1

4, Cristaux surconvergents.

Nous avons considéré jusqu'ici le czs de la cohomnlogie "a coefficients constants",
mais il est nécessaire, pour obtenir un frormalisme cohomnlogique suffisamment souple,
de disposer de faisceaux de coefficients plus généraux. Nous allons esquisser ici
la construction de la catégnrie des "F-cristaux surconvergents" sur X j; cette ca-
tégnrie (ou une snus-catégorie pleine cnnvenable) devrait jouer, en cohomnlogie ri-
gide, un r3le analogue & celui de la catégorie des faisceaux lisses en cohomnlogie
g-adique (2 # p) .

(4.1) Soient T un espace analytique rigide lisse, (M, ¥) un 0 ~module
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(localement libre de type fini) muni d'une connexion intégra’ "o, Supposons données
des coordonnées locales t, , ... , t  sur T, et soient D , ..., D, 1les dé-
rivations correspondantes. On définit la “série de Teylor" de (M, V) en meM

comme étant la série formelle

1 < 2 2 ae [T
Zgg V(D)= (m) & =2 = M ”GT["TI s cee 'rn]] .

I1 est bien connu ([ 2], [4]) que, si 1'on regarde 1'immersion diagnnale

At Te—>Tx T, définie par 1'idéal & <0 et que 1l'on identifie le

TxT ?
. . n .
faisceau GE s= ‘]/lenﬁ_ O,»,.,_",:ﬁl a OT[[TI g s u 'rn]] en posant T, := I&t,-t.81 ,

la série de Taylor définit un isomorphisme @E—linéaire
€ OE%TM-wM@OTGK

(ol les produits tensoriels font intervenir les deux structures de OT—algébre de

03 fournies par les 8eux projections) grice a la formule

6(1 & n*) = Zq %11- V(B)—g.. (m) ®iﬂ .

Soient X un k-schéma, X ©=-=> P un plongement de X dans un Y-schéma formel
lisse au vnisinage de X , et (if, ¥) 1 module & connexion intégrable sur 1l'es-
pace analytique (lisse) T = ]X(P o« Si A est la diagonale de T dans P x P , on
a 2,

————
A < )X( 5 —————2 )X(P
P~ Py

On dira que la connexion ¥V &st convergents (pour X ) si e est induit par un

isomorphisme analytique (ndcésseirement unique) sur )x( 5 ¢
P

e s ’5;(1@) N *1 (1)
On vérifie facilemen® que la catégorie des OJX(-—modules a4 connexion intégrable et

convergente ne dépend, & équivalencec canonique pres, que de X , et est fonctorielle

en X/K : par définitinn, c'est la catégnrie des cristaux convergents sur X/K . La

structure de cristal convergent frurrit des informations sur la convergence en chaque
point des snlutions du systéms différentiel cnrrespnndant : pour tout x € )X[P ’
de spécialisation x, , soit 3(x) = ¥, ( 3 alors (M, 7) a une base de solutions

convergentes dans B(x) .

Supposons douné un automndrphisme o : K -=> K respectant la valuation, et indui-
sant 1'automorphisme de Frobenius sur k (supposé parfzit). Pzr extension des sca-
laires par o , puis fonctorialité par reppsrt au Frobenius relatif de X/k , on ob-
tient un foncteur Fy; de la catégnrie d=s cristaux convergente sur X dans elle-

meme. Un F-cristal convergent sur X/(K , o) cst un cristal convergent M , mmni

d'un isomorphisme de cristaux cravergents ¢ Fc M.=> M . On mmntre que tout
" F-cristel™ sur X définit un F-cristai convergent sur X (cf. [20], 3.1, ct

[26] pour une étude de la nntion de F-cristal convergent dens le cadre de le
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géométrie formelle).

(4.2) On peut reprendre les constructions du § 1 pour définir la cohomologie
naive (et donc la cohomclogie rigide dans le cas propre) a conefficients dans un cris-
tal convergent & . Dans le cas nnn propre, c'est par contre une n~tinn treop faible
pour poutoir définir la cohomnlogie rigide, cu la crh~mnlogie rigide & support pro-
pre, & conefficients dans E . On intrnduit donc une nntion plus forte, celle de
cristal surconvergent, par un procédé analogue & celui que nnus avons employé pour
définir la cohomologie.

(4.2.1) Soient X ©=-> Y une immersion ouverte, Y S==> P une immersion fermée
de Y dans un ¥Wschéma formel lisse au voisinage de X j; snit Z=Y~-X . On
considére comme plus haut_\:.les geux projections p; ¢ W (Pz - )Y(P ;3 elles in-

Oy )-modules dans
celle des (jF O]Y[ Y=modules (ot ' est défini comme en 22.5)). Par définition,

g

duisent deux foncteurs _,)1 , D. de la catégorie des (j*

T

un cristal sur X Ssurconvergent le long de 2 est un (j+ ow[ )-module E loca-
lement libre de rang fini, mmni d'un isomorphisme P, E —=—> f;)l E astreint & la
condition cocycle usuelle sur )Y( , o Il revient au m@me de se donner un module a
connexion intégrstle (M , V) sur un voisinage strict de jX[P dﬁns ,EYEP 3 dont
la série de Taylor soit induite par un isrmorphisme analytique pé M P, M

sur un vnisinage strict de jX[P2 )Y(P2 .

La catégorie ainsi nbtenue ne dépead, & équivalence cannnique pres, que de

dans

X €==> Y, est de naturec lncale sur Y , et est fonctorielle en (X, Y)/K .

(4e2.2) Soient i : XS==> Y, i': X Se=> Y' deux immersions nuvertes,
ve: Y —> Y un mrphisme propre tel que v o i' = i . On montre alors que le
foncteur image inverse V_Yr , de la catégnrie des cristaux sur X , surconvergents
le long de Z , dans celle des cristaux sur X , surconvergents le long de 2' ,
est une équivalence de catégnries.

Soit X une compactification de X ; la catégorie des cristaux sur X, surcon-
vergents le 1long de ‘X - X , ne dépend donc, & équivalence cannnique prés, que de
X, et est par définition la catégnrie des cristaux surconvergents sur X/K . Elle
est de nature locale sur X , st dépend frnctnriellement de X/K . En particulier,
si on suppose donné un automrphisme ¢ de K respcctant ls valuation et induisant
le Frobenius de k , la catégoric des F-cristaux surconvergents sur X/(K, ¢) est
définie cnmme plus haut. Inrsque X est affine et lisse d'algébre Ly sur k, on

peut la décrire en chosissant une vy-algébre lisse A de réductinn A, sur k,

et de complétée faible A , ¢t un endomorphisme ¢ de A" relevant 1'endomor-
phisme de Fmbenius de 1‘.0 (on suppose ici qu'il en existe) : la catégnrie des
F-cristaux surconvergents sur X s'identifie alors & la cetégorie des (A* = K)-

modules pmjectifs de type fini M , munis :

(i) d'une crnnexinn intégrable ¥ : M —> M 2 Ql+ , dont 12z série de Taylor est
A
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induite par un isnmorphisme analytique p; V= p-;; M sur un vnisinage strict du
tube de la diagnnale de X x X (par exemple dens (¥ x F) & , ou ¥
pactification de % := Spec(4)) .

est une cnm-

(ii) D'un isnmrophisme & : M -=> M (ou M? cst déduit de M

par 1l'extension
des scalaires o : A — 1

, crmpatible & la connexion VvV sur M et & la con-

nexion v’ sur M® qui s'en déduit par extensinn des scalaires.

(4.2.3) Exemple. -~ Le " F-cristel de Dwork" fn e Soit = e_gp tel que np-l:_p_

b
on pose K = Q_p(n) , et on chnsit pour Frobenius de

Soit X 1la droite affine sur Ep 3 on définit un F-cristal surconvergent ﬁ’.n sur

X/(K , Id) de la fagon suivante :

K 1'eutomnrrphisme identique.

(2) On a A @K-= Y[tT ® K , znneau des séries dont le rayon de convergence

est >1 . L (& ® X)-module sous-jacent a £ est simplement A oK.

(b) Le connexion V g, —>£ & Ql @st donnée par

V(1) = m g dt .
Choisissons la crmpactification naturelle X = 1311? Cm> _gll? =X . Le tube de X

Zp =
peut dtre déerit comme l'ouvert admissible )X( de i,\:ian défini par

lt] <1, [t -t <1.
La trace sur A2an du tube de X dans E}l{an x E}l{an est 1'ouvert admissible
JX( aéfini par :
[t =t"| <1 si |t| gt, Jt-t"| <]|tt'] si |t|=1.
Par linéarité, il suffit de regarder la série de Taylor associée & la section
1 e S‘n ;5 elle est donnée par
e (1) :Zq%ﬂ. adtt - )9 = exp (bt - t) .

La fonctinn exp m(t' - t)

de ﬁ%an défini par

est anclytique (rigide) sur l'nuvert admissible U

|t - t'] <1

on vérifie immédietement que U est un vnisinage strict de JX( dans )X(

(¢) La connexion * : 53:":" -— E‘:[Z c al st donnée (raur -(t) = t° ) par

P) =nptP g at .
On définit & fﬁ _— 1‘1_ en posent
(1) = exp n(tP - 1)
série dont la surcnnvergence est classique.

(4.2.4) Soient X un k-schéma, E un cristal surconvergent sur X . Chnie

sissons une compactification X de X , et suppnsons pour simplifier qu'il existe
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un plongement de X dans un VY-schéma formel P lisse au vnisinage de X . Alors
E correspond 3 un (3% zﬁm[)—mndule Byg( » locclement libre delrang fini, muni
en particulier d'une connexion intégrable V 3 E)if —_— Eji[ RS jS( 3 celle-ci
permet de définir un complexe E]X( S‘ij[ . Les thénrémes 1 et 2 s'étendent 3
celui-ci, et permettent de définir la cohomologie rigide de X & cnefficients
dans E par
Hii (/K , E) := ® O , By ©%g) -

g Vi X

Par ailleurs, E crrrespond aussi & un %-module localement libre &)'i( sur
un voisinage strict V de )X dens )% , muni également d'une connexion inté-
grable. On peut alors généraliser les théorémes 3 et 4, et définir la cohomnlogie
rigide & support propre de X & coefficients dans E par

(&K, B) = H (V, ROy (g e aig)) .

Exercice. ~ Vérifier que, si K = E%(ﬂ) et X= E;b » On a

Hiig(X/K y £.) = }fZ(X/K y£.) =0
(4.3) Snient .S un k-schéma, f : X -=-> 3 un morphisme propre et lisse ; sup-
posons pour simplifier que k srit parfait, et qu'il existe une compactification
S C—> 3 de S pnssédant un plongement S S=> T dans un schéma frrmel lisse T
sur 1'anneau ¥ des vecteurs de Witt & coefficients dans k (par cxemple si S
est quasi Projectif sur k ). On peut alors former, comme on 1'a vu en (2.5) (c),
les faisceaux de cohomolngie rigide relative R frig*(X/T) ;5 si j+ est associé
comme en (2.2) & 1'inclusinn )8(; &> jS(T , ce sont de fagon naturelle des
(;* @)3()—modules. Je conjecture que les RZ frig*(X/T) possédent une structure
canonique de F-cristal surconvergent ( ¢ détant induit par fonctorialité par 1le

Frobenius de X ). Cette conjccture est notamment vérifide snrus les hypnthéses
suivantes :

THEO&EME 5. = Supposcns gue S snit lisse sur k, et qu'il existe un ¥ -achéma

formel propre § , et un ouvert §¢< S lisse sur ¥ , relevant ¢ ; supposnons éga-

lement qu'il existe un rx eohisme propre g: % —> § de ¥-schémas formels, tel

ue, si ¥ = —1(8) le morphisme %L —> & snit un relévement lisse de X —> S .
que, s1 g s L€ INIphlsSme

Mors les R- frig%(xﬁg) sont cdes F-cristaux surconvergentse.

On remarquera que ces hypothéses sont cn p-rticulicr satisfaites si S pout Stre
rclevé en un  ¥eschémo lisse S' , ot s'il existe un ‘mrphisce propre

X! —> S' de ¥W-schénmas relevant X —> S,

ct lissc
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