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STRUCTURE DE FROBENIUS DES EQUATIONS BIFFERENTIELLES p-ADIQUES

par Gilles CHRISTOL

Dans [1], DWORK avait, a la suite de 1l'étude des équations différentielles pro—
venant de la géométrie algébrique, conjecturé que toute équation différentielle
p—adique avait une structure de Frobénius faible en tout point non singulier ; ROB~
BA, dans [3], a démontré la conjecture dans le cas d'équation différentielle d'or-
dre 71 , nous nous proposons d'étudier le cas général. Nous emploierons le langage
des modules différentiels (gque certains appellent connexions) qui rend les défini-
tions plus "naturelles".

1e¢ Modules différentielsa.
o e o e o dataala asa¥a N W W W W V)

Soit k wun anneau 4 g un automorphisme de k , et A un sous—anneau de k[[x]]e

A. est supposé stable par les opérateurs

(a), opérateurs de Frobénius : a = & (xP) (le ¢ porte sur les coefficients

de a ), ainsi que son inverse: si a%(x’) e A, alors a € A .
(b) opérateurs de dérivation : a -> da/dx et a => x(da/dx) = g(a) «
Un module différentiel est alors donné par
-~ un. A-module de type fini W
- une application linéaire g de M dans lui-méme qui vérifie
VaechA et ymel, glam) =¢(a)m + ag(m) «

Les morphismes de la catégorie des A-modules différentiels sont donnés par les

applications A-linéaires qui commutent avec la dérivation @ «

Si deux A-modules différentiels M et TN sont munis de bases, et si on note
M et N respectivement, les matrices représentant l'opérateur @ sur ces deux
bases, un morphisme h. de M dans 7 sera représenté par une matrice H qui
vérifie
(). gH = MH. — HN ,

ou @gH désigne la matrice obtenue en appliquant § a chacun des termes de H . En
particulier, T et N seront isomorphes si, et seulement si, il existe une matri-—

ce H inversible qui vérifie la relation (1)e

Si on note On~ le module A" muni de l'application 9 = Q 4 on a le résultat

suivante
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PROPOSITION.. — M est isomorphe a On si, et seulement si, le systéme différen—

tiel Hi= MH. a une solution compléte dans A .

Etant donné deux A-modules différentiels % et I , on définit les A~modules
différentiels M@ N et M@ N comme dans le cas classique en tant que "A-modules

et dtaprés Jles formules s
6(m+ n) =o(m) +o(n)

o(m@ n) =o(m) @ n + m® 6(m). »

2+ Frobénius,
lasa a-a aVar oV = ]

Nous noterons MP la matrice MW (xP),, ol o porte sur tous les coefficients
des termes de M . M étant un A-module différentiel, nous noterons ¥ le mo-
dule égal & M en tant que A-module, mais pour lequel l'application @ est don~-

née par la matrice pM? dans la base de M pour laquelle @ est donnée par M .

Si le systéme différentiel H = MH , associé au module M , a une solution com=
pléte H(x) dans un anneau B , alors le systéme différentiel associé a3 M? a
pour solution H (xP) = HP .

La proposition suivante montre que le module 1 ne dépend pas de la base de =

choisies

PROPOSITION. —Si M et 9 sont isomorphes en tant que A-modules différentiels,
il en est de méme de TP et 7P .

Par hypothése, il existe H , matrice inversible de GL(n , A) telle que
oHi = MH. - HN ,
nous posons K = HP y 1l vient

6K = p(eH)? = (pM)? HP — HP(pN)P = (pMP)K - K(pN?)

-puisque H est inversible, il en est de méme de K (Kf1 =-(H—m)9), et la proposi-

tion est démontréee.

Comme l%'a remarqué ROBBA, l'existence d'une structure de Frobénius revient a dé—
montrer ltexistence, pour tout M d'un N tel que 7 = ® . Nous allons commencer

par examiner 1'unicité (dans le cas ol il existe) de cet % .

* *
PROPOSITION, — A  désignant les éléments inversibles de A , si (A + pA) est
*
contenu dans A , alors si T et (A gont isomorphes, il en est de méme de
et ﬂ-

Par hypothése, il existe une matrice H dans GL(n , A) , telle que

. _ n N . R . .
Nous avons Hi= ZHh X 4 ou les Hn sont des matrices a coefficients dans k ,

ce qui donne :



zhHh X" = EtpM’(xp) H%=-'Hn pNj(xp)] xn;,
_ n o_ o n
p zhﬂhp X = z{pNP(x),th th PN (x)] x
en ne considérant dans la premiére égalité que les termes dont la puissance de x
soit un multiple de p « Nous posons donc K ==ZHZ;m x? , et nous obtenons
GK=MK-KNO>

Or nous savons que @H appartient 3 pMnﬁA} » ce qui implique que nH appar—
tient a pMn(k) » et H  lui-méme, pour (n 4, p) =1 , appartient 2 pMn(k) s CE
qui démontre que

H — K? appartient 3 pMn(A) .
Il s'en suit que
det H = det(K?®), = (det K)®? (mod pA) ,
et, d'aprés 1'hypothése, (det K)? , et donc (det K) , sont inversibles dans 'AA,
par suite K est biaa inversiblee.
PROPOSITION, - T et N étant deux A~modules différentiels, on a

WP =@len)? et Wen?=mMgn)?.

3« Le foncteur U .

Dans ce paragraphe, nous supposons que k est un corps de caracterlsthue nulle
(en fait que p est inversible dans k ), c'est-a-dire le cas ol A + pA nlest

*
certainement pas contenu dans A .

Etant donnée une matrice M de Mn(A@ s M= ZMn x" , Nous posons,

=i n

pour O i<p, Ui M = i4np X

et nous notons i la matrice de an(A) :

UO M Xu./p_,]' M ees XU,]! M
U U1§M Ub M XU2 M
M =
i T
U U ¥

EEME, - M et =+ )Y 5 WY = o)V
La premiére relation est évidente, pour la deuxieme, on part de

MN = Zp‘1‘ ([L M), Zp‘1’ l(w N) ,

et on cherghe les termes dont la puissance de x est congrue a i modulo p , ce

qui donne
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oy - ST 1 ,
LLi(\I\AN)—Zj=OU3MUi_.N+xZ¥?—lH s Mo N

d'ou le résultat en faisant le produit par blocs des matricese

Nous définissons dans anKA) la matrice J ( I est ltidentité de Mh(A) )e

~ -1

O O .. Q
o 21 o
J = p
]
0 o By
—_— p—

LEMME. - G(Muﬁ = %(eM)U‘- JMUJ+»MU J s
Un calcul simple donne

: 1 _i
o (W, M) == U, (oM) 5 U, M

e}

ce qui permet de vérifier la formules

L étant un module différentiel, nous noterons 3LU le module égal a la somme
directe de p modules égaux 3 M, muni de l'application ¢ donnée par la matrice

%MU-J,,

PROPOSITION, - Si M et 7 sont deux A-modules différentiels isomorphes, il
en est de méme de T et de T .

Par hypothése, il existe H , inversible, telle que ¢oH = MHi—HN ce qui, d'a-

pres les lemmes, conduit a
1
e(hh)_(‘M - 1) H —rH(b Yoo

IL suffit donc de vérifier que HU est bien une matrice inversible. Pour cela,,

E étant une racine p-iéme de 1l'unité, nous considérons la matrice de Mhp(A)

.]I = ['_LJ XJ I] .. T—1: = _%I[g"lj x"l I}

un calcul classique montre que

ﬂ(MUL = [g_j xj M(gi'X)J

;: M(x) 0] 0 i
0  M(gx) 0
T 177 = :
o0 o0 (P Tx)

¢e qui nous donne
(det M)® = det(MV)? = det(T()? T = ﬂp"1 det M(g x) ,

ctest-a—dire que si H est inversible, il en est bien de méme de HU.
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Nous noterons [¢] 1le A~module différentiel A muni de l'application @ défi-

nie par ali=qg «

PROPOSITION, - ()Y =@§"’=g([i/p1 @ M) »

En effet, la matrice de l'application @ correspondant a Qm?)u n'est autre que

M 0 - o 1
0 M-I O 0
0 . o0 M-Elf

et il est facile de voir que le module correpondant & la matrice M - (i/p)I n'est

autre que
Hlen=F—smn.
p p
Nous dirons que QO n'est pas un point singulier de M si M esty, en tant que

k((x))-module différentiel, isomorphe 2

n fois
‘___A,____.\
Oy = [(OJ® ~® [O] «

COROLLAIRE, - Si M et #? sont isomorphes en tant que A-modules différen—

tiels, et si O n'est un point singulier ni pour M, ni pour %N , alors M et

7 sont #somorphes, en tant que A-modules différentiels.

La proposition précédente montre que
-1 i -1 i
T Hen e A on
sont A-isomorphes, donc aussi k((x)) isomorphes. K((x)) étant un corps, ce

dernier isomorphisme nous donne donc deux décompositions de Jordan-HAlder du méme

module, comme [i/p] et [j/p] ne sont isomorphes en tant que k((x))-modu~

les que si i =3 (mod p) l'isomorphisme de départ ne peut &tre qulentre M et
.

Remarquee. - Il est clair que [i/p]® = [0] = [0]? , le corollaire précédent mon-
tre que c'est, essentiellement, le seul cas oi 1® et ¥ sont isomorphes sans

que. M et N le soiente

4.« Résultets particulierse

(a). k algébriquement clos, A = k((x)) (d'aprés [2])e —Si M est un A-mo-
dule fuschien (cas qui correpond & O point singulier régulier), alors M est
isomorphe & une somme directe de modules [A] ® mﬁa), Qi mﬁa) est le A~module

différentiel de dimension a et d'application @ définie par la matrice
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0 0
1 0
o
0 O % O

un calcul trés simple montre qu'alors

7 = [l o 1) .

(b) k=2 , A=k[[x]] «

~R
Dans ce cas, p= est un sous-A-module différentiel et N/p" M est un @Z/anQ-mo-
dule différentiel. On dira que M et I sont congrus modulo pn si m/pp et
/p" N sont des (Z/p" Z)~modules isomorphese

PROPOSITION (ROBBA)e — Si M et 7 sont, pour tout n , congrus modulo p" ,

alors M et T sont isomorphes.

Par hypothése, il existe HH: , inversible dans A/pn A 4, telle que
oH.= Mi - HN (mod p") 4

c'est—a~dire une solution approchée du systéme différentiel qui donne les coeffi-
cients de H , on sait alors qu'il existe une vraie solution (bornée), dans A ,

de ce systémeeo

h
PROPOSITION. - Si, pour tout h , il existe 7 tel que M =7N% , alors T = 0.
ol Lo Llit e —q--h 22015 :

En effet, la définition méme de ¢ montre que 1P est congru a Oml mod ph .

(¢) k= Cp s A = anneau des éléments analytiques sur D(0., 17) «

PROPOSITIONs - On note @ les entiers de Cp si M est isomorphe a On en

tant que @[[x]] module différentiel, alors pour tout h , il existe 7 el que
m=ﬂq) . .

Par hypothése, il existe une matrice H , inversible, & coefficients dans O[[x]],

telle que @M = MH . Nous posons
H(x + z).I-i(x)-.1 = §£ Hn(x) z" .
I1 est classique (depuis que DWORK 1l'a remarqué ees) Qque
=-d :
o (x) = gy B (0 = [ () ME1/x

ce qui montre que les Hn(x), sont des éléments analytiques sur D(O , 17) « D'au~
tre part, H(x) appartenant & O[[x]] , il en est de méme de Hn(x)r, et on trou—
ve HO = I o Nous posons alors

> p HK@X) = pkf
g =7
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ot K est une matrice a coefficients dans d[[x]] « Il vient

pk? = ng=m H(x + (g - 1)x) =A[§£ Z%p=m Hh(x)(g ~ 1) ¥™ H(x)

comme (1 — g) est de valuation 1/(p - 1) , la matrice

B(x) = %ngﬂ Zn Hh(x)(g ) R

est & coefficients éléments analytiques. On trouve méme
Blx) = I+ (=x) Hy(x) + eve + (- x)P" Hb—mﬁxl (mod p1M(p”1J>
ce qui montre yue B est inversible (dans GL(n , A) ).
Nous avons donc
(0B +BM) H = (B +BM) B K¥ ,

%QKK—‘h est telle que NP appartienne 3 GL(n,A),

ce qui montre que la matrice N

et donc est une matrkce de GL(n , A) . Par suite,
6B = pN? B - B ,

et M est isomorphe au module ¥ avec N associé 3 N . 7 vérifiant les hypo—

théses de la propositiony; on peut recommencer, d'ou le résultate

Remarques =~ Cette proposition résoud le probléme de l'existence d'une structure
de Frobénius faible dans le cas ol toutes les solutions sont bornées. Nous n'avons
utilisé cette hypothése que pour démontrer que la matrice B est inversible (ce
qui est essentiel),

Au lieu dfétudier le Frobénius prés de x = O 4, on peut se placer au voisinage

P

d'un autre point j il suffit de remplacer la transformation x -~>» x" par

—~7i
(x =) = (x - P,

les hypotheses étant celles de la proposition ci-dessus, on voit que (&jaﬂ? mod p),
-1 =1 1,
H ((x =P + o) F(x°) =2 H(x) p'(eee)”

ce qui montre que les deux applications ainsi définies correspondent a des modules
isomorphes dés que les Hn(x) restent bornés dans le disque contenant g , c'est-

a-dire, en fait, dans tous les disques non singulierse.
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