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STRUCTURE DE FROBÉNIUS DES ÉQUATIONS DIFFERENTIELLES p-ADIQUES

Gilles CHRISTOL

Groupe d’étude d’A.nalyse ultramétrique
(~ AMICE, P. ROBBA)
3e année, 1.’975/76, n°’ J5, 7 p.

Jeurnées d’Analyse ultramétrique
[1976. Marseille-Luminy]

Dans [1Q,~ DWORK avait, à la suite de l’étude des équations différentielles pro-
venant de la géométrie algébrique, conjecturé que toute équation différentielle
p-adique avait une structure de Frobénius faible en tout point non singulier ; ROB-

BA, dans [3], a démontré la conjecture dans le cas d’équation différentielle d’or-
dre 1 , nous nous proposons d’étudier le cas général. Nous emploierons le langage
des modules différentiels certains appellent connexionsL) qui rend les défini-
tions plus "naturelles".

1 ~ Modules différentiels.

Soit k un anneau ’ ~ un automorphisme de k , et A. un sous-anneau de k[[x]] .
A. est supposé stable par les opérateurs t

opérateurs de Frobénius : a -~ acr (xP) porte sur les coefficients

de a ), ainsi que son inverse? si acr E A. , alors a e A» .

(b) opérateurs de dérivation : a -~ da/dx et a -~ x(da/dx) = 6 (.a) ~

Un module différentiel est alors donné par

- un. A-module de type fini 7.

- une application linéaire e de M dans lui-même qui vérifie

Les morphismes de la catégorie des A-modules différentiels sont donnés par les

applications A-linéaires qui commutent avec la dérivation e .,

S.i deux A-modules différentiels ni et N sont munis de bases, et si on note

M et N respectivement, les matrices représentant l’opérateur e sur ces deux

bases, un morphisme h. de M dans K sera représenté par une matrice H qui

vérifie

(~1i) MH: - HN ,

où. 03B8H désigne la matrice obtenue en appliquant e à chacun des termes de H ’ En

particulier, 7 et n seront isomorphes si, et seulement si, il existe une matri-

ce. H; inversible qui vérifie la relation (1:) eu

SL on note 0 
n1 

le module An muni de l’application e = Q. , on a le résultat

suivant.
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PROPOSITION. - M est isomorphe à On. si.9 et seulement si, le système différen-

tiel H-i = MH a une solution complète dans A.

Etant donné deux A-modules différentiels et on définit les A-modules

différentiels J!ï 0 K et JE 0 K comme dans le cas classique en tant que A-modules

et d’après ;les formules 1

2. Frobénius.

Nous noterons M9 la matrice où 03C3 porte sur tous les coefficients

des termes de M  m étant un A-module différentiel,, nous noterons mw, le mo-

dule égal à ~ en tant que A-module, mais pour lequel l’application e est 

née par la matrice pM9 dans la base de ~ pour laquelle e est donnée par M .

Si le système différentiel H = MH , associé au module à , a une solution com-

plète H(x) dans un anneau B , alors le système différentiel associé à M03C6 a

pour solution fl (,xP); = H9 ..
La proposition suivante montre que le module X9 ne dépend pas de la base de 3~

choisie.

PROPOSITION. - Si M et x sont isomorphes en tant A-modules différentiels,

il en est de même de M03C6 et 

Par hypothèse, il existe H , matrice inversible de GL(n , A) telle que

03B8H = MIl - HN , .

nous posons K = hëP , il vient 
..

puisque H est inversible, il en est de même de K (,K" = (H"’)~),, e± la proposi-
tion est démontrée.

Gomme l’a remarqué ROBBA, l’existence d’une structure de Frobénius revient à dé-

montrer l’existence, pour tout ~~ d’un x tel que fi = SL ~ Nous allons commencer

par examiner l’unicité (dans Le cas où il existe) de cet n.

PROPOSITION. - A~ désignant les éléments inversibles de A si (A / ~ + pA) est

contenu dans A* , alors si 59 et nt isomorphes, il en est de même de m

Par hypothèse, il existe une matrice H dans GL(n, A:) , telle que

Nous avons ÀÀ. où les H sont des matrices à coefficients dans k ,
n n

ce qui donne :
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en ne considérant dans la première égalité que les termes dont la puissance de x

soit un multiple de p . Nous posons donc K = xn , e..t nous obtenons

Or nous savons que eH appartient à pMnY!1.),., ce qui implique que appar-

tient à pMn (k) , et H n lui-même, pour (n, p) = 11 , appartient à pMn (k), , . ce
qui démontre que

H. appartient à 

IL s’en suit que

et, d’ après l’hypothèse, (,det K)~ ,. et donc (det K), , sont inversibles dans A ,

par suite K est bien inversible.

PROPOSITION. - yn et N étant deux A-modules différentiels, on a

3 . Le foncteur U .

Dans ce paragraphe,.. nous supposons que k est un corps de caractéristique nulle

(en fait que p est inversible dans k ), c’est-à-dire le cas où A* + pAl n’est

certainement pas contenu dans A .

Etant donnée une matrice M de M (Aj, ~ M = IM 
n 
x , nous posons,

et nous notons M la matrice de M (~.) :
np

LEMME. - (M +N)~ ; 1 / J = (~M)~ ~
La première relation est évidente, pour la deuxième, on part de

e-t on cherohe les termes dont la puissance de x est congrue à i modulo p , ce

qui donne
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d’où le résultat en faisant le produit par blocs des matrices.

Nous définissons dans M (A) la matrice J ( I est l’ identité de M (A) ).
r~ n

LEl%lVE.. - e (.)àh, = JMU + MU ù&#x3E; .

Un calcul simple donne

ce qui permet de vérifier la f ormule.

:m. étant un module différentiel, nous noterons le module égal à la somme

directe de p modules égaux à m, muni de l’application e donnée par la matrice

P 
M ~ J .

PROPOSITION.. - Si sont deux A-modules différentiels isomorphes, il
en est de même de ~ et 

Par hypothèse, il existe H , inversible, telle que eH, = ce qui, dia-

près les lemmes, conduit à

IL. suffit donc de vérifier que HU e.st bien une matrice inversible. Pour cela,

ç étant une racine p-ième de l’unité, nous considérons la matrice de M 
np 

(A-)

un calcul classique montre que

ce qui nous donne

(,det = det(MW)03C6 = ]’-11) = nr::6 det x), t

c’est-à-dire que si H est inversible, il en est bien de même de HU.
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Nous noterons le A-module différentiel. A muni de l’application 9 défi-
nie par e1t=a *

PROPOSITION. - (M03C6)U = ~p-1i-0([i/p] ~ M) . 

En effet, la matrice de Inapplication e correspondant à n’est autre que

et il est facile de voir que le module correpondant à la matrice M - n’est

autre que .

Nous dirons que 0 n’est pas un point singulier de M si M est, en tant que

k ( ( x ) ) -module différentiel,. isomorphe à

COROLLAIRE.- Si. sont isomorphes en tant que A-modules différen-

tiels, et si 0 n’est un point singulier ni pour 7 , ni our N , alors. 

K sont isomorphes, en tant que A-modules différentiels.

La proposition précédente montre que

sont A-isomorphes, donc aussi k((x)) isomorphes. K(,(x)) étant un corps , ce

dernier isomorphisme nous donne donc deux décompositions de Jordan-Hölder du même

module, comme [i/p] et [j/p] ne sont isomorphes en tant que k((x) )-modu-
les que si i = j (mod p) 1"isomorphisme de départ ne peut être qu’entre m et

rw

Remarque. - Il est clair que = [0] = [Q]~ , le corollaire précédent mon-

tre que c’est, essentiellement, le seul cas Qù et ~~ s.ont isomorphes sans.

que. Jl1 le soient.,

4:-. Résultats particulier-s.

(a) k algébriquement closs, ~= k((~x)) (,d’après [2])). est un A-mo-

dule fuschien (,cas qui correpond à 0 point singulier réguLier),, alors M est

isomorphe à une somme directe de modules @ au est le A-module

différentiel de dimension a et d’application e définie par la matrice
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un calcul- très simple montre qu’alors

Dans ce cas, pa: est un sous-A-module différentiel et est un 

dule différentiels On dira que M et K sont congrus module pn si et

K sont des Z)-modules isomorphes.

PROPOSITION K sont pour tout n, congrus modula pn ,
alors ~ ~ K sont isomorphes.

Par hypothèse , il existe Hi, inversible dans telle que

. eH. = HN (mod 

c’est-à-dire une solution approchée du système différentiel qui donne les coeffi-

cients de H , on sait alors qu’il existe une vraie solution (bornée), dans A ,

de ce système.
h

PROPOSITION.. - Si, pour tout h, il existe N tel que M = alors M = On.
En effet, la définition même de (p montre que N03C6 

h 
est congru à On mod pF . 

n

k = C. , A. = anneau des éléments analytiques sur D(,0. , 1") ~
"",p

PROPOSITION. - On note CL les entiers de C, si M est isomorphe à 0 en
2014201420142014.201420142014....u. 20142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014 ~~p 2014201420142014 

2014201420142014201420142014201420142014201420142014~2014201420142014-~-20142014201420142014201420142014 n 2014201420142014

tant que a[[x]] module différentiel, alors, pour tout h, il existe N tel que

JR, = 

Par hypothèse, il existe une matrice H, inversible~ à coefficients dans 

telle que QPE = Fà4 . Nous posons

Il est olassique (depuis que DWORK l’a remarqué ...) que

ce qui montre que les H (x). sont des éléments analytiques sur 1-) . D’au-
tre part, H(x) appartenant à c~[[x~~ 9 il en est de même de et on trou-

ve HD = l . Nous posons alors
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où K est une matrice à coefficients dans Il vient

comme (1i - ~~, est de valuation 1’) ? la matrice

est à coefficients éléments analytiques. On trouve même

ce qui montre que B est inversible (dans A.) ~ ~.

Nous avons donc

ce qui montre que la matrice N = §- est telle que N&#x26; appartienne à GL(n,A),
. p

et donc est une matrice de Ai) o Par suite,

est isomorphe au module avec 9~ associé à N . x vérifiant les hypo-
thèses de la proposition, on peut recommencer, d’où le résultats

Remarque. - Cette proposition résoud le problème de l’existence d’une structure

de Frobénius faible dans le cas où toutes les solutions sont bornées. Nous n’avons

utilisé cette hypothèse que pour démontrer que la matrice B est inversible (ce

qui est essentiel)o

Au lieu d’étudier le Frobénius près de x = 0 , on peut se placer au voisinage
d’un autre point ; il suffit de remplacer la transformation x ~ xP par

les hypothèses étant oelles de la proposition ci-dessus, on voit que mod p)!

ce qui montre que les deux applications ainsi définies correspondent à des modules

isomorphes dès que les H 
n 

restent bornés dans le disque contenant 03B1 , c’est-

à-dire, en fait, dans tous les disques non singuliers.
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