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LEMME DE HENSEL POUR LES OPÉRATEURS DIFFÉRENT TELS

Philippe ROBBA

Groupe d’étude d’Analyse ultramétrique
(Y. AMICE, P. ROBBA)
2e années 1974/75, no 16, 11 p. 21 avril 1975

(dl après un travail en commun avec B. 

Nous reprenons les notations de Nous supposerons encore que le

corps résiduel de K est de caractéristique p # 0 .

1. Introduction.

propos de notre étude de la factorisation des opérateurs différentiels
et du prolongement analytique des coefficients des opérateurs factorisants [ 2],
nous nous posions la question de savoir s’il était possible d’obtenir des informa-

tions concernant les classes résiduelles où il y a prolongement à partir d’une

simple étude des opérateurs différentiels dans le corps résiduel.

Nous avons obtenu, dans certains cas particuliers, une réponse positive à cette

question. A notre surprise il est alors apparu que les conditions dans lesquelles
on pouvait obtenir de telles informations pouvaient s’interpréter comme une adapta-
tion des conditions d’application du lemme de Hensel classique sur les polynômes.

La question se posait alors de savoir s’il existait une démonstration purement

algébrique de nos résultats n’utilisant pas la théorie des équations différentiel-

les p-adiques. Pour l’instant cette question n’a pas reçu de réponse complète,
mais nous indiquerons un cas particulier où la démonstration classique pour les

polynômes se transpose sans difficulté au cas des polynômes différentiels.

1.1. Soit K un corps de caractéristique zéro , complet pour une valuation ul-

tramétrique. Nous noterons ~I son anneau de valuation, et K le corps résiduel de

K .

Soit P E 2(X] .. Par passage au corps résiduel, il lui correspond P e ~X~ * Le
lemme de Hensel nous dit que si P admet une factorisation dans P==Q EL ~
et si Q* et R* sont premiers entre eux, alors P se factorise dans 

P = avec de plus Q = Q* et R = R* .

1.2. Muni de la norme de Gauss, E est un corps valué complet ultramétrique.
Comme E0 = est dense le corps résiduel de E coïncide avec celui

de E0 , et s’identifie Nous noterons B l’anneau de valuation de

B .

Soit alors d’ordre n + m . et supposons que son image = 

se factorise dans  , L = N* M* , avec ordre (et donc ordre 
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Notons k l’espace des polynômes différentiels à coefficients dans E d’ordre

 k . Nous montrerons que si

l’application L ; (P,Q) ~ PM* + 11* Q
(*)

( de dans ~ , ~ est injective,

alors L se factorise L = NM , avec ordre M = m et de plus N = N*
et ~=M’~.

I.3. Observons d’abord que nos hypothèses sont une transcription appropriée au

cas des opérateurs différentiels des hypothèses du lemme de Hensel. Dans le cas

comnutati:f. la condition (*) équivaut à dire que M* et N* sont premiers entre

eux. Précisément, soient N* et M* appartenant à K[X] . Soit l’appli-
cation 

r. n ,ftn

de x avec m = ordre n ~ ordre N* . Alors
M* et N* sont premiers entre eux si, et seulement si, L,,.i* est injective.

En effet, comme dim Kn+m-1[X] = n + = dim(Kn-1(X)  Km-1(X)) , LN*,M* est

injective si, et seulement si, LN*,M* est surjective.

Alors si est surjective, ,.) ~ et donc ~I~ ~ ~I~~ ~ 1 .

Maintenant, si (N’*, I~~) ~ 1 , soient V e tels que UM* + VN* = 1 .
soit et 

On voit que

+ QN* = RUM* + SM* N* + RVN* - SM* N* = R

et par des considérations sur le degré, on voit que deg I? $: n - 1 . Donc L M M~
est surjective. 

N *

1.4. Si on suppose que les coefficients de L sont non seulement dans 15 ~

mais sont des éléments analytiques sur une union de classes résiduelles A ~ on

peut alors choisir N et M avec leurs coefficients éléments analytiques sur un

sous-ensemble admissible (et môme superadmissible) B c’est-à-dire que B

contient presque toutes les classes résiduelles de 1~ .

Comme pour démontrer ce lemme de Hensel pour les opérateurs différentiels , on

montrera qu’on est dans les conditions d’ applications du théorème 2.6 de [ 2], cette

précision n’est en fait qu’une conséquence immédiate de ce théorème 2.6. Mais ce qui
est intéressant, c’est que, dans ce cas particulier, on va pouvoir déterminer ex-

plicitement~ par des considérations portant sur les opérateurs JI* et les

classes résiduelles où les coefficients de M et N se prolongent.

Nous illustrerons cette procédure avec l’opérateur de Monsky dont une étude dé-

taillée a été faite 
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1.5. Nous indiquerons dans le cas particulier où l’on prend M* = L 

dire dans le cas où ordre ordre L , ce qui est le cas de l’opérateur de

Monsky) une démonstration plus directe et qui coïncide avec la démonstration clas-

sique du lemme de Hensel pour les polynômes (cf. §5)~

1.6. Nous aurons besoin de certains résultats concernant les équations dif-

férentielles en caractéristique p 1 0 . Nous avons regroupé tous ces résultats

dans un appendice. Comme ces résultats, bien que simples, semblent difficilement

accessibles dans la littérature, nous y avons inclus certains résultats qui ne nous

serviront pas pour cet exposé.

1.7. On obtiendra en particulier le résultat suivant (corollaire A.4) :

Considérons K(X) comme espace vectoriel sur (ce point de vue est motivé

par le fait que si u E alors Du = 0 puisque caract. K = p ). Soit

*K(X)[D3 . Alors il existe M* E K’(x)j[D3 ~ unitaire, tel que Ker 

et que la dimension (sur de Ker M* coïncide avec l’ordre de i4l . On a
bien sdr L = N* M* pour un certain 

Il serait important, par exemple pour l’ étude du noyau borné de l’opérateur L ,

de savoir si la conjecture suivante est satisfaite.

Conjecture. - Soit ia[]D] . Soit L son image dans K(x)[D~) . Soit 1 # ’N’~ i4t
la factorisation que l’on vient de définir. il existe N , M appartenant à E(D],
M unitaire , tels que L = NM . De plus, si L a ses coefficients éléments analy-

tiques sur une union de classes résiduelles A. ~ les coefficients de M et N se

prolongent dans presque toutes les classes résiduelles de A.

2. Un lemme préparatoire.

2.1. Rappelons quelques notations du paragraphe 2.5 

L’ensemble A est une union de classes résiduelles de Q.

On considère le polynôme à coefficients dans (H(A) ) de degré total 2

ou Ck(x) = (C (3:) , ... , H(A)n , ou Y 0  i  S - 1 , est un n-

uplet Y. = (Y_ t ..., Yin) , et où la sommation porte sur les S  n matrices

coefficients entiers &#x3E; (3 avec )kt = 03A3i,j kij $: 2 .

Le développement taylorien de F au voisinage de Y = 03A9nS s’écrit

F(x 3 
== F(x ; Y~ ~ . ~Y~~)+L(x ~ Y~,. "~g~ ; ~o""" ~~~)-~(x ~ ~o~.~ ~S-l~

où L est linéaire en Z0 ...ZS-1 et  est quadratique en Z0 ,..., ZS-1 .
On considère alors le système différentiel non linéaire en Y == (Y ~. ~. $ Y )
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et à chaque af on associe l’opérateur différentiel linéaire (tangent à F )

(2.1.2) I~:Z=(z~,...,Z~)t2014~Ly(2)==L(x;Y,Y’~.~Y~~~Z~.~Z~~h .
Si alors on suppose que les coefficient Ck(1) de F appartiennent à Bn

(c’est-à-dire V k , 1 ) ~ l’équation différentielle (2.1.1) peut être
réduite dans le corps résiduel en envoyant Ck on obtient :

(2.1.3) Y~ ~ ... ~ = 0 .

De même, si on choisit Ff1 , on peut considérer l’opérateur différentiel
tangent réduit

~ ~ , ~

2.2. LEMME. - Soit F satisfaisant aux conditions du paragraphe 2.1. Soit
y* E # une solution de 11 étLuation réduite (2.l.3). Supposons $ de plus , que l’opé-
rateur tangent réduit L * est injectif dans Alors il existe un relèvement

unique Y de y* que Y = Y*) dans En solution de l’équation
(2.1.1). De plus , Y satisfait le s hypothèses du théorème 2.6 de [ 2] con-

Y e B est un sous-ensemble super admissible de A.

Démonstration. - Comme 1 est injectif dans En , en vertu du corollaire AB,
il existe une n x n matrice Q* à coefficients dans C telle que

(où l’on considère Q* et L * comme endomorphismes de 

Soit" un relèvement quelconque do Y* dans et Q une n x n matrice

à coefficients relèvement de Q*. On peut supposer que T) et Q

n’ont de singularités que dans les classes résiduelles qui sont des singularités de

ytt et Q* .

L’équation (2.2.1) nous donne alors

Ce qui entraîne que et donc est inversible dans En (cf. §4.10,
et le théorème 1.4 de [2]) et même dans H(B)n, où B est un sous-ensemble admis-

sible de A contenant toutes les classes résiduelles de .à où ni 1B ni Q n’ont

de singularités.

Montrons que

On a d’une part 1 = 11111 = L-ql1  ~L-1~~ . D’autre part, s1 ~L-1~~ &#x3E; 1 . il

existe U E lui = 1 tel que |L~ ul &#x3E; 1 . et on obtient par réduction ü ’# c

et U = 0 ce qui contredit l’injectivité de Ly*.
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F(x; T) , 1~~ , ... , satisfait 1-équation (2.l. 3) ~
on a ~i ~ ~ 1 . Choisissons w avec g} ~ w  1 . et posons

On vérifie alors, comme dans la démonstration du théorème 2.6 de [2]. que l’appli-
cation

est une contraction de U dans lui-même, et donc a un unique point fixe Z0 . H
est alors clair que Y == T) + Z0 est un relèvement de Y* qui satisfait l’équation
(2. 1.1) .

Si alors Y 
1 

est un autre relèvement de Y~ satisfaisant (2~ 1.1)~
Z == Y 2014 T) est aussi un point fixe de !p $ et comme l  l ~ on peut choisir
X avec l  B  1 ~ le point fixe de p dans U étant unique Z = Z.. et

3 Lemme de Hensel pour les opérateurs différentiels.

Rappelons que 0. a été défini au paragraphe 1.2, et désigne l’espace (les élé-

ments (le 0 d’ordre ~: le .

~ ~

THEOREME.

(i) Soit L ~= d’ordre n + m . Supposons que son image Y dans ? se

factorise sous la forme

(3.1) T: = N" 

est unitaire et d’ordre m . Soit LN*,M* l’application

de D  x Qm-l dans ~ ... Si cette application est injective~ il existe Tin
relèvement unique M de unitaire d’ordre m , qui divise L à droite. On a

donc

(3.3) L == NM ,

et N est un relèvement de N d’ordre n.

(ii) Sous les hypothèses de (i)~ si de plus L ~ H(A)[~D3 ~ ~ A est une union

de classes résiduelles $ alors N et M appartiennent à H(B)[D] où B est ~m

sous-ensemble super admissible de A .

et s’identifient de façon évidente avec J5 .
En vertu du corollaire A. 8. l’endomorphisme différentiel de En+m possède
un inverse Q qui est un endomorphisme différentiels Alors sous les hypothèses de

(1.i.) t on peut ajouter que B contient toutes les classes résiduelles de Â ne

sont pas des singularités pour les coefficients de ML de 
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Démonstration. - L’équation (3.3) peut Si interpréter comme une 
tielle non linéaire sur les coefficients n - 1 et m - 1

respectivement) de N et M , et (3. 1) est l’équation réduite. Alors L~ N~ ~~ est

l’opérateur tangentiel réduit.

Alors (i) et (ii) résultent du lemme ~~2~ et (iii) résulte des remarques que l’on
a faites au début de la démonstration du lemme 2.2 sur le relèvement de Q et de

Y’*.

4. Exemples.

4.1. Nous indiquons quelques cas simples où la condition (*) est (ou n’est

pas ) satisfaite. Il pourra être intéressant de comparer les théorèmes 3.2 et 3.4 de

[2] avec la proposition suivante.

PROPOSITION. - Soient m et n des entiers, et soient M* et N* des éléments

d’ ordre m, n . L’aplication L N*,M*, définie par (3.2),
(i) n’est pas injective si Ker N* -# (0) et dim- Ker M* = ordre M* = m ,

( ii) est injective si Ker N* = (0) et dim Ker M* = m ,

(iii) est injective si N* est d’ordre zéro.

Démonstration.

( i) Soit u ... u m une base de Ker M~ ~ et soit v ~ Ker N~ . Comme le
wronskien de u ... u n’est pas nul $ il existe un polynôme différentiel Q

d’ordre  m - 1 tel que

Il est alors clair que Ker M* c Ker - N* Q . et donc, en vertu du lemme A. 3 et

du corollaire A.6~ M* divise à droite - N* Q. ce qui montre que l’application

LN*,M* n’est pas injective.

(ii) Supposons qu’il existe P ~= et Q ~= tels que pM’" + N* Q == 0 .

Comme dim Ker Q ~ ordre Q  m = dim Ker i~ ~ il existe u ~ 1 tel que M~ u = 0

et 0 . On voit alors que Qu ~ Ker N* ce qui contredit l’hypothèse.

(iii) Si P et Q sont non nuls, on a ordre 11* Q  m  ordre et on ne

peut donc avoir ??* + N* Q = 0 .

4.2. PROPOSITION. - Soit A une union de classes résiduelles, et soit

L ~ H(A)[D] n d’ordre n + m . Supposons que son image L dans  soit

unitaire d’ordre m . Alors L ae factorise dana L = avec M

unitaire et H = L .
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Démonstration. - En vertu de la proposition 4.1 (iii), on est dans les conditions
du théorème 3 avec N* = 1. M* = L . Il suffit. en vertu du 

rème 3. de déterminer les singularités de de L...... *.
- 

Or est de la forcée

et l’application inverse

correspond à la division de S par M* . Comme Fi* est unitaire, les singularités
de cette application sont celles de ~ , et donc ne sont pas dans A ~

4.3. Exemple : Dans [3], nous avons fait une étude extensive de l’opérateur de
Monsky.

Nous pouvons appliquer la proposition 4.2 avec A = 1) .

Il existe donc ~ E H( D( 1 , 1-» J tel que

et

Remarquons que dans [3J on obtenait des précisions supplémentaires sur 1’B (à
savoir ~ = 2014-S2014 + Ç avec V ~ r+)) , r  1 ) ce qui était essentiel

pour l’ étude faite en [3J, §4.3 et seq.

5. Démonstration algébrique du lemme de Hensel, dans un cas particulier.

Nous allons donner une démonstration algébrique de la proposition 4.2 calquée sur

la démonstration correspondante du lemme de Hensel pour les polynômes.

5.1. Pour L ~ d3 = L = l c on pose ILl Î = 

LEMME. - Soient L ~= 4J et M unitaire de 4J avec !~! = 1. Soient N et R

de  tels que

L = NK + R , ordre R  ordre M .

Alors ) ILl = tP) ) .

Démonstration. - Elle est évidente.

5.2. Démonstration algébrique de la proposition 4.2.

Soit it. un relèvement unitaire de L. d’ordre m. dans 

On définit M N et R par induction sur n. grâce aux formules
n n n
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L = N M + R . ordre R  ordre M ,

M = M + R .n+ n n

il est clair que M 
n 

est unitaire d’ordre m et donc pour tout n. M 
n 

N 
n 

et

R 
n 

appartiennent à H(A) .

De plus, comme L = on a if = 1 et Rl = 0 , soit )N 2014 l)  1 et

 1 . 

Par application du lemme 5.1. on démontre alors facilement par induction sur n

que

Alors (5.2.2) mont re que R n -2014&#x3E; 0 e t que M n converge vers une limite M ,

unitaire d’ordre m , et (5.2.3) montre que N converge vers une limite N. On

a alors à la limite

Appendice : Opérateurs différentiels en caractéristique p

A.1. On note K le corps résiduel de K , E -- K(X) ,  = E[D] l’ anneau des 

rateurs différentiels à coefficients dans E .

Comme K est de caractéristique p , les éléments u de E tels que Du =s o

sont précisément les éléments de K(Xp) . Les éléments de  agissent donc comme

opérateurs linéaires sur E , considéré comme espace vectoriel sur (mais on
n’ identif iera pas ® avec un sous-espace de ).

L’opérateur Ir annihile E e t se trouve dans le cent re de 7 .

L’anneau  possède un algorithme de division euclidienne à gauche et à droite,

il en résulte que les idéaux à gauche sont principaux.

Une base de (espace vectoriel sur ~~~p~ ~ est forcée des polynômes
1 $ X ~ ~ .~ ~ X~* . (Si la décomposition de u suivant cette base eat

évidente ; si u = v~~ , v alors et donc

sa décompose aussi salivant cette base). On a donc E == p .

A.2. Si ... u alors u.. «. u linéairement indépen-

damta au-dessus de si, et seulement si, leur wronskien n’est pas nsl (ceci
Mt lié an fait que le noyau de D dans W est K(Xp) ; on peut utiliser ce ré-
saltat pour démontrer que la dimension de E au-dessus de est p .). H en
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résulte que si L ~ est d’ordre m , alors Ker L y son noyau dans E , est (le

dimension, au-dessus de K(Xp) , au plus m .

A.3. Ii3MME. - Soit L E  , d’ordre m . Alors

si ~ et seulement si, D~ appartient à ~L .

Démonstration. - Soient  , avec ordre B  si 2014 1 , tels que

Cossue Dp annihile E , Ker L ~ Ker B , H résulte donc de A.2 que, si

dim Ker L B = 0 .

Réciproquement, si alors AL annihile E , donc Ln Ker A . Alors

dim Im L  ordre A = p - 
donc dim Ker L ~ m ~ et on a l’ égalité en vertu de A. 2.

A. 4. COROLLAIRE. - Soit M le générateur (unitaire) de à gauche engendré
par Dp et L y 

= 6h4 .

Alo rs

et la dimension du noyau de M coïncide avec l’ ordre de M .

Démonstration. - Comme dim Ker ?4 = ordre M . Comme L est un multi-

ple à gauche Ker M ~ Ker L . Comme il existe A , B = 0 tels que

ADp + BL = M , Ker L ~Ker M .

A. 5. COROLLAIRE. - Si Ker L = (0) , alors

6~~ 4- ~L == ~ ,

et réciproquement.

A.6. COROLLAIRE. - Soient L , Ker L  Ker N si, et seulement si,

Démonstration. - Soit M le générateur de l’idéal Si N == alors

Réciproquement, soient A , B ~ D , m - 1 , tels que N = 

Alors Ker L = ~e Ker B contient il résulte

alors de A. 2 que B = 0 ,

A.7. Soit maintenant L matrice à coefficients dans © . Alors L
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agit sur espace vectoriel sur 

Si L est injectif en tant qu’endomorphisme de 59 , alors il existe
deux n x n matrices, Q coefficients telles ~

Démonstration. - En vertu du théorème de l’annexe de [ 2], il existe deux n)( n

matrices inversibles U et V, à coefficients dans Q , telles que VLU soit une

matrice diagonale de coefficients ~1 ... ~n (remarquons qu’on ne peut pas suppo-
ser que les e. sont _ tous~ sauf u~~ égaux à 0 ou 1 ~ car E étant de caracté-

ristique non nulle, D n’est pas simple). Par hypothèse L est injectif et donc

ohaque E~ est injectif dans E. Alors, en vertu du corollaire A. 5 il existe Aj
et Bj ~ D tels que

Soient alors A et B les matrices diagonales dont les termes diagonaux sont

respectivement ... ~ An) et ... ~ Bn) . donc

AVLU + B~ = 1 .

Multiplions cette équation à gauche par U , et à droite par U-l , et posons
Q = UAV et H = On obtient ainsi la formule annoncée dans le lemme.

A.8~ COROLLAIRE. - Un endomorphisme différentiel injectif de TP a un inverse qui

est aussi un endomorphisme différentiel.

(Par endomorphisme différentiel de ~ , on veut dire un endomorphisme de ~ , on
tant que espace vectoriel, défini par une n x n matrice à coefficients

dans D , )

A.9. Au lieu d’étudier 1" action d’un élément de Q sur ’E’ aurait pu le

faire agir sur *K((x)) . Les éléments de K’((x)) annihilés par D sont précisé-
sément les éléments de K( (XP») . On montre comme en A, l que *K( (x) ) est un espace

vectoriel sur K( (XP) ) de dimension p ~ et que (l ~ X , .... forme une

base de cet espace. On a donc

Cette remarque nous permet de ramener l’étude d’un opérateur différentiel dans

X((X)) à son étude dans K(X) . En effet, il lui correspond un endo-

de T(x) et un de i’((x)) , et 

et donc
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Comme tout élément de est le produit polynôme par un élément de

’i(Xp) , le noyau de L dans possède une base formée de polynômes. Le noyau
de L dans K( (X») possède donc aussi une base formée de polynômes.

On peut t en particulier, appliquer ces résultats à voit donc que

toute série formelle solution de L est une combinaison linéaire à coefficients

dans K( (X~) ) de solutions polynômes de L (On ne peut malheureusement pas affir-

mer que ce soit une combinaison à coefficients dans KEE~ 33 ~ sauf bien sur si la
dimension sur du noyau de L dans est 1 ).
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