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CROISSANCE DES SOLUTIONS

D’UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE HOMOGÈNE

Philippe ROBBA

(d’après B. DWORK)

Groupe de Travail d’Analyse ultramétrique
(Y. AMICE, A. ESCASSUT, P. ROBBA)
1973/74, n° 1, 15 p. 5 et 12 novembre 1973

0. Mode d’e loi. 

Dans cet exposé, on démontre un résultat sur la croissance des solutions d’une

équation différentielle linéaire, homogène, à coefficients fractions rationnelles

(Théorème 2.2).

On met en évidence une factorisation de l’opérateur différentiel L, liée à

1.1 étude des solutions bornée de Lu = 0 dans le disque générique (Théorème 5.8) .

On compare la dimension du noyau de L dans D(0 , 1-) avec celle du noyau de

L dans D(a, l") , tal = 1 (Proposition 3.1, §3.2, Corollaire 6.7, Proposition

6.9).

On compare la dimension du noyau borné de L (solutions analytique bornées de

Lu = 0 ) dans D(0 , 1**) avec celle du noyau borné de L dans le disque générique

(Théorème 6.4).

On propose des problèmes à résoudre, et on indique des conjectures aux paragra-

phes 3,2~ 5.12, 5.13, 6.1. On donne un exemple au paragraphe 4.6. Ces résultats

sont exposés par DWORK dans ~ 2~ et [3].

Dans ~ 4~~ DWORK expose ses motivations, et indique quelques conjectures. L’exem-

ple du paragraphe 4.6 est traité en détail dans ~1~, où l’on trouvera par ailleurs

l’arrière-plan de géométrie algébrique qui motive ces recherches. La présentation
du paragraphe 5 e st due à 

1. Définitions.

1.1. Soit K un corps de caractéristique zéro, complet pour une valuation

ultramétrique. Soit Q un corps algébriquement clos, complet pour une valuation,
extension de la valuation sur K . Supposons que 0 possède un élément t de

module 1 , dont l’image dans le corps résiduel de Q est transcendant au-dessus du

corps résiduel de K. Le point t sera appelé le point générique.

1. 2. Comme d’habitude, on pose :pour r réel positif

Le disque D(t , 1~"~ sera appelé le disque générique.
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Pour f E a]] ~ f = b (x - a)V , analytique dans D(a, r") ~ on

pose, pour p  r ,

Pour une fonction méromorphe dans D(a, r ~ , on posera

si f =g/h, g et h étant analytiques dans D(a, r ) .

1.3. Soit K(X) le corps des fractions rationnelles à coefficients dans

K . Soit E la complétion de E.. muni de la norme de Gauss

On voit sans peine que l’ opérateur d/dx , défini sur se prolonge sur E .

De plus, à cause du choix de t , on voit que si f E f n’a pas de pôles

dans le disque générique D(t , 1-) et donc la norme de Gauss sur E.. coïncide

avec la norme de la convergence uniforme sur D(t , ~~~ (d’âpres l’inégalité de

Cauchy). Les éléments de E peuvent donc être identifiés avec des éléments analy-

tiques sur D(t , l"*) , De plus les éléments de EO n’ont pas de zéros dans

D(t , 1~~ et ont un module constant dans D(t , 1-) , il en est donc de même pour
les éléments de E .

1.4. On notera D = l’anneau enclidien non commutatif des opérateurs

différentiels c c ~ E . On notera ~o le sous-anneau 
finie m m u 

l.5. On dira que f = ~=O b (X - a)" , analytique dans D(a, r-) , a une
B~2014u v 

-

croissance logarithmique d’ordre 03B1 dans ce disque si

L’espace vectoriel des fonctions analytiques de croissance logarithmique d’ordre

a dans le disque D(a, r-) sera noté Wr,03B1, et pour simplifier wa si r = 1 .
a a

On notera que cet espace ne dépend que de D(a, r-) et non de a .

On obtient la. caractérisation suivante de 

On démontre le "si" en maximisant par rapport à v (on trouve

et le "seulement si" en maximisant b~ par rapport à p .

1~7. On notera Ct~ l’espace des fonctions analytiques dans le disque D(a~r ) ~
et pour simplifier on écrira CL si r =s 1 .

Si a ~ 03A9 et (ou L ~ D si a=t ), on notera Ker L l’espace des
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germes de fonctions analytiques en a annihilées par L .

2. Le théorème de croissance.

2.1. Soit L E 4~0 , On veut étudier le comportement des solutions de l’équa-
tion

analytiques dans le disque D(a , r") . Par translation et homothétie, on peut tou-
jours se ramener au cas a = 0 , r = 1 , ce que nous ferons.

D’autre part, si

et si l’on pose

les solutions de Lu = 0 sont les mêmes que les solutions de L’ u = 0 .

On supposera donc désormais que L est unitaire. Dans ce cas, on dira que a

est une singularité de L si a est un pôle pour l’un des coefficients

On démontre (plus facilement que dans le cas classique) que si a n’est pas une

singularité de L, Ke r L a dimension n (où n est le degré de L ) .
a

2.2. THÉORkNE. - Soit L de degré n. Si Inéquation n so-

lutions linéairement indépendantes analytiques dans 1"*) , alors les solu-
tions de Lu=0 , analytiques dans D(O , 1) , ont une croissance logarithmique
d’ordre n - 1 .

2.3. Nous prouverons ce théorème en démontrant les implications suivantes

(Notons que nous pouvons supposer que 0 n’est pas une singularité pour L ).

(a) L e C , Ker.. L C CL implique Kert c CL (proposition 3.l) ;

(b) L~D , implique (n= degré de L), (propo-
sition 4.2) ;

0;)0’ dO et W~ impliquent 
tion 4.1).

2.4. Originellement, B. DWORK a prouvé le théorème 2.4 sous l’hypothèse addi-

tionnelle que L n’a pas de singularités dans D(O, 1"") .

3. Comparaison du nombre de solutions de Lu = 0 dans les différentes classes ré-

siduelles.

3.1. PROPOSITION. - Soient a e D(o , 1+). L e 0;)0 de degré n, et supposas
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que L n’a pas de singularités dans D(a, l") . Alors si L a n solutions,

analytiques dans D(0 , 1 ) , linéairement indépendantes, on a Ker LcOL .

Démonstration. - Dn + ... + Soit

Les bl sont des éléments de E définis par les relations de récurrenceo

On voit donc que bi est une fraction rationnelle de la forme où P

est le p. pw c, m. des dénominateurs de c..... et le degré de 0 est in-

férieur à o’m où o’ est une constante.

On aura donc, pour r  1 ,

Si ul ’ ... ~ un sont des solutions linéairement indépendantes de Lu = 0 , on

a
/ B

Résolvons ce système par les formules de Cramer. On obtient
, , , ,

où W est le Wronskien, et le numérateur s’obtient en remplaçant la i-ième colon-

ne du Wronskien par la colonne u~/m! .
Comme, pour u e on a on obtient

On déduit de (3.1.3) et de (3.1.6)

Choisissons alors, pour tout r  1 ,

Donc quand 

En prenant p=r~ , on voit que , pour tout p  i , p 2014~0 quand
m ~ + oo .

Comme L nia pas de singularités dans D(a, 1-) , b n’a pas de pôles dans
D(a, l") ~ et par suite
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si u e Ker L , u = u(m)(a) m! (X - a) , avec u(m)(a) m! = 03A3n-1i=0 b (a) (a.
a m~ m. m. 1 m

D’après (3.1.9) et d’après ce qu’on vient de voir, on a donc (um(a))/m! pm - 0

quand m -§ co et ce, pour tout p  1 , ce qui montre que U E 

C. Q. F. D.

3.2. Problème. - Supposons maintenant que L nt a de singularités ni dans

D(O , 1-) , ni dans D(a, 1-) . on a montré que si dim Ker0 L n 03B10 = n = deg L ,
alors dim Ker L n a = n , et réciproquement.

a a

Plus généralement, d1m = dim a a ? (On verra au para-
graphe 6.8 que la conjecture 5.12 implique que, pour toutes les classes résiduelles

sauf un nombre fini, dim Ker L n Él est constante).
a a

En particulier, a-t-on dim Ker0 L n «o = 0 implique dim Kera L n aa = 0 ? On
verra (§6.7) que si a = t est le point générique, alors dim Kert L n at = 0 im-

plique dim Ker0 L n t10 = a .

3.3. Remarquons que c’est seulement dans la démonstration de la proposition

3.1 que l’on utilise l’hypothèse que les coefficients de L appartiennent à EO.
Dans tout ce qui suit, on pourrait aussi bien supposer que les coefficients de L

sont des éléments analytiques sur D(0 , 1-) .

4. La situation dans le disque générique.

4. i PROPOSITION. - Soit L e (Co ’ de degré n . Si, dans D(0 , 1-) , Lu = 0 !:
n solutions analytiques linéairement indépendantes, et si Kert L C V§§ , alors
dans D(O ,1-) les solutions de Lu = 0 ont aussi une croissance logarithmique
d’ordre OE .

Démonstration. - Soit (u1’ ... , un) une base de Kert L . En spécialisant la
formule (3.1.5) au point générique t , et en utilisant le lemme 1.6, on voit que

(4.1.1) Ibi(t)1 1 = O(ma) .

D’autre part, l a formule ( 3 . 1 . 5 ) , appliquée aux solutions v. de Lu = 0 dans

D(0 , 1-) , montre que les pôles des b1 . sont des zéros de WJ et donc des pôles
m

de L . Mais cette formule montre aussi que les ordres de ces pôles sont bornés

indépendamment de m. Il existe donc un polynôme fixe c(X) tel que les fonctions

rationnelles c(X) n’ont pas de pôles dans D(0 , 1-) .m

On peut supposer, sans restreindre la généralité, que 0 n’est pas un zéro de

c(x) . on a donc

et donc, d’après (4.1.1),
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Par suite, si u e Ker0 L , (u (m) )/ml = et donc u E wg .
4.2. PROPOSITION. - Soit L e Ô2 , L de degré alors

4.3. PROPOSITION. - Soit L E Kert L n 03B1t ~ (0) et si Kert L n’est

pas contenu dans est réductible dans 6.) .

4.4. La proposition 4.3 implique la proposition 4.2.

La proposition 4.2 se démontre par récurrence sur le degré n de L. Soit donc

L de degré n avec Kert L c CL..
Si Kert L C ~ ’ il n’y a rien à démontrer.
Sinon, L est réductible, et l’on a L = L2 o L et l’on peut supposer que 11

est irréductible.

Soit s &#x3E; 0 le degré de L . Comme on a alors

on a, d’après la proposition 4.3, Kert L1 ~ W0t et, d’après l’hypothèse de récur-

rence, Kert
Soit u e Kert L . On a u) = 0 , ce qui montre que v = L u appartient à

L2 ’ et donc appartient à 1 ~~’"" . ~ 
~’

Soit (u1 , ... , u ) une base de Kert L1. On résout v = L u par la méthode

de variation des constantes. On cherche u sous la forme u = w 1 u 1 +...+ w s u s
avec

On a donc

Par suite

Où W , wronskien de u , ... , est une fonction analytique dans D(t, 1-)

qui ne s’annule jamais dans ce disque (car 
L n’a pas de singularités dans ce

disque). Les fonctions 1~W et u. i sont bornées dans D~t , 1-) , donc wi a

une croissance logarithmique d’ordre n - S - 1 comme v, et donc Wj E 
pour tout j,donc u a une croissance logarithmique d’ordre 

4.5. La proposition 4.3 sera démontrée au prochain paragraphe. Ce sera une

conséquence du théorème 5.8 et de la proposition 5.10 (cf. §5*ll)*

4.6. Observons que même si L E Q 0 et les hypothèses de la proposition 4.3
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sont satisfaites, L n’est pas nécessairement réductible dans ~ . L’introduction
de D est donc absolument essentielle.

Soient L l’opérateur différentiel définissant les
P

fonctions hypergéométriques

Dans le corps résiduel K, la fonction

est solution de Lg = 0 .

On dit que le disque D(a, 1"") , !a~  1 ~ est supersingulier si 0 .

Dans les disques non supersinguliers, Inéquation Lu = 0 possède une solution
bornée et une solution de croissance logarithmique 1. Dans les disques supersin-

guliers, toutes les solutions de Lu = 0 sont une croissance logarithmique d’ordre
1
1 *

L est réductible dans S d’après la proposition 4.3. Soit L = QR . Alors les

coefficients de R , qui appartiennent à E , sont en fait des éléments analytiques
sur le quasi-connexe A réunion des disques non supersinguliers,

Ceci signifie que, bien que la solution bornée ua de Lu = 0 ne se prolonge

pas d’un disque non supersingulier, D(a, 1-) , dans un autre, la fonction
~u’ ~~~u ~ , elle, se prolonge analytiquement.a a

Les coefficients de R ne peuvent pas se prolonger analytiquement dans les dis-

ques supersinguliers car, si c’était le cas, il existerait une solution bornée dans

ces disques.

5. Le théorème de factorisation.

5.1. Munissons l’espace de la norme de la convergence uniforme. Cela en

fait un espace de Banach ultramétrique.

Q s’identifie à un sous-espace de l’espace W’) des opérateurs linéaires
continus de W. dans lui-même. On munit 0 de la norme d’opérateur. Pour P et

Q dans C , on aura

De plus, on vérifie que, si P = l c on a
m
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5.2. Soit alors L e (Q . La fermeture DL, dans 0 , de 11 idéal à gauche SL,

est aussi un idéal à gauche de (D . Comme D est un anneau euclidien, il existe un

générateur unitaire R de QL qui est l’opérateur unitaire de plus petit degré de

ET .

Nous allons montrer que

Le sous-espace Ker L n WU sera aussi appelé noyau borné de L au point a,
a a

et noté Ker born L.
a

5. 3. Définitions.

(i) Soit Une suite approximante (de L) de longueur i ~ 0 est une

suite (R ) d’éléments de D telle que .

(5.3.1) R est unitaire de degré i ,
n

( 5 . 3. 2 ) (!JL) = infQ~DL ~Rn - Q~ ~ o quand n ~

(ii) Une suite approximante est dite minimale s’il n’existe aucune suite approxi-
mante plus courte.

5.4. On voit que la condition (5.3.2) équivaut à la décomposition R 
n 
=P 
n 

( ~ 0 quand n -à + ex&#x3E; .

5.5. LEMME . -. Une suite approximante minimale converge dans ~ .

Démonstration. - Soit R une telle suite avec
n

Supposons que R 
n 

ne converge pas. E est complet et comme le degré de R 
n

borne, la suite R n’est pas de Cauchy. H résulte de (5*3.l) que, pour un k ,

la suite (c ) n’est pas de Cauchy. Choisissons k maximal avec cette propriété.
Il existe donc 03B1 &#x3E; 0 tel que, pour tout N &#x3E; 0 , il existe n = n(N) et m == m(N)

plus grands que N tels que

On a, de plus, pour j &#x3E; k ,

Posons

PN est unitaire de degré k  i . De plus,
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tend vers 0 quand n - + oo . (PN) est donc une suite approximante de longueur

k  i , ce qui contredit la minimalité de la suite (R ) . ,

Toute suite approximante minimale de DL converge ,vers R, gé-

nérateur unitaire de 

Démonstration. - La limite R d’une telle suite est unitaire et appartient à

De plus, R. est de degré minimal dans car s’il existait Q E ’BE ~ uni-

taire, avec degré Q  degré R , la suite Q = Q serait une suite approximante

plus courte que la suite R.

5,7, LEMME. - Soit degré Q = i . Si Kert Q n’est pas contenu dans

w~ ’ il existe une suite approximante de ~Q de longueur plus petite que i .

Démonstration. - Pour m entier, écrivons

Par hypothèse, il existe u analytique dans un voisinage de t , avec Lu = 0,

et u~W..La suite

n’est donc pas bornée quand m ~ + 00 . Il existe donc k  i tel que la suite

Ibk(t) 1 = l soit non bornée. Choisissons k maximal avec cette propriété.
m 

j m. k
Posons 03B2Jm = b bm , 0  j  i .

Pour tout entier n , il existe donc m(n) = m tel que

Posons

R est unitaire de degré k. De plus,
n

il résulte donc de (5.1.l) et (5.1.3) que

_ 

w-

ce qui montre que R est une suite approximante de longueur k  i s
n

5.8, THEOREME..- Soit L E ~ ; soit R 1e générateur unitaire de On a
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Démonstration.

(i) Il est évident que , pour tout Q E 

Comme, de plus, R divise L à droite,

et donc

(ii) Si Ker t R n fl Ker t R , d’après le lemme 5.7, il existe une suite appro-
ximante de R, de longueur plus petite que i = degré de R . Il existe donc une

suite approximante minimale de ~L de longueur plus petite que i, ce qui contre-

dit le lemme 5.6.

5.9. Pour u méromorphe dans D(t, 1-) , c ’est-à-dire quotient de deux fonc-

tions holomorphes dans D(t , 1-) , on pose

Si L ~ 0 , il découle immédiatement de la formule (5.1*3) que

5.10. PROPOSITION. - Si l’équation Lu = 0 possède une solution analytique
dans D(t , 1-) , elle possède une solution analytique et bornée dans D(t , 1-) .

Autrement dit : si Kert L n 1 # 0 alors Kert L n W4 (0) .
Démonstration. - En vertu du théorème 5.8, il faut démontrer que l’opérateur R ,

défini dans ce théorème, ne peut être l’identité. Si ce n’est pas le cas, il existe

Q ~B tel que

et

Soit u tel que Lu = 0 , alors u=Q u , et donc

Cette contradiction termine la démonstration.

5.11. Démonstration de la proposition 4.3. - Si Ker L n ~0~ , d’après
la proposition 5.10, on a 1 (R générateur unitaire de SE* )~ et si

on a R ~ L d’après le théorème 5.8. Comme R divise L à droite (car L E ~BE ),
la proposition 4.3 est démontrée.
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5.12. Comme le montre l’exemple 4.6, même si L E 0 y il peut arriver que
l’opérateur R , générateur unitaire de L , n’appartienne pas à ~O . On peut
néanmoins espérer, comme dans l’exemple 4.6, que les résultats vrais dans le disque

générique s’étendent à toutes les classes résiduelles du disque unité, sauf un nom-

bre fini.

Conjecture. - Si L e 0 , les coefficients de l’opérateur R , générateur de

OL , se prolongent analytiquement dans D(0 , 1-) sauf en un nombre fini de

classes résiduelles.

Notons qu’une conséquence immédiate de cette conjecture est que, dans toutes les

classes résiduelles, sauf un nombre fini, on a

5.13. Par application répétée des théorèmes 5.7 et 5.9, on obtient une facto-

risation de L .

Soit, on posant P ~ Rs ... Ri ’

Si L E peut-on espérer cette fois que P aussi appartient à Q ?
La réponse est non, ainsi que le montre le contre-exemple de NANIN :

Si L a E Z , l’équation Lu = 0 a, dans le disque

générique, une solution de rayon de convergence 1 et une solution de rayon de

convergence p’’P/~P’*~ . Néanmoins L n’admet pas de factorisation dans On

montre cependant que, dans ce cas, P est de la forme

où v est un élément analytique dans le complémentaire d’un disque D(l , r) avec

r  1 . D’où la conjecture suivante.

Conjecture. - Si L E 0~ , il existe un opérateur différentiel P , dont les coef-

ficients sont des éléments analytiques dans le complémentaire de l’union d’un nom-

bre fini de disques, dont aucun ne contient toute une classe résiduelle, tel que

6. Dimension du noyau borné.

6.1. Supposons maintenant que L E 0 . Nous voulons comparer de façon plus
précise que par la proposition 4.1, la croissance des solutions dans le disque gé-

nérique et dans les autres disques D(a , 1~) , )a[ : 1 . Nous supposerons que L

n’a pas de singularités dans D(a, 1~~ , et que Lu = 0 a n solutions analyti-
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ques dans D(a, 1-) linéairement indépendantes. Pour 03B1  0 , considérons l’ap-

plication

Soient ... , 0153k les points de discontinuité de cette fonction et

s~ , ... , s. les sauts en ces points. Considérons le polygone dont les c8tés suc-

cessifs ont une projection sur Ox égale à s. et une pente Autrement dit,
les sommets du polygone sont les points de coordonnées ji=0 s. , - 
0 : j : k . Il résulte, de la factorisation (5.13.1) et de la démonstration de la
proposition 4.2, que dans le disque générique le polygone de L se trouve en

dessous du polygone correspondant au cas ai ~ i , si = 1 , 
(fig. 1).

Conjecture. - Le polygone de L relatif au disque D(a, 1-) se trouve au-

dessus du polygone de L relatif au disque générique.

Exemple. - Pour l’opérateur considéré en 4.6, on a

dans les disques supersinguliers dans les disques non supersinguliers

Le théorème 6.4 démontrera la conjecture pour le premier côté du polygone, à

savoir le côté de pente 0 , qui existe toujours dans le disque générique d’après
la proposition 5.10.

6.2. Avant d’aller plus loin, remarquons que l’opérateur R , générateur uni-
taire de a ses coefficients dans E , donc ceux-ci ne sont pas des fonctions

définies dans D(a , 1 ) . On ne peut donc pas tester R sur les fonctions de

a . Pour tourner cette difficulté, nous allons approcher R par des éléments de

D0.
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Démonstration. - Comme E~ est dense dans E , l’existence de R~ ne pose aucun

problème. D’autre part, il existe P E ~ tel que

satisfait aux conditions du lemme.

6.3. Comme en 5.9, on pose pour u méromorphe dans D(a, 1 )

Si L E 4~~ , on a encore

et de plus

On notera ma l’espace des fonctions méromorphes dans D(a, 1-) quotient de

deux fonctions a analytiques bornées dans D(a, 1-). Sur ma, Il 1B définit une
norme.

Pour simplifier les notations, on supposera que a n’est pas une singularité de

L , mais L peut avoir des singularités dans D(a, 1 ) .

(et en particulier dim Ker L n W0a  dim Kert L n W0t).
Démonstration. - Si l’assertion est fausse, il existe ... , u~ éléments

linéairement indépendants de Ker a L n ou k est la dimension de Kert L n W0t
ou encore le degré de R , générateur unitaire de DL . On peut supposer ~uj~a = 1

Choisissons R 
n 

et Q comme dans le lemme 6.2. Comme Luj =0 , on a

avec

Regardons (6.4.l) comme un système d’équations linéaires pour les coefficients 
de

R . Résolvons ce système pour 1 , coefficient de D~ dans R . On trouve
~ 

~. ~ ,
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où W désigne le wronskien de ... , ~.~.1 ’
On en déduit  1/n . Ceci étant vrai pour tout n, = 0 . Comme Il (( a

est une norme sur W = 0 , ce qui contredit l’hypothèse que u ,..., u,
sont linéairement indépendants.

6.5. On peut généraliser les résultats de la proposition 5.10.

PROPOS ITION . - Si l’équation Lu = 0 possède une solution méromorphe dans

D(a , 1**) ~ ta) ~ 1 , elle possède une solution analytique bornée dans D(t , 1~).

La démonstration est la même qu’en 5.10.

6.7. COROLLAIRE. - Soit L ~ S , alors dim Ker. L = 0 implique

dim Ker 
a 

L n él 
a 
=0, 

C’est le résultat annoncé en 3.2.

6.8. PROPOSITION. - Supposons la conjecture 5.12 démontrée. Alors, pour

presque toutes les classes résiduelles, on a

Démonstration. - Ainsi qu’on l’a observé en 5.13, on a une factorisation de L

dans 0 : et donc {a} . Si la
conjecture 5,12 est vraie, les coefficients de P et Q sont des éléments analy-

tiques dans presque toutes les classes résiduelles. Alors, dans l’une des classes,
soit le disque D(a, 1~~ , on a

d’après la proposition 6.5 (ainsi qu’on l’a noté, hormis la proposition 3.1, tous
les résultats sont valables pour des opérateurs à coefficients éléments analytiques
dans une classe résiduelle).

De plus, si L n’a pas de singularités dans ce disque, Kert P c at implique

En effet, la proposition 3.1 est valable pour les opérateurs à coefficients élé-
ments analytiques si l’on part du disque générique (car les fonctions bl sont

constantes en module dans le disque générique). Il peut arriver aussi que P ait

des singularités dans le disque D(a, 1~~ même si L n’en a pas, mais alors ces

singularités sont artificielles, c’est-à-dire qu’au voisinage de ces points Lu=0

a une famille complète de solutions ; on montre alors que, dans ces conditions, les
résultats de 3.1 subsistent (cf. lemme 4.25 de [~5j).

Il résulte alors de (6.8.1) et (6.8.2) que

ce qui montre que dim Kara L n dim Kert L n 
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