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Sur les produits tensoriels extérieurs
de

structures a1gébriques.(+)

André SILGA

Certaines catégories Alg(S) de structures algébriques,d'une espé-
ce donnée S , possédent, a l'instar de la catégorie des groupes abéliens,

un "bon" produit tensoriel. Alors, on dispose:

- d'un bifoncteur "produit tensoriel” (- B -): Alg(S) x Alg(S) — Alg(s) ,
- d'un bifoncteur "exponentiation" (-)(-) : A1g(S)°p x Alg(S) —> Alg(s) ,
- d'un objet I de Alg(s) ,

de sorte que, naturellement en tous objets A1 ’ A2 et A3 de Alg(s) ,
on a des isomorphismes:
(A1 B A2) A A,

1
Ay X (A3 )

A1 B A2 ~ A2 B3 A1

I8 A1 ~ A1 ~ A1 RI .

De telles catégories peuvent d'ailleurs fort bien posséder plusieurs bons
produits tensoriels de cette sorte: c'est le cas, par exemple, de la caté-
gorie des (petites) catégories! Elles peuvent n'en posséder exactement
qu'un: c'est le cas de la catégorie des groupes abéliens. Enfin, elles peu-
vent n'en posséder aucun: c'est le cas de la catégorie des groupes, ou de
celle des demi-groupes.

Une étude systématique des conditions d'existence et des procédures

de classification des bons produits tensoriels sur de telles catégories

de structures algébriques est entreprise, notamment, en (F.S.C.A.) ,

(+) Ce travail, préparé sous la direction de C. Lair, sera présenté au
premier trimestre 1986 auprés de l'Université Paris 7 pour 1'obtention du
Doctorat de 3éme Cycle de Mathématiques Pures.



(C.C.F.W.) et (P.T.G.M.). Le présent travail compléte ces études anté-
rieures,nous montrons, en effet, que l'on peut toujours effectuer EEEEET
ment un bon produit tensoriel d'une structure algébrique quelconque A ,
d'une espéce arbitraire S , par une autre quelconque structure algébri-
que A' , d'une autre espéce arbitraire S' , obtenant une structure al-
gébrique A B A' , dont 1l'espéce, notée S B S' , est exclusivement dé-
terminée par les seules données de S et S' ; ainsi, ce n'est que lors-
que l'on peut "comparer" S B S' 3 une troisiéme espéce S" , donnée a
priori, que 1l'on peut "contraindre" le produit tensoriel libre A B A'

a devenir une structure algébrique de l'espéce S" voulue,

Pour obtenir et formaliser avec précision ce résultat, il nous a
fallu, d'une part, généraliser la notion de "catégorie munie d'un bon
produit tensoriel” (i. e. la notion de catégorie monoidale bi-fermée, au
sens de (C.L.C.A.)) et, d'autre part, utiliser une théorie adéquate des
"espéces de structures algébriques".

Nous généralisons la notion de catégorie monoidale bi-fermée en celle

de systéme tensoriel bi-fermé: un systéme tensoriel (bi-fermé) est une
famille, indexée par une catégorie donnée C , dont on peut dire qu'elle
sert de "guide" , de catégories (ZC)C €ec ? de sorte que, pour tout cou-
ple (c',c) de fléches consécutives de _E_, on dispose d'un produit

tensoriel (- B -): T ,xT —>T ,6 .
c%c — ~c —c'.c

Bien entendu, cette notion est assez proche (bien que plus précise, en
raison de la présence de la catégorie guide C ) de celle de bi-catégo-
rie (voir (D.I.S.T.)) que nous aurions pu utiliser. D'ailleurs, il est
assez facile de traduire en termes de bi-catégories ce que nous énongons
en termes de systémes tensoriels (et réciproquement). Cependant, ce tra-
vail ne prétend pas contenir une étude exhaustive des systémes tensoriels
généraux (ce qui pourrait &tre considéré comme faisant double emploi
avec la théorie, désormais classique, des bi-catégories) mais étudier
les sytémes tensoriels (ou les bicatégories) de structures algébriques:
de ce point de vue, la notion de systéme tensoriel nous a semblé mieux
adaptée (au moins dans sa formalisation).

Suivant (E.T.S.A.), on décrit une espéce de structures algébriques i
1'aide d'une esquisse projective: une esquisse projective est un graphe

orienté (qui fixe les sortes de variables - objets du graphe - et les



sortes de lois de composition -~fléches du graphe), muni d'une composi-

tion de certaines fléches consécutives (ce qui en fait un graphe multi-
plicatif, ol les diagrammes commutatifs expriment les équations de dé-

finition des structures algébriques considérées) et ou 1l'on a distingué
des cdnes projectifs (qui précisent les arités des lois de composition

de 1'espéce de structures étudiéde). Ce procédé catégorique (ou diagram-
matique) de description des espéces de structures algébriques nous a

semblé d'autant plus adéquat que:

2 e

- c'est celui qui est déji utilisé dans les travaux antérieurs (F.S.C.A.),
(C.C.F.W.) et (P.T.G.M.), et ce, avec efficacité,

- il permet suffisamment de constructions entre espéces diverses, notam-
ment celle du produit tensoriel de deux espéces - et ce, assez naturel-

lement .

.

Nous avons tenu a rédiger un texte aussi "auto-contenu" que possi-
ble, c'est pourquoi nous avons rappelé, au Chapitre I (cependant, assez
briévement) & peu prés toutes les notations systématiques, la terminolo-
gie et les résultats standard tant en "théorie des catégories" qu'en
"théories des esquisses" qui nous sont utiles par la suite.

Le Chapitre II est consacré a4 la formalisation précise de la notion,
indispensable par la suite, de systéme tensoriel (et de quelques uns de
ses affaiblissements). Dans un premier temps, on pourra penser que les
notations utilisées sont assez lourdes: c'est parce que nous les avons
voulues systématiques, d'un usage automatique et, surtout, révélatrices
des structures considérées. Dans un second temps, le lecteur sera conduit
a2 les simplifier de lui méme (ainsi pourra-t-il supprimer de nombreux in-
dices) en raison méme de la compréhension des structures considérées que
ces notations (au moins) permettent,

Nous avons, de plus, illustré la plupart des notions introduites d'exem—-
ples , parfois élémentaires, d'autres fois plus marquants, qui, pensons-
nous, permettent assez bien de fixer les idées.

Comme il n'était pas dans notre intention de procéder a une étude géné-

rale des systémes tensoriels (et des notions dérivées) nous avons veillé



a4 limiter le plus possible ce Chapite II de "généralités" (cependant
indispensables).

Au Chapitre III, nous procédons i une étude assez exhaustive des
sytémes tensoriels particuliers que sont les sytémes tensoriels de struc-
tures algébriques, en 1'illustrant de nombreux exemples. Nous y établis-
sons, surtout, le résultat essentiel que nous avions en vue (et évoqué
plus haut).

Enfin, on trouvera en Appendice une comparaison précise entre les

notions de systémes tensoriels et de bicatégories.



CHAPITRE I : TERMINOLOGIE, NOTATIONS ET RESULTATS PRELIMINAIRES.

1. Graphes orientés.

Si T est un graphe orienté (voir (C.A.S.T.)), on note:
- F1Z 1la classe de ses fléches,

- Ob X 1la classe de ses objets,

s

- dom: F1 £ —> 0Ob £ 1l'application domaine des fléches (qui, & toute

fléche de I , associe son domaine - ou source),

- cod: F1 L —> 0b £ 1l'application co-domaine des fléches (qui, a

toute fléche de I , associe son co-domaine - ou but)

- 1: 0b X —> F1 T 1l'application sélection des identités (qui, 2a
tout objet S de I , associe la fléche identité en S , notée
i(s) = 1d. ).

S

Alors, on a:
- pour tout objet S de I , dom(i(S)) = cod(i(S)) =S .
On dit qu'un graphe orienté I est BEEEE si, et seulement si:
- F1 X est un ensemble (et Ob I est un ensemble),
De méme, on dit qu'il est fini si, et seulement si:
- F1 X est un ensemble fini.

Nous laissons au lecteur le soin de préciser ce qu'est un homomor-

phisme entre graphes orientés.




2, Graphes multiplicatifs.

On dit que B = (0Ob B , F1 B, dom, cod, i, k: B¥8 —> F1B)

est un graphe multiplicatif si, et seulement si (voir (C.A.S.T.)):

- (Ob B, F1 B, dom, cod, i) est un graphe orienté (dit sous-jacent
a)

- B¥B est une classe (dite des couples de fléches composables de §_)

dont les éléments sont des couples (b',b) de fléches consécutives de B ,
i.e. telles que dom(b') = cod(b) (i. e. deux fléches composables sont
nécessairement consécutives, mais deux fléches consécutives ne sont pas

nécessairement composables),

- Kk: B¥B ——> F1 B est une application (loi de composition des fle-

ches ... composables, et 1'on pose k(b',b) = b'.b si cela a un sens),

- pour toute fléche b: B ——> B' de B , les couples (b,IdB) et
(IdB,,b) sont nécessairement des couples de fléches composables (dits

triviaux) et 1l'on a k(Idg,,b) = b = k(b,Idg) ,

- pour tout couple (b': B*—> B",b: B—> B') de fléches composables
de B, ona dom(b'.b) = dom(b) = B et cod(b*.b) = cod(b®) = B* .

On dit qu‘un graphe multiplicatif est petit (resp. fini) si, et
seulement si, son graphe orienté sous-jacent est petit (resp. fini).

I1 nous arrivera fréquemment de "représenter graphiquement" un
graphe multiplicatif en donnant une représentation graphique de son gra-
phe orienté sous-jacent et une liste d'équations (e. g. b'.b = b" ,
qui signifie: (b',b) est un couple de fléches composables et le compo-
sé est b" ), ol nous omettrons les compositions de couples triviaux,
précisant la loi de composition des fléches.

Nous laissons, enfin, au lecteur le soin de préciser ce qu'est un
homomorphisme de graphes multiplicatifs, encore appelé foncteur .
Alors, si F: B ——— C est un foncteur du graphe multiplicatif B
vers le graphe multiplicatif c, il nous arrivera fréquemment d'écri-

re:

- FB , au lieu de F(B) (si B est un objet de B ),



- Fb , au lieu de F(b) , si b est une fléche de B ,

- F(-) , ouméme F - , au lieude F .

3, Catégories.

Une catégorie est un graphe multiplicatif ol deux fléches consé-
cutives sont nécessairement composables et dont la loi de composition
des fléches est associative.

Si C est une catégorie, on note _C_*g*g la classe des triplets

de fleches (c",c',c) consécutives (et donc composables) i. e. telles

que: dom(c") = cod(c’) et dom(c') = cod(c).

Si B est un graphe multiplicatif, si C est une catégorie, si
F: B—>C et G: B —>C sont deux foncteurs et si n est une
transformation naturelle du foncteur F vers le foncteur G (voir

(C.A.S.T.)), alors, on notera fréquemment:

n:F‘_—'—>G’
- n:F—>G:3—>C,
- n, ou nB , au lieu de n(B) (si B est un objet de B )

- n_ ,ou n- ,ou n(-) , au lieu de n .

4., COnes et limites.

Soit F: I > B un foncteur du graphe multiplicatif I vers le

graphe multiplicatif B .
: . —_ )
on dit que ((b;: B F(I))I €cobI’ F) (resp

9, em—— [} - N N P
((by: F(I) > B )I €ob L ,F) ) est un cdne projectif (resp. ins
ductif ) de base F dans B si, et seulement si:
- H ._.—-—-> . ': ]

(bI B F(I))I €ob 1 (resp (bI F(I) ——> B )I €ob I )

est une famille de fleches de B ,



= Dpour toute fléche i: I ——>1' de I, on a: (F(i),bI) (resp.
(bi,,F(i)) ) est un couple de fléches composables de B et F(i).bI = b,

(resp. by F(i) = by d.

Si aucune confusion sur F n'est possible, on dira aussi qu'un

tel cdne est de base I . On préferera, également, le noter:

- (bI: B —> F(I))I c . (resp. (bi: F(I) —— B')

I

Iel”
Bien entendu, si B est une catégorie, un tel cdne peut &tre une
limite projective (resp. inductive). Dans ce cas, si aucune confusion

n'est possible quant 4 la famille des projections (resp. co-projections)

(bI)I €obI (resp. (bi)l €obI ) , on notera indifféremment :
- B = _lim (F) = Jdim (F(I)) (resp. B' = lim (F) = lim, (F(I) ).
I€I I€l

Un tel cOne, ou une telle limite, sera dit betit si, et seulement si, I
est un graphe multiplicatif petit.Il sera dit Eigl si, et seulement si,
I est une catégorie finie. Si @ est un ordinal régulier, il sera dit
a-projectif (resp. a-inductif) si, et seulement si:

- (il est petit et) l'ensemble F1 1 est de cardinal strictement infé-

.

rieur &4 ¢ .

5. Esguisses.

On dit que /S] = (S, IP) est une esquisse (projective) si, et seu-
lement si (voir (E.T.S.A,)):

- S est un graphe multiplicatif,

- IP est une classe de c8nes projectifs de S , dits distingués.
On dit que /S/ est petite (resp. finie) si, et seulement si:

= S est un graphe multiplicatif petit (resp. fini),

- IP est un ensemble (resp. un ensemble fini),

- les éléments de IP sont des cdnes projectifs petits (resp. finis).



Si q est un ordinal régulier, on dit que /§/ est une esguisse

a-projective si, et seulement si:

- 1les éléments de IP sont des cdnes q-~-projectifs.

6. Structures algébriques (ensemblistes).

Soit /§j une esquisse projective,

On dit que /R/: /S/——> Ens est une réalisation de /S/ dans

la catégorie Ens , ou encore une structure algébrique (ensembliste)

d'espéce /S/ si, et seulement si (voir (E.T.S.A.)):
- R: S — Ens est un foncteur (dit sous-jacent a la réalisation),

- 1'image par R de tout cOne projectif distingué (i. e. de tout élé-
ment de IP ) est une limite projective de Ens.

/sl

algébriques d'espéce /S/ (et de leurs homomorphismes), i. e. la caté-

Dans ces conditions, on note Ens la catégorie des structures

gorie dont les objets sont ces réalisations et dont les fléches sont les
transformations naturelles entre les foncteurs qui leurs sont sous-ja-
cents,

Ainsi, il n'est pas difficile de montrer que les catégories de
structures algébriques "usuelles" (groupes, anneaux, catégories petites,
.++) sont équivalentes & des catégories de structures algébriques d'espe-

ces des esquisses projectives petites (et méme finies).

7. Structures algébriques générales et co-structures.

Soit /S/ wune esquisse projective et C wune catégorie.
On dit que /R/: /S/

ou encore une C-structure algébrique d'espéce /S/ , ou encore une struc-

> C est une réalisation de /§j dans C ,

ture algébrique d'espéce /S/ interne 4 C, si et seulement si (voir (C.0.5.S8.)):

- R: S——> C est un foncteur (dit sous-jacent 4 la réalisation),
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- 1'image par R de tout cdne projectif distingué (i. e. de tout élé-

ment de IP ) est une limite projective dans C .

Dans ces conditions, on note E/ s/ la catégorie des C-structures

algébriques d'espéce /S/ (et de leurs homomorphismes), i. e. la caté-

gorie dont les objets sont ces réalisations et dont les fléches sont les
transformations naturelles entre les foncteurs qui leurs sont sous-ja-
cents,
Ainsi, par exemple, la catégorie des groupes topologiques est équivalen-
te 4 la catégorie des Top-structures algébriques d'espéce 1l'esquisse
projective (finie) des groupes (si Top désigne la catégorie des espa-
ces topologiques et applications continues).

On dira qu'une g?p-structure algébrique d'espéce /S/ est une

C-co-structure d'espéce /S/ et méme, s'il n'y a aucune ambigulté sur

C , une co-structure d'espeéce /S/ .

8. Produit tensoriel d'esquisses pro jectives.

Soit /S/ = (S, P) et /S'/ = (8',P') deux esquisses projectives.,
A tout objet S (resp. S' ) de S (resp. §' ) , nous associons

le foncteur

(S,-): -s-. > _S- X -S_'
S; € 0b §' > (5,5])

s' € F1 8" ——> (Idg,s")

(resp. (=S"): S >S xS’
§, €0b S > (5,,8")
s €Fl1s +——> (s,Idg,) ).

Alors, nous désignons par (S, P') (resp. (IP,S')) la classe des cdnes
projectifs de S x S' , images par (s,-) (resp. (-,S')) des éléments
de IP' (resp. TP ).

Dans ces conditions, nous posons (voir (E.G.C.E.)):

- PR P'= ( U (s, ') ) U ( U (P,s*) ) ,
S E€ObS S' €0b S
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- /S/®B/S'/=(SxS', PR P') .

Ainsi, /s/ & /S'/ est une esquisse projective, dite produit tensoriel

de /S/ par [S'/ , et qui vérifie la propriété suivante (voir (E.G.C.E.)):

= pour toute catégorie g_(possédant "suffisamment”" de limites projecti-

ves), on a des équivalences de catégories
] . .
(Ensli/ )/i / ~ Ens/§/E/§ / ~ (Ens/§ /)/§_/

Remarquons, enfin, que si /S/ et [S'/ sont des esquisses projectives
petites (resp. finies, q-projectives) alors /S/B/S'/ est une esquisse

projective petite (resp. finie, q-projective).

9. Structures et co-structures multiples.,

Soit /S/ une esquisse projective.

Pour tout entier n , on définit l'esquisse projective nn/§/ ,
iéme

puissance tensorielle n de /S/ , par récurrence comme suit:

- n°/§/ = (1,8) , encore notée 1, (ot 1 est la catégorie n'ayant
qu'un seul objet Q et Idy pour seule fliche),

- 8Ys/ =15/,
- si n>2 et ln-llgj est définie, alors nn/g/ = /§jl(ﬂn-1/§/) .

Dans ces conditions, si C est une catégorie et n€ N , une C-structure

algébrique d'espéce ﬁn/§/ sera appelée C-structure algébrique n-uple

d'espece /S/ . De méme, une C-co-structure d'espéce En/§/ sera ap-

pelée C-co-structure n-uple d'espéce /s/ .

Par exemple, les catégories doubles (de (C.A.S.T.)) sont des struc-
tures algébriques (ensemblistes) 2-uples d'espéce 1l'esquisse de catégories.
De méme, les structures algébriques (ensemblistes) doubles d'espéce l'es-

quisse des groupes (i. e. les groupes doubles) sont les groupes abéliens.
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10. Homomorphismes entre esquisses projectives.

Soit /S/ = (S, P) et /S'/ = (S',IP') deux esquisses projecti-
ves.
On dit que /R/: /S/ —> /S'/ est une réalisation , ou homomor-

phisme, de /S/ vers /S'/ si, et seulement si (voir (E.T S.A.)):
- R: S —> §_' est un foncteur,
- R( ]P) (e E. e

Dans ces conditions, si C est une catégorie, une telle réali-

sation induit un foncteur ("composition par /R/"):
1 ]
LY

/R'/ p——————> [R'.,R/

En particulier, si /R/: /S/ > [S'/ est une réalisation entre

esquisses projectives petites, nous avons ("théoréme du faisceau associé"):

1]
- 1le foncteur Ens/ R/ : Ens/ 5'/ — Ens/ s/ admet un adjoint a gauche.
(voir (C,0.S.5.)).

11. Co-structures canoniques.

Soit /S/ wune esquisse projective petite.
A tout objet S de S , nous associons la réalisation
/SelS/: 1 —>/S/ telle que Selsz 1

tion de S ") qui associe S a 1'unique objet de 1.

> S est le foncteur ("sélec-

Ainsi, cette réalisation induit le foncteur "évaluationen S " :

/Sel_/
evS = Ens S : Ens/-s-/ — l-.‘.ns1 = Ens
/R/ b R(S) ’

et, d'aprés le "théoréme du faisceau associé", ce foncteur admet un ad-

.

joint 3 gauche:

/8/

qq ¢ Ens » Ens
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De méme, 3 toute fléche s: S —> S' de S est associée une
transformation naturelle "évaluation en s " :
ev.: evg —> evg, Ens/§/ -~ Ens ,
telle que:
- pour tout objet /R/ de Ens/§/ , On a evs(/R/) = R(s).

Par adjonction, il en résulte donc une transformation naturelle:

> Ens/§/

Qg% dg —_— qg ¢ Ens
Dans ces conditions, nous obtenons ainsi un foncteur (canonique-
ment associé 3 /8/ ):
> (Ens/§-/)0p
—>  qg(D)
—> q (1) .

Y/§/ H

0 |»

n

Alors, on sait que ("lemme de Yoneda pour les esquisses projectives pe-
tites" - voir (F.0.S.A.)):

- naturellement en tout objet /R/: /S/ ——> Ens de Ens/§/ et na-

turellement en tout objet S de S, on a

R(S) ~ Hom (Y,.,(8),/R/) ,
Ens/S/ 18/

/Y/S//: /S| ——> (Ens/§-/)0p est une réalisation (c'est donc une

/8/

Ens’ — —co-structure d'espéce /S/ : nous dirons, plus simplement, que

s

c'est la co-structure canoniquement associée & /S/ ).

12, Densité des co-structures canoniques.

Soit /S/ une esquisse projective petite.

Si /R/: /S/ —> Ens est une réalisation, nous lui associons
le graphe multiplicatif H(/R/) (de ses hypermorphismes) défini comme
suit (voir (C,A,S.T,)):
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= ses objets sont les couples (S,x) tels que S est un objet de
S et x est élément de R(S) ,

- ses fléches sont les couples (s,x): (S,x) —> (5',R(s)(x)) tels
que s§: S ——> S' est une fléche de S et x est élément de R(S) ,

- les deux fléches (s,x): (S,x) —/> (S',R(s)(x)) et
(s',x'): (S',x'") —> (S",R(s')(x')) sont composables si, et seulement
si x' =R(s)(x) et s: S —>5S' et s': S'

> S" sont composa-

bles dans S , auquel cas la composée est (s'.s,x): (S,x) => (S",R(s")(x')).

Nous disposons d'un foncteur "projection":

h(/R/): H(/R/) > S
(Sy,x) ¢ > S
(syx) ¢ — s .

Dans ces conditions, nous savons alors que ("densité de la co-struc-

ture canonique") (voir (F.0.S.A.)):
- s8i /R/ est un objet de Ens/§/ » alors on a:
/R/ = Lim, ((§g,)°P.n(/RHP )

> gOP

o meh

= lim ( H(/R/)°P
= h(/R/)°P g,

ce que nous écrirons aussi, en posant H(/R/)(S,x) = Sx (=8 ), pour
tout objet (S,x) de H(/R/) ,

/R/ = 1lim s Y/S/(Sx) .

x € R(S)
SEO0bS

13. Idées.

Soit /S/ = (S, IP) une esquisse projective.
On dit que le graphe orienté ¥ est une idée de /S/ si, et seu-
lement si:






