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Diagrammes,Vol. 7 , 1892,

SUR QUELQUES STRUCTURES DE BASE
POUR DEFINR LES STRUCTURES,

par
L.Coppey
I) SYSTEMES MULTIPLICATIFS.
Définition Un systéme multiplicatif S° est cons-

titué d'un ensemble S et d'une loi de composition binaire
partielle, notée en général par un point, lorsque c'est néces-
saire,

L'ensemble des couples composables de S° est désigné
par S VS .

Définition Un homomorphisme h : S°® ——> S*°
entre systéemes multiplicatifs est défini par une application
h satisfaisant:

(ysx) € SV S —m> (h(y),h(x)) € S' V¥V S' et

h(y.x) = h(y).h(x) .

Les homomorphismes se composent naturellement et consti-

tuent alors la catégorie Sysm dite des systémes multiplicatifs.

Définition = Une correspondance ¢ : S' ———> S'’ entre
systémes multiplicatifs est définie par une application ¢ sa=-
tisfaisant :

(vsx2 € SVS et (e(y),e(x)) € S* VS' —> c(y.x) =

c(y).c(x).
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Les correspondances se composent de la maniére suivante :
soient ¢ : §* —>S'"" et c¢' : S'° ——> S"* deux cor-
respondances . Elles sont dites ecomposables si et seulement si
S{':/S" et si 1l'application composée c'o ¢ définit encore
une correspondance de S° vers S"° , Notons qu'il se pourrait
en effet que 1'%on ait c'c(y.x) # c'c(y)ec'e(x) , ce qui si~-
gnifierait seulement que (c(y),c(x)) ¢ S* ¥ S*' . Avec cette
composition, les correspondances constituent un graphe multi-
plicatif (associatif au sens précis donné en {2} et rappelé
brigdverent plus loin) qui contient Sysm comme sous-structure.
Notons que ce n'est point une précatégorie,Notons le Corr.

Remarqgg. Les correspondances fournissent (presque) un
exemple, d'ailleurs fort simple, de morphismes souples (cf. {7}
et {11} ). Ils sont en effet si souples que, ne constituant pas
naturellement une catégorie, il elt suffit que les auteurs de
{7} pensent aussi aux graphes multiplicatifs (resp. aux gra-
phes multiplicatifs associatifs) internes a la catégorie Esq
des ascuisses, étant entendu que 1l'esquisse de graphe multi-
plicatif (a réaliser ensuite dans Esq ) est "a la portée de
tous”, et que celle de graphe multiplicatif associatif (& ré-
aliser ensuite dans Esq ) a été pratiquement décrite en {2}

( §3 ), grice & la catégorie P des parenthésages. L'idée de
base de 1'article {7} est donc parfaitement adaptée au cas pré=-

sent,

II) SOUS-SYSTEMES MULTIPLICATIFS.

Soit S° un systéme multiplicatif, Toute partie T de
S détermine naturellement un sous-systéme multiplicatif de S°
en prcnant pour T VT 1'ensemble des couples (y,x) € TxT N S¥S
tels que y.x €T,

On dit que T est un sous-systéme multiplicatif (ou sim-
plement une partie) stable de S° si et seulement si on a 1°'
égalité : TVI = TxT N SVS , c'est-a-dire encore que, si x , y
sor.t dans T et si y.x est défini, alors y.x est dans T.
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Exemple, Sysm est une partie stable de Corr , et plus géné-

ralement, toute partie d'un graphe multiplicatif qui se trou~
ve &tre une catégorie est stable.

Etant donnée une partie T de S° , elle détermine un
systéme multiplicatif canonique T°, sous-systéme de S°, et
aussi un sous-systéme stable engendré (dénombrablement), soit

T, appelé encore fermeture stable de T.

Soit S°® un systéme multiplicatif. Une base de S' est
une partie minimale A de S pour la propriété de fermetu-
Te stabledans S : A = S . Si y et x sont des éléments
composables d'une base A ; alors , on a soit y.x = x , soit
X.y =y , ces deux cas ne s'excluant pas.

Un systeéme multiplicatif n'a pas nécessairement de base,
et deux bases n'ont pas nécessairement méme cardinal, sauf

si celui-ci est infini.

III) SYSTEMES MULTIPLICATIFS QUOTIENTS.

Soit S° wun systéme multiplicatif, et soit T wune re-
lation binaire sur S ; le quotient de S® par r n'est autre
que le systéme multiplicatif (S/T)° , ol T est la relation
d*équivalence compatible engendrée par r et la loi de com-
position de S/T est définie, comme d'habitude, pour que
X

> (S/T)° soit un homomorphisme.

IV) RELATIONS MULTIPLICATIVES.

Nous n'en parlons ici que pour signaler des problémes

techniques propres aux systémes multiplicatifs.

Aspect cartésien. I1 ne pose pas de difficulté. Une relation

multiplicative R : S® ———> S'* entre systémes multipli-
catifs est définie par la donnée d'une partie du produit SxS',
notée encore R, munie de la structure de sous-systéme de S°xS'°.

On dit que R est stable si c'est une partie stable de S°*xS'°,
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Exemples. Les relations stables R : S° ————> S’ sont exac~
tement les relations compatibles sur S°,

Les relations fonctionnelles stables s'identifient natu-
rellement aux correspondances.

La composition s'effectue ici, comme dans le cas des re=-
lations entre ensembles, et 1l'on obtient ainsi la catégorie
Relm des relations multiplicatives; elle contient Corr comme
sous—-graphe multiplicatif (non stable); les relations stables
ne constituent pas une partie stable de Relm .

Remarque. Soit T° wun sous-systéme multiplicatif de S° et
soit i 3 T®* ———> S* 1'inclusion; puisque i est un ho-
momorphisme, c'est aussi une correspondance, et donc 1l'injec~-

tion T° > T°x S° ( x ——> (X,x) ) détermine une sous-

structure stable de T'x S° , tandis que T' n'est pas obliga-
toirement stable,

Aspect fonctionnel., Ici, plusieurs possibilités interviennent

nécessairement., Soit S° un systéme multiplicatif. Dans 1'en~
semble P(S) des parties de S , plusieurs structures multi-
plicatives "naturelles" sont a priori possibles. En voici quel-
ques unes, B et A désignant des éléments de P(S) :

- lére composition (notée, comme celle de S°, par un point):
B.A est toujours défini et c’est l*ensemble de tous les com-
posés possibles b.a , ou (b,a) € BxA . Si f : §° ——> S*°
est un homomorphisme, on voit que f£(B).f(A) = £(B.A), et que
cette inclusion n'est pas en général une égalité, de sorte
que l'endofoncteur P de Ens (un ensemble est vu ici comme
un systéme multiplicatif sans couples composables) ne s'étend
pas en un endofoncteur de Sysm ., L'application canonique de
S° dans ?(S)' détermine cependant un homomorphisme.

- peme

défini si et seulement si, quel que soit (y,x) € BxA, y.x

composition (notée par un rond "o") : BoA est

est défini dans S", Dans ce cas, on pose BoA = B.,A . Pour
cette composition, P devient un endofoncteur (covariant) de

Sysm et l'application canonique de S° dans P(S)o définit
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encore un homomorphisme.

- 3cme composition,notée par un point entouré d'un rond
"Q" :B®A est défini si et seulement si 1l'application de
composition détermine une bijectionde BVA = BxA N SVS

vers B.,A . Dans ce cas, le composé B ® A est égal a B.A .
Cette composition mérite le nom de "directe" (ou "semi-di-
recte") i cause de la propriété d'existence et d'unicité de
décomposition d'un élément x € B.A en un produit b.a avec
(bya) € B x A . Ce genre de décompositions a été largement
étudié dans {4} .

Soit PS(S) 1'ensemble des parties stables de S . En
général, le composé (pour l'une des lois "." , "o" ou "@" )
de deux parties stables n'est pas stable., On peut alors "cor-
riger ce défaut" de plusieurs maniéres, par exemple :

- composer les parties stables selon 1l'une des lois dé~
sirée, seulement si le composé est encore stable, envisageant
ainsi PS(S) comme un simple sous-systéme (non stable !) de
P(S) ;

- composer les parties stables selon la loi désirée, en
oubliant d'abord leur propriété de stabilité, puis en prenant
la fermeture stable du composé dans P(S); «.e

On pourra alors définir une relation multiplicative
R :S" ——> S*" , sous 1l'aspect fonctionnel, par la donnée
d*un homomorphisme ou d'une correspondance, ou méme d*une
simple application de S°* vers P(S') ou PS(S'), muni de 1la
loi désirée, etc... Ceci ne constitue pas évidemment une dé-
finition, mais seulement un éventail (non limitatif) de pos=-
sibilités... Le probléme de 1l'équivalence entre l'aspect car-
tésien et 1'aspect fonctionnel pose au moins celui de la fonc-
torialité de P , D'autre part , il est souhaitable de retrou-
ver 1'équivalence usuelle dans Ens (lorsqu'on identifie un
ensemble 2 un systéme multiplicatif sans couple composable).

La catégorie Sysm contient aussi Cat comme sous-caté~

gorie pleine (ce qui fournit d'ailleurs un autre plongement
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naturel de Ens dans Sysm , un ensemble étant regardé cette
fois comme un systéme multiplicatif ou les seules équations
sont "x2 = x" ) et il est souhaitable de retrouver des situ-
ations d'équivalence déja étudiées par divers auteurs. Réci-~
proquement, le fait d'envisager Cat comme sous-catégorie de
Sysm peut suggérer d'autres possibilités de définition et d°

étude des "catégories de relations associées i Cat".

V) GRAPHE MULTIPLICATIF LIBRE ENGENDRE PAR UN SYSTEME MULTI-
PLICATIF.

Soit Gram 1la catégorie des graphes multiplicatifs. Rap—-
pelons qu'un graphe multiplicatif S°® est un systéme multipli-
catif satisfaisant les conditions suivantes :

(1) tout élément x de S° posséde un élément neutre 2
droite o(x) et un élément neutre a gauche B(x) .
(ii) tout couple composable (y,x) est tel que
aly.x) = alx) , B(y.x) =8(y) , et a(y) =8 .
Un homomorphisme entre graphes multiplicatifs doit respecter
la composition et les éléments neutres.

L'oubli naturel (inclusion) Gram ———> Sysm posséde
un adjoint a gauche G que nous explicitons iei :

soit S° un objet de Sysm ; choisissons deux bijections
> A et B :S —~——>B , de sorte que A, B, et S

soient disjoints ; la réunion § de A, B et S est munie de

a ¢ S

la structure multiplicative suivante -

SVS & (8VvV3s)U (s VaA) U (B VBS) U DA U DB ’

ou S VdA est 1'ensemble des couples (x,0(x)) , X € S,

B VBS est l'ensemble des couples (B(x),x) , X € S

et DA et DB sont les diagonales respectives de AxA et BxB,
et les composés sont donnés par :

Yex 5 si (y,x) €S VS,

yea(y) = B(y).y =y , pour tout y € S ,

x? = X , quel que soit x € AU B .
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Soit alors r 1la relation dans § qui identifie, pour
tout couple (y,x) € S VS, a(x) et a(y.x) , B(y.x) et B(y)
aly) et B(x) ; le systéme multiplicatif quotient §/r = GS*
est le graphe multiplicatif libre engendré par S° ; 1"homomor-
> GS° ( x ——> x mod T) est injectif,

phisme naturel S°
puisque 1'équivalence T n'identifie éventuellement entre eux
que des éléments de A U B,

Voici quelques exemples simples :

S Equations de S° Dessin de GS*
{x} 9 —,
x

{ x} 2= x <::::i> X
{Y’X} YeX = X ,X>\‘/Y

{y,=x} Xey = X YO—X——>-

z
{Z)Y:X} Z =YX o ——,

Sy

Remarque. Le dessin de GS° ne suffit pas a caractériser cette

structure . Ainsi, dans les exemples 3 et 4 précédents, on

obtiendrait le méme dessin en ajoutant 1'équation y2 =y .

VI) PROBLEME DE LA RECONNAISSANCE DES STRUCTURES.

Voici, de fagon euristique, de quoi il s'agit : étant
donné un systéme multiplicatif (associatif) S° , si on 1
envisage, a priori, comme un ensemble de morphismes entre struc-
tures d’un certain type, quels sont ces types de structures
possibles ? Autrement dit, on "voit" des morphismes "sans sour-
ce ni but" , et il faut "reconnaltre" les structures !

A cet effet, la premiére idée consiste a rajouter a3 S°

des "unités" (ou éléments neutres) possibles. On peut le faire
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librement (c'est la construction faite au § précédent) , mais
on doit aussi envisager toutes les catégories possibles dans
lesquelles le plongement de S° est possible (entre autres,
celles pour lesquelles le plongement préserve d'éventuels
éléments neutres existant déja dans S° , mais il n'y a 13
aucun caractére “obligatoire" bien évidemment !). Le pro-
bleme se divise assez nettement en deux :

- 1 - Un probléme de nature algébrique : dans quelles
catégories S° peut-il de plonger ?

- 2 - Etant donnée la classe C(S°) de ces catégories,
quelles conditions (nécessaires et / ou suffisantes) doit-
on imposer a une esquisse ¢ pour que la catégorie de ses
réalisations Eggg soit équivalente 3 1l'une des catégories
de la classe C(S') ? Dans cette direction, les travaux
de Diers, Gabriel-=Ulmer, complétés et éclairés par ceux
de Lair et de Guitart-Lair ( {5} ,{6} , {8}, {9} ,{10},....)
fournissent déji des réponses (et/ou des directions) fonda-

mentales,

VII) SYSTEMES MULTIPLICATIFS ASSOCIATIFS.

Pour que le premier probléme concernant la reconnaissan-
ce des structures ait des solutions, il est nécessaire que S°
soit un systéme associatif,dans le sens précis rappelé ci-
dessous,

Soit S° un systéme multiplicatif et M(S°) le monoide
libre engendré par S ., La catégorie P des parenthésages

(cf. {2} ) opére sur M(S°) de la maniére suivante : soit

d:n > p un morphisme de P et soit C = (xn,...,xl)

un élément de M(S'} 5 on sait (cf. toujours {2} ) que d
s'identifie naturellement 3 un p-uplet (dp’dp—l”"’dl)

de dispositions cohérentes de parenthéses, portant respecti-
vement sur np,np_l,...,n1 places, ol np + np_1 + .40 t n, = n,
On dit que d opére sur C , ou que d.C est défini, si et

seulement si on peut effectuer les calculs indiqués par (dp,...,dl)
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en partant de (xn,xn_l,....xl) (en respectant les ordres in-

diqués naturellement :

dl porte sur (xnl yxnl_l sese 9x1) et fournit yl ’
d, porte sur (x seeesX ) et fournit y, , etCess)
2 n2+n1 n1+1 2

et le résultat est le mot d.C = (yp,...,yi) .

A cette opération (partielle) naturelle de P sur M(S°)
correspond une 2-catégorie notée PS° et dont voici la des=-
cription : ses 2-fléches sont les"programmes" de S° tels qu'
ils viennent d'étre indiqués sous la forme C ——> d.C .

La succession (appelée aussi composition en EéEiE des program=-
mes dans {2} ) définit une premiére loi de catégorie. Pour

cette loi, la composante connexe de C est notée Cz . La deuxieme
loi de composition fait intervenir la structure multiplicative

B de P (voir toujours {2} ) s si C —4 S d.cet o —2" 5 gr.ct
sont deux programmes de S°' , on peut les exécuter "en méme temps"
(composition paralléle des programmes) , ce qui revient a dire

que (d' B d).(C'C) est défini et vaut justement (d'.C')(d.C),

le programme composé étant C'C —ETE—E> (d'® d)(C'C) . Cette
deuxiéme loi est partout définie (comme dans le cas de la 2~
catégorie simpliciale).

Dans le cas d'un graphe multiplicatif G°, on peut faire
jouer aux unités le r8le spécial des O-fléches (qui , pour
M(S*) est joué par la suite vide ) ce qui conduit a faire
opérer P sur L(G") au lieu de le faire opérer sur M(G'),
et ckst ce qui a été fait en . On remarquera cependant ce=
ci: soit d : n ——> 1 un morphisme de P , et soit C = (xn,...,xl)
un élément de M(G') tel que d.C soit défini ; alors , C
est élément de L(G') ; ceci est inexact en général pour desc
fléches de P dont le but est un entier p # 1.

Ceci étant, on dira que S° est un systéme associatif si

1'une des conditions équivalentes suivantes est satisfaite :
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A) S* est un "morceau de catégorie” , i.e. il existe
une catégorie C° admettant S° comme sous-systéme multipli-
catif.

A2) S’ est un morceau de graphe multiplicatif associa-
tif (au sens de la définition donnée en {2}).

A3) Si x et y sont des éléments de S° tels que les
composantes connexes (x)z et (y)z soient égales , alors
on a 1'égalité : x =y . Ceci signifie intuitivement qu'
étant donné x € S° , on ne peut pas atteindre d'autre élé-
ment de S° par une succession de décompositions et de re=~
compositions partant de x .

A4) Le graphe multiplicatif libre GS° engendré par S°
est associatif, toujours au sens de {2} .

Remarques.,

1) La forme (A3) de 1'associativité est celle qui per-
met, compte tenu de la description de P , de préciser une
esquisse (dénombrable, mais projective) de systéme multipli-
catif associatif.

2) Bien entendu, la définition précédente s*applique
aux graphes multiplicatifs et ne fait qu'étendre aux systé-
mes multiplicatifs plus généraux la définition de {2} (cf.Az).

3) La catégorie Sysm est a projections dans la sous-
catégorie pleine dont les objets sont les systémes multipli-
catifs associatifs : soit S° un systéme multiplicatif ; la
relation r telle que "x r y" si et seulement si (x)z = (y)z
est une équivalence compatible sur S°' , de sorte que le sys-
teme multiplicatif quotient S°/r est facile a décrire ; il
est tout aussi facile de se convaincre que S°/r est asso-
ciatif , méme si 1l'écriture de ce fait est assez lourde ! Le
systéme associatif S°/r est le systéme projection cherché.
Notons que si on veut obtenir un résultat analogue en utili-
sant seulement les correspondances, la question est nettement
plus compliquée. Il convient de définir correctement ce qu'on
entend par "solution d'un probléme universel" dans un graphe mul-

tiplicatif associatif, ce qu'on entend, plus généralement, par
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"adjoint” d'un foncteur entre graphes multiplicatifs, puis, plus
particuliérement, par "limites” et "extensions de Kan" , etCu..,
et tout ceci nous raméne, avant tout, au plongement de Yoneda ,
qui n'est plus naturel, et aux structures monoidales bifermées
de la catégorie Gram ; c'est justement ces questions que nous

avons abordées dans les § 1 ét 2 de {2} .

VIII) D'AUTRES GENRES D'ASSOCIATIVITE.

Convenons ici que 0 est un objet (isolé !) de la caté~-
gorie P , Soit M 1la théorie-de~Lawvere des magmas ; rappelons
que M a pour objets les entiers ; quant aux fléches de M ,
outre les projections faisant de tout n 1le produit de n co-
>1, et

pies de 1, il y a essentiellement une fléche 2
celles qui s'en déduisent par propriété universelle des produits
et par compositions ; ainsi, de n+ 1 wvers n, il y a, outre

les projections, les n fléches suivantes :

kﬁ = 1xXx1XeeoX1xkx1xXeooxl ouU P= 1l,0es,ynts
e\t
p - 1 fois n - p fois

La catégorie P se plonge naturellement dans M en faisant cor-
respondre 3 n + 1 —££2-> n ,ou 1 S P gn, la fléche kﬁ
de M, et 0 3 0., Ainsi P apparalt comme un morceau de la thé-
orie-de-Lawvere des magmas. On serait tenté de dire le "morceau
essentiel” , commettant (ici) une grossiére erreur, car ce sont
justement les projections qui, du point de vue qui nous occupe,
font la "différence essentielle™ entre M et P . Soit en effet
C 1la catégorie des surjections croissantes entre entiers (ordi-
naux finis) , et identifions P & une sous catégorie de M ,
comme indiqué ci-dessus : posons u=k x1l et v=1xk .,

La catégorie-quotient de M par la relation k,u = k.v est na-

turellement isomorphe &2 C (au sujet des quotients, voir la con-
vention précise que nous avons donnée en {4} , pages 65 et 66 )
Ceci est la "version catégorique" du résultat élémentaire selon

lequel , pour les lois binaires tetales , l'associativité por-
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tant sur 3 variables entralne 1'associativité portant sur un
nombre quelconque de variables. Ceci est faux pour les lois
partielles : c'est ce qu'exprime le fait que la catégorie-
quotient de P par la méme relation k.u = k.v n'est pas

du tout la catégorie C !

Certes, C est quand méme une catégorie-quotient de

P , mais la relation d'équivalence compatible R sur P tel-
le que C = P/R ne peut pas étre engendrée par un nombre fi=-

ni d'équations du genre " g = f" !

Soit S° un systéme multiplicatif; nous avons vu
que P opére partiellement sur M(S°), et cette opération
s'étend encore en une opération partielle de M sur M(S*) ,
les projections agissant par oubli de variables. Pour expri-
mer que C opére sur M(S') autant que P ou que M (i.e.
que si d.C est défini, alors (d mod R).C 1l'est encore),

il ne suffit pas de dire que k.u et k.v opérent, partout ou
c'est possible, de la méme maniére ; il faut le dire pour
une infinité de couples (g,f) de PxP engendrant la rela-

tion R. Dans ce cas, S° est dit faiblement associatif ;

cette notion est en effet plus faible que l'associativité
décrite au paragraphe précédent (cf. les contre-exemples
donnés en (2} s bages 43,44,45),

Ceci suggére d'autres types possibles d'asso-

ciativité s soit Q wune catégorie-quotient de P , dont

C soit un quotient. Nous disons que S°® est Q-associatif
si Q opére sur M(S°) autant que P , par passage au quo-
tient ; la C-associativité n'est autre que la faible assoe

ciativité, par exemple.

Un autre point de vue que celui consistant a re-
garder P comme morceau de M , prend en compte la struc-

ture monoidale B de P : la catégorie-monoidale-quotient

de (P,B) par la relation "k.u = k.v" est bien isomorphe a

(Cy;+), ou + est la somme (ordinale) usuelle,






