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CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XIV-3
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

CATEGORIES A SOMMES COMMUTABLES
par Jacques PENON

INTRODUCTION.

Le but de cet article est 1'étude de catégories dans lesquelles il
existe d'aussi «bonnes» commutations entre sommes et limites projectives
que dans la catégorie des ensembles. Pour cela, on définit les «catégories
a sommes commutables» par un systéme d'axiomes simple (i.e. facile a
vérifier dans les exemples) et on en déduit des résultats moins immédiats,
tels le théoréme de commutation entre sommes et limites projectives con-
nexes (§8) ou la compatibilité du foncteur O avec les limites projecti-
ves finies (§9). L'introduction de ces catégories est justifiée par le nom-
bre d'exemples qu'on en trouve, essentiellement en Topologie (catégories
des espaces topologiques, des espaces quasi-topologiques, des espaces
de Kelley, ...).

-Le §1, un peu en marge du sujet principal, contient des théoré-
mes de commutation entre limites de types différents (commutation entre
produits finis et limites inductives filtrantes). Les limites projectives
connexes (trés utiles dans la suite) sont étudiées au §2.

- Les §3 et 4 servent d'introduction au § 5, dans lequel les caté-
gories a sommes commutables sont définies i 1'aide de plusieurs systémes
d'axiomes équivalents.

- Les critéres d'existence de telles catégories prouvés dans le §6
permettent, au § 7, d'obtenir de nombreux exemples, dont les topos et les
quasi-topos [8] .

- Le §8 (qui s'appuie sur les résultats du §2) est entiérement con-
sacré a la démonstration du théoréme de commutation entre sommes et li-
mites projectives connexes.

- Au §9, la catégorie des ensembles est «plongée» (par le fonc-

N

teur O) dans une catégorie 4 sommes commutables, avec conservation des
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I J. PENON

limites projectives finies et des petites limites inductives. Le terme «plon-
gement» n'est pas tout-a-fait exact, le foncteur O n'étant pleinement fi-
déle que sous certaines conditions de connexité de l'objet final (voir
le §12).

- L'étude des objets séparés (au sens de [6]) est prolongée,
au § 10, dans le cadre des catégories & sommes commutables. On obtient
des conditions pour que les objets séparés soient stables par petites som-
mes. En particulier, on insiste sur les cas particuliers des objets moni-
ques et des objets discrets, dont on donne des exemples.

- Dans le §11, on adopte le «point de vue du Logicien» pour re-
garder les catégories 4 sommes commutables (ainsi qu'on le fait pour les
Topos). Les connecteurs logiques «et», «non», «implique», «vrai»,
«faux» apparaissent comme des morphismes dans ces catégories et l'objet
2 peut étre muni d'une structure d'algébre de Boole.

- Dans une optique voisine de celle du § 10, le § 12 contient une
étude des objets connexes. Cette notion est voisine de celle de Z-objet
considérée par Hoffmann [2] (dans des catégories différentes). Diverses
caractérisations des objets connexes conduisent 4 des exemples variés

(topologies connexes, catégories connexes, foncteurs représentables,...).
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2 J. PENON

0. Notations. Rappels.

I.NOTATIONS GENERALES.

1° Une catégorie est notée C', ou C désigne l'ensemble de ses mor-
phismes (ou fléches) et «.» le symbole de sa loi de composition. Si C* est
une catégorie :

- Co désigne I'ensemble de ses unités (ou objets).

- a et (3 ses applications source et but (nous écrirons souvent Qax et
Bx au lieude a(x) et B(x)).

- C* sa catégorie duale.

- Pour tout couple (e’,e) d'objets de C° on note e'.C (resp. C.e,
e’.C.e ou Hom.(e',e)) l'ensemble des morphismes de C' de but
e’ (resp. de source e , de but e’ et de source e).

Nous écrirons souvent en abrégé «f:e—e’ est un morphisme de
C'» au lieu de «e et e' sont des objets de C* et [ est un morphisme de
C* de source e et de but e’» .

En général une catégorie est définie par l'ensemble de ses objets
et celui de ses morphismes, la composition des fléches n'étant pas indi-
quée quand il n'y a pas d'ambiguité.

2° A" et B' étant des catégories, on note J{(B', A" )™ la catégorie
ayant pour objets les foncteurs de source A° et de but B’ et pour morphis-
mes les transformations naturelles entre ces foncteurs.

On écrit en abrégé «t:F—~F':A"~ B est une transformation natu-
relle» pour signifier que «A" et B’ sont des catégories, F:A" ~B' et
F':A -~ B des foncteurs et t:F~ F' est un morphisme de J{(B', A" )T,

Si t:F~F':A" - B est une transformation naturelle et a un objet
de A', t(a) désigne le morphisme canonique de source F(a) et de but
F'(a).

t:F—F :A~A" et t':F'-F':A" - A™ étant deux transforma-
tions naturelles, on écrit t'.t:F'.F~F'. F:A =A™ leur composé latéral

(i.e. la transformation naturelle définie sur chaque objet a de A par:

(t'.t)(a)=F'(t(a)).t'(F(a))=t'(F(a)).F'(t(a)).
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CATEGORIES A SOMMES COMMUTABLES 3

A et I' étant deux catégories, soit a un objet de A'; on note

@:I' = A le foncteur constant sur @. Si F:I' =A" est un foncteur et si
[ (] . o

t:a-F (resp. t: F-a) est une transformation naturelle, on dit que ¢ est un

cone projectif (resp. inductif).

3° Un quatuor (ou carré) de C° est un quadruplet (f', g, g, f) d'élé-
ments de C tels que f'.g=g.f.

Les deux lois de composition définies par:

(f1.8;.81- 1) 0(.8.8.f)=(f;.8,-8.8;-8 1)

si, et seulement si f, ={",

(!‘;'g-pg]r/])a(f'»g-’g'/‘):(f;'1“:8-1’grf1-/)
si, et seulement si g; =g,

munissent l'ensemble des quatuors de C° d'une structure de catégorie
double (mC-, HC ).
Rappelons qu'un quatuor (f’, g, g, f) est dit cartésien dans le cas

ot ((f',g),(g,f)) estun produit fibré naturalisé.

II. CONVENTIONS, RAPPELS.

1° Pour tout ce qui va suivre on choisit une fois pour toutes un pré-
univers U (i.e. on ne lui impose pas nécessairement l'axiome de 1'infini)
et on note A la borne supérieure des cardinaux des éléments de 1. Soit
E un ensemble; on dit que E est un petit ensemble si E est équipotent
4 un élément de U. Souvent !'adjectif «petit» prend un sens plus large: il
signifie que l'ensemble sous-jacent & la «structure» considérée est petit.
Exemples : petite catégorie, petite topologie, ...Si une transformation natu-
relle I entre C° et K est une limite projective naturalisée (resp. limite
inductive naturalisée), on dit que [ est une petite limite projective (resp.
petite limite inductive) naturalisée si C' est une petite catégorie; on parle
ainsi de petites sommes naturalisées ou de petits produits fibrés natura-

lisés. Une famille indexée parun petit ensemble est appelée: une petite

famille .

2° Tout au long de cet exposé, dés qu'on se donne une catégorie H-
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4 J. PENON

A petits produits ou & petites sommes, on choisit pour toute petite famille
d'objets une somme naturalisée dite canonique (resp. un produit naturalisé).

Soit (g;);¢; une petite famille de morphismes. On note ‘ezlg,- (resp. _l'ellgi)
1 1

le morphisme somme (resp. produit) correspondant. Si g;:e; e, on note
lsg; [ieI I'unique g tel que g.0; =g, pour tout i €], ot O ei*-ez,ei est
1

I'éjection canonique. Si g;:e—e;, on note [g,-]ie’ l'unique g’ tel que

PR
p;. g =g; pour tout i €l, olt p! :iI;II e; ~e; est la projection canonique.

30 K étant une catégorie et e un objet de K', notons K'/e la caté-
gorie «des objets au-dessus de e» (i.e. la catégorie ayant pour objets les
éléments de e.K et pour morphismes les triplets ([, k,f), ou [ et [’
sont des objets de K'/ e et k est un morphisme de K' tel que f'.k=/)
et a_:K/e-K (s'iln'y a pas de confusion possible avec a) son fonc-
teur d'oubli canonique. A chaque morphisme h:e—~e' de K est associé

un foncteur K'/h:K /e ~+K'/e' défini sur le morphisme (/' k,f) de K'/ e
par:
K/b(f' k,f)=(h.[" Rk, b.f).

On rappelle que, si la catégorie K'. est a produits fibrés finis, le foncteur
K'/b admet un coadjoint que 1'on appelle foncteur changement de base le
long de b. Dans ces conditions on dit qu'une partie E de K est stable
par changement de base si, pour tout morphisme bh:e—~e' de K', un mor-
phisme g:u'-+e’ de E admet une K'/h-structurte co-libre dans E . D'une
maniére analogue on dit que dans K' les A'-limites inductives sont stables
par changement de base si, A:K =JI(K, A" )P7 désignant le foncteur
«diagonal» ou «canonique» et h:e’'—e étant un morphisme quelconque
de K', toute JUK ,A )/ A(h)-structure co-libre I': F' A d'une limite
inductive naturalisée /:F +¢ est une limite inductive naturalisée. On dit
alors que [’ est une limite inductive naturalisée déduite de [ par un chan-

gement de base le long de b.

4° A' étant une catégorie et A\ un cardinal, on dira que A’ est A-
filtrante si, pour toute catégorie C' telle que C ait un cardinal strictement
inférieur & A et pour tout foncteur F:C' —A", il existe un cdne inductif

t:F~a.
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CATEGORIES A SOMMES COMMUTABLES 5

1. Foncteur bi-compatible avec les limites.

DEFINITION 1. Soit ®:A" XB =K' un foncteur. On dira que ® est bi-
compatible avec les C'-limites inductives (resp. projectives) si, pour
tout couple (e, e’), objet de A XB', les foncteurs ®(e,-):B ~K
et ®(-,e’): A"~ K sont compatibles avec les C'-limites inductives (resp.
projectives ).
EXEMPLES. 1° A" étant une U-catégorie, le foncteur Hom,. : A'XA*=
est bi-compatible avec les petites limites projectives.

20 Soient V une catégorie monoidale fermée, V' sa caté-
gorie sous-jacente et ® son produit tensoriel. Alors ®: V' XV =V est

un foncteur bi-compatible avec les limites inductives.

PROPOSITION 1. Soit ®:A7; XA, ~K un foncteur bi-compatible avec les

C'-limites inductives. Alors' étant donné les limites inductives naturalisées

I;:Fy— ‘?1 :C~A; et I, F, —"22 :C = A, la transformation naturelle
®.1,XL :®.F,XE, ~®(a,,a,):CXC =K

est une limite inductive ( naturalisée ).

A Soit 9:®. F; XF, ~S":C'XC =K un céne inductif. Alors, si e, est

un objet de C', on peut considérer le céne inductif ¢, =6. [1d..,e,].
2

i [ld...%,]
K '/Qﬂ\ CXC C

®.F1xF2

Si on pose
62_ _ T
L7=0. Lyxld, . [ldg. 8,1 =0. [}, Fy(e,)]

=0(-, Fy(ey)). 1, ,

@ XxF, H
® ey S lld...e,]
K Ay XA, X, SCXC+—C
AN i 2/
F,XF,

e
[;“ est une limite inductive naturalisée. Donc il existe un unique mor-

phisme ke2 :®(a;,Fy(e,))~s' dans K’ tel que:
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6 J. PENON

kez'(D(II(eI)‘ F2(32)) = te2(91) = 6(31: 32),
pour tout objet e; de C'. L'application e,k e, définit un céne inductif
E:d. [21—1', F2] -5" ¢ ~K .Sion pose
a
Ll=o. lidg, 1] =0(ag,-). 1,
: . A 1d~1}1 .
K<——-——A1XA2\ [ aﬁ 2:| C
[z, F,)
a
121 est une limite inductive naturalisée. Donc il existe un unique é]é-
ment k: @ (“1' a2)—»s' tel que:
k.®(a;, 12(e2))=k62, pour tout e, €Co.

Pour tout couple (e;,e,) d'objets de C' on a:

k.®(l(e ), 1,(e,))=k.®(a;,l,(e,)). ®(l;(e ), F,(e,))=
:ke2-®(11(e1 ), Fy(e3))=0(ep.e5).

®(F,(e,),F,(e,))
i q)(ll(el ),lz(ez))
e(el,ez) /Cb(al,aZJ

k

sl

k est unique: En effet, soit k':®(a;,a,)~s" un morphisme tel que,

pour tout (e;,e,)€CoXCs, on ait k'.®(1;(e;), l,(e,))=0(e;,e,).

Pour chaque objet e, de C' posons k., =k'.®(a;,l,(e,)). Comme,
2

pour tout e; € Co,
Ie;I.(I)(ll(eI ). Fyley))=k". ®(ay,l,(e,)) ®(L(ey), Fyley))=
=k".®(l(e;) l,(e,))=0(e;, e,),
on tire k;2:k92’ ou encore k'.@(a1,12(e2))=ke2, pour tout e, € Co.
D'oa k=k'. V
Soit p:A" =B’ un foncteur et e un objetde B'. Si a_:B'/e~B

est le foncteur canonique, notons p/e le produit fibré de (p,a ).
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CATEGORIES A SOMMES COMMUTABLES 7

DEFINITION 2. On dira que le foncteur p est

- cofinal si p/e, pour tout objet e de B', est une catégorie connexe
non vide (voir § 2 pour la définition de catégorie connexe),

- final si le foncteur dual p*: A" *-B'* est cofinal (i.e. si pour tout
objet e de B’ la catégorie e/p=(p*/e)* est connexe et non vide).

On a la proposition suivante, démontrée dans [5].

PROPOSITION 2. Soit p:A' =B un foncteur final et K une catégorie.
Alors:

1°Si G:B =K' est un foncteur et t:G.p~S un céne inductif, il existe
un unique céne 0:G~5 tel que : 0.p=t,

2° t est une limite inductive naturalisée si et seulement si 6 en est une.

PROPOSITION 3. Soit I' une catégorie non-vide et N\ un cardinal infini
tel que Card I<\. Alors, si C' est une catégorie \-filtrante, le foncteur
«diagonaly O:C =J(C, ') est final.

A Soit ¢ un foncteur de I' vers C'. Comme C' est A-filtrante, il existe
un cone inductif t:¢p~+A(e); donc la catégorie ¢/ est non-vide. Soit
maintenant t’':¢-A(e’) un autre cone. C' étant A-filtrante, il existe un
objet uz de C' et un morphisme (x,x"):(e,e’')~(u,u) dans C XC'.
De plus pour chaque objet i de I' il existe un morphisme x;: u-u, tel
que x,.x. t(i)zxi. x".t'(i). Enfin, soit le morphisme z:u-u' et la
famille (%';); op. <(u;); op ~(u'); op. telle que z=x";.x, pour tout

objet i de I'.

e
t(}/‘
P(i)

t'(i)

4
N AT N
v
U — ey
A

P4

e'

Comme z.x.t(i)=z.x'.t'(i), pour tout objet i de I, , on a:
Al(z.x)mt=A0A(z.x")mt’.

Par suite, la catégorie ¢//A est connexe et non-vide. Donc A est final. V
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8 j. PENON

PROPOSITION 4. Soit ®:A; XA, ~K un foncteur bi-compatible avec les
C -limites inductives, od A} et A, sont des catégories & C-limites in-
ductives. Si C' est filtrante, ® est compatible avec les C'-limites induc-
tives.

A Notons A:C' = C X C' la diagonale de C, P Ay XA, =AY, i€ {1, 2}
la iéme projection canonique du produit de (Aj,A,). Considérons un

... . f '
foncteur F:C - A'1 X A, admettant une limite inductive I:F -~ [ a;,a, 1.

A XAZ\ ﬂl
\_//

C XC

A

S D—— x

7

Posons successivement:
I;=p;-1 et F;=1,. F pour chaque i€ {1,2}.

ly:F;~4; et ],:F,~a, sont des limites inductives naturalisées, car
p; et p, sont compatibles avec les C'-limites inductives. On obtient:
®.1,%1,.A=0.1. Comme ® est bi-compatible avec les C'-limites induc-
tives et que [; et [, sont des limites inductives, ®.[; X[, est une li-
mite inductive (prop. 1) ainsi que ®.[;XI,.A, car A est final (prop.
2 et 3). Ainsi, ®./ étant une limite inductive pour tout I, ® est com-

patible avec les C'-limites inductives. V

COROLLAIRE . Soit V une catégorie monoidale fermée, V' sa catégorie
sous-jacente et @ son produit tensoriel. Si V' est a petites limites induc-

tives, ® est compatible avec les petites limites inductives filtrantes.

2. Catégories connexes.

Soient C' une catégorie et A un cardinal infini strictement supé-

rieur 4 celui de C .

DEFINITION 1. 1) 7» étant un entier naturel, soit (xk)o <k <2n+1 URE
famille de morphismes de C' ; on dira que c'est un «zigzag» de source

e et de but e’ si:
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CATEGORIES A SOMMES COMMUTATBLES 9

a) Bxo=e et Bx,,  =e'.
b) Pour tout i, 0<i<n, ax,;=ax,, ; et,si iFn, Bry 1= B%05-

2) Nous dirons que C' est une catégorie connexe si, pour tout couple
(e,e’) d'objets de C', il existe un zigzag de soutce e et de but e’.
3) A étant une catégorie, soit F:C - A" un foncteur et [:s~F une
limite projective naturalisée de F. On dira que [ est une limite projecti-

ve connexe si C' est une catégorie connexe non-vide.
Soit R la relation définie sur Co par:
e Re' si, et seulement si, il existe un zigzag de source e et de but e’.

R est une relation d'équivalence sur Ci,; la classe d“équivalence d'un

objet e est appelée la composante connexe de e dans C'.

PROPOSITION 1. C' étant nouw-vide, c'est une catégorie connexe si, et
seulement si, pour toute catégorie A’ le foncteur «diagonal» AC‘ , de

A vers JU( A, C' )5 est pleinement fidéle.

A 1° Notons I' la catégorie discréte sur un singleton et Io.:C =1 le
foncteur canonique. Si C' est connexe, I.. est un foncteur final, donc
Nca, 1. ):N(A, 1" )T-N(A,C )PP est un foncteur pleinement fi-
déle (voir prop. 2 §1). Or AC. =J(A, IC.).AI. et AI. est un iso-
morphisme de A' vers JI(A', I' )2, donc Ac. est pleinement fidéle.

2° Inversement, considérons maintenant le monoide additif Nt et soit
A:NT-J(NT, ¢ )™ le foncteur diagonal. Il existe un objet e de C,
soit ¢ sa composante connexe et t:A(0)~A(0) la transformation natu-
relle définie par :

t(u)=0 si u€e?, t(u)=1 sinon.

Comme A est un foncteur plein, il existe n€ N tel que A(n)=t¢; en par-
ticulier n=A(n)(e)=t(e)=0. Ainsi, pour tout objet « de C, on a

t(u)=0, c'est-a-dire Co C €, ce qui signifie que C' est connexe. V
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10 J. PENON

COROLLAIRE 1. C' étant une catégorie connexe non-vide, soit A’ une
catégorie et soit s un objet de A'. Alors la transformation naturelle iden-

tité Ild : S -5:C = A" est une limite projective naturalisée.

COROLLAIRE 2. A’ étant une catégorie, les objets initiaux dans A* com-

mutent avec les limites projectives connexes.

PROPOSITION 2. Soit A" une catégorie et C' une catégorie connexe
A

non-vide. Considérons la catégorie C° obtenue en ajoutant un élément

final & la catégorie C'. Si A’ est \-filtrante, A" est a C -limites projec-

. . . < A . . . .
tives si, et seulement si, elle est a C'-limites projectives.

N
A Nous utiliserons les deux lemmes suivants, ot ¢ :C -~ C' est le fonc-

teur injection .
A .
LEMME 1. Le foncteur ¢ :C = C' est cofinal.

LEMME 2. Soit K une catégorie A-filtrante et soit F:C'~K' un fonc-

teur. Alors il existe un foncteur F:C =K tel que F..=F.

A Notons 1 l'élément final de C' et I, l'unique morphismede C' allant
de e vers 1I.
Puisque K' est A -filtrante, il existe un cone inductif ¢: F~4. On en dé-
duit le foncteur F:C ~ K- défini par:

F(f)=F(f) si feC, F(1)=a, F(1,)=t(e) si e€Cs,
qui vérifie F.(=F. V
Démontrons maintenant la proposition.
a) Supposons que la catégorie A’ soit & C'-limites projectives et soit
G:C~A" un fonctel‘u'. Alors le foncteur G.: admet une limite projective
naturalisée [:S§-=G.(. D'aprés la prop. 2 du §1, comme t est cofinal
(Lemme 1), nous savons que son relévement [:§8-¢6 est une limite pro-
jective naturalisée de G.
b) Inversement supposons que la catégorie A' soit a C -limites projec-
tives et soit F:C' = A’ un foncteur. Alors d'aprés le lemme 2 il existe un
foncteur F:C = A" tel que F..=F. Si [:9<F est une limite projective
naturalisée de ﬁ, en vertu de la prop. 2 du §1, 1=1. t:5+F est une li-

mite projective naturalisée. V
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CATEGORIES A SOMMES COMMUTABLES 11

PROPOSITION 3. Soit A" une catégorie \-filtrante et p:A" -~ B un fonc-
teur. D'autre part soit C une catégorie connexe non-vide et ¢ la caté-
gorie obtenue en ajoutant un élément final & C'. Alors les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

(i) p est compatible avec les C’-limites projectives.

A
(ii) p est compatible avec les C'-limites projectives.

A Utilisons les notations et les lemmes de la proposition précédente.
a ) Montrons d'abord que (i) entraine (ii). Soit G: CA - A" un foncteur ad-
mettant une limite projective naturalisée [:5-G. Alors l=lA.¢ est une
limite projective naturalisée de F=G.(. Mais, p étant compatible avec
les C'-limites projectives, p.!/ est une limite projective naturalisée de
A— A

p.F. O p.l:p(s)=p.G étant l'unique cdne tel que (p.l).(=p.1,
c'est une limite projective naturalisée de p.G.

b)Montrons que (ii)entraine (i).Soit F:C' < A" un foncteur et /:5~F
une limite projective naturalisée de F. Considérons tout d'abord un fonc-
teur F:C ~A tel que F.(=F (ce qui est possible puisque A’ est A-
filtrante ) et 1'unique céne 1:9<F tel que I..=1. Alors I est une limi-
te pro,ecuve naturalisée de F (prop 2 §1). Mais, p étant compatible
avec les C--limites projectives, p. ! est une limite projective naturalisée
de p. F, donc p. l.L est une limite projective naturalisée de p. F.. , ou

encore p.l est une limite projective naturalisée de p. F. V

PROPOSITION 4. Soit A’ une catégorie A-filtrante. Alors A’ est a peti-
tes limites projectives comnexes si et seulement si A* est a noyaux et a

petits produits f[ibrés.

A'Si A’ est a petites limites projectives connexes, il est, en particulier,
a noyaux et a petits produits fibrés.

Réciproquement soit C° une petite catégorie connexe non-vide et soit
¢ la catégorie obtenue en rajoutant un élément final & C'; notons 1 1'é-
lément final de C' et 1, l'unique morphisme allant de l'objet e vers 1.
Pour montrer que A' est 4 C'-limites projectives, il suffit de montrer, d'a-
prés la proposition 2, que A" est a C--limites projectives. Supposons que

F: C = A soit un foncteur. Considérons le produit fibré naturalisé
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((F(1,),v,)),c¢, » et posons s=awv;. D'autre part x:e~e' étant un
morphisme de C', soit », un noyau de (F(x).v,, v, ), et enfin soit

((n,, w,)), ¢ un produit fibré naturalisé. Posons

w=n_.w_, le-ve.w et a=aw.

L'application eHle de Co dans A définit une transformation naturelle [,

1:&~F . Montrons que ! est une limite projective naturalisée de F.

F(1,) F(e) .

F(1) F(x) -— &
w
F(;e)\ ‘/e
F(e)
Soit I':a"~F une transformation naturelle. Comme F(1,).1'(e) = 1'(1),

A -
pour tout e € Co, il existe un unique k:a'~s tel que v .k =1["(e), pour

tout e € Co . Pour tout morphisme x:e~e' de ¢ ,ona:
F(x).ve.k=F(x).l'(e)=l'(e')=ve..k s

' i i i . k_=k. Par suite
de sorte qu'il existe un unique morphisme & _ tel que n .k =k uite,
il existe un unique h:a'~a tel que, pour tout morphisme x de C', on ait

w, .h=k_. De plus:

l(e).bZUe.w.bzve.nx.wx.h=ve.nx.kx=ve.k=l'(e).

Enfin, b est unique: en effet, soit h':a'~a un morphisme tel que
I(e). b'=1"(e)

A
pour tout e€C,. Alors v,.w. h'=1'(e), donc w.h'=k; ou encore,

n .w .h"=k pour tout morphisme x:e-e’ de é\', dou w .h'=k_ .
1l en résulte b'=h. V

PROPOSITION 5. Soit p:A =B un foncteur, od A" est une catégorie
A -filtrante & petites limites projectives connexes. Alors p est compati-
ble avec les petites limites projectives connexes si, et seulement si, p

est compatible avec les noyaux et les petits produits fibrés.
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Donnons maintenant quelques exemples de foncteurs compatibles

avec les petites limites projectives connexes.

PROPOSITION 6. A’ étant une catégorie, soit s un objet de A'. Alors
le foncteur d'oubli a _:A/s—A" est compatible avec les petites limites

projectives connexes.

A En vertu de la proposition 3, il suffit de montrer que a_ est compati-
ble avec les C'-limites projectives, quelle que soit la petite catégorie
C' possédant un élément final, car A'/s est A-filtrante, puisqu'elle admet
un élément final.

C' étant une catégorie possédant un élément final 1, soit F:C' = A'/s un

foncteur admettant une limite projective naturalisée [: ?—- F. Posons
_E:as- F, L=OLS. [ et e=af.
F

T
A/s ﬂ c
N—

a /

s

V!
A'/ )

q I ~]

Il faut donc montrer que I:&+ F est une limite projective naturalisée de
F. Soit I':'e*~F un cbne projectif. Nous allons tout d'abord prolonger [’
en une transformation naturelle [’: ?"-oF, oun f'=F(1).1'(1) . Pour toute

unité z de C', on a:

F(u). I'(u)=F(1).F(1,).1'(u)=F(1).1'(1)=/".

L'application u+(F(u),l'( u),f') de C, dans A'/s définit une trans-
formation naturelle l':]""'—'F. Comme ! est une limite projective natura-
lisée, il existe un unique k=(f,k,[") de A'/s tel que I(u). k=1"(u),
pour toute unité z de C' . Par suite I(u). k=["(u), pour toute unité z de
C' . k est unique, car, s'il existait une fleche k' de A’ telle que, pour

tout z de Co, I(u). k" =1I'"(u), on aurait

[ R=F(1).L(1).k"=F(1).1'(1)=/f",

%4
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et ainsi I(u).k"=1'"(u), en posant R'=(f, k', [").

F(1)” T\lm

%
LN

F(u) I(u)

N

I'(u)

Donc [ est une limite projective naturalisée de F dans A'. V

PROPOSITION 7. A" ¢étant une catégorie a produits f[inis, soit s un ob-
jet de A-. Alors le foncteur (-)Xs:frfXs de A" dans A est compati-

ble avec les limites projectives connexes.

A Soit X:A"XA ~ A" un foncteur «produit» et'’-une catégorie connexe.
Soit I:%~F une limite projective naturalisée. -[l,‘f ol [2,§]~[F,5]
est alors aussi une limite projective naturalisée,™¢hr IdS est une limite
projective naturalisée (proposition 1).
A" X A"i@ c
[%,§]

Mais comme X est un foncteur compatible avec les limites projectives,
X. [Z,Id?] est une limite projective naturalisée. Or X. [l,ld?]=
=(-)Xs.l. Donc (-)Xs est un foncteur compatible avec les limites pro-
jectives connexes. V
3. Stabilité par changement de base.

Soient K' et C' deux catégories.

PROPOSITION 1. Supposons K a C'-limites inductives et a produits fi-

brés finis. Alors dans K les C'-limites inductives sont stables par chan-
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gement de base si, et seulement si, K vérifie la propriété suivante :
(P) Soit F:C -»roK un foncteur, I: F*’fq une limite inductive na-
turalisée, l'.'F*f'_": C'-»mK un cone inductif; soit Q:f~f" I'uni-
que morphisme de oK' tel que, pour tout e€Cs, on ait Q.I(e) =
I'(e). Si, pour tout objet e de C', I'(e) est cartésien, Q est carté-

sien.

H

A Notons a-:mdK - K (resp. ,BB: oK' = K') le foncteur source (resp.

but ) latéral .
1) Supposons, tout d'abord, que dans K' les C'-limites inductives soient
stables par changement de base, et aprés avoir repris les notations de la
propriété (P ) montrons que Q est cartésien. Posons -
=081 ,=8 1 ¢ =af, e,=pf,

n=aB 1, =81 er=ap, =gy,

F, =) F, F2=,BB. F, lel:aEQ, k2=,BBQ.
Comme K' est a4 C'-limites inductives, les foncteurs aE et ,BB sont com-

patibles avec les C'-limites inductives. Par suite [, et /, sont des C'-

limites inductives.
Considérons le produit fibré naturalisé ((f', 1;1 ), (ky, f)) de (', k,)
dans K'. Comme pour chaque objet e de C' on a:

f'-1j(e)=15(e). F(e)=k,.l,(e). F(e),

il existe un unique morphisme 1_1 (e):Fi(e)~e; (on & =a1€1 ) tel que:

k.l (e)=Ii(e) et [.I (e)=1,(e).F(e).
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16 J. PENON

L'application ehl_,(e) de Cb, dans K définit un cone inductif 71,

TI" Fq -‘e:‘1. Posons
Ite)=(f,1,(e), I;(e), F(e)) et Q=(f" ky, kp,[).

Comme l'(e)=Q|:DZ-(e) et que I'(e) et Q sont cartésiens, on en dé-
duit que I(e) est cartésien, et ceci pour tout objet e de C'. Or [, étant
une limite inductive naturalisée,on en déduit que 71 est une limite induc-
tive naturalisée déduite de /, par un changement de base le long de f.
Mais [; et I_I\étant deux limites inductives naturalisées de F,, il existe
un inversible y:e; - e; tel que 7./ (e)=l_1 (e) pour tout e € Co. Donc

Ry l(e)=hky. L(e)=lj(e)=k,.1 (e),

[y lL(e)=f.1,(e)=1,(e). F(e)={f.1,(e),
ceci pour tout e € Co . D'ou 121 Y=k et f.y=1. 1l s'ensuit, Q étant car-
tésien,que Q est cartésien.
2) Démontrons maintenant la réciproque. Soit F,:C'~K' un foncteur
admettant une limite inductive [,:F, -'?2 et f:e; +e, un morphisme de
K. K' étant a produits fibrés finis, il en est de méme de JU(K', C' )™, Si
on a ((l,,F),(f,1;)) un produit fibré naturalisé dans JU(K', C )BE il
reste encore A démontrer que [, est une limite inductive naturalisée.
Posons F;=aF=al; et soit [/:F, -'e_i_' une limite inductive natura-
lisée de F;. Comme [; est un cdne inductif, il existe un seul k: e} ~e;
tel que 3 mly=1.

f

23T ¢4

L(e) I,(e) ‘1

A(e)
F(e)

Fy,(e) =——— F(e)

Pour chaque objet e de C', posons
I(e)=(f,1,(e), I, (e),F(e)), I'(e)=(f.k,L,(e),lj(e) F(e))

eec OQ=(f, ey, k, f.k); pour chaque morphisme x: e =e’ de C', soit

4%
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F(x)=(F(e'),Fy(x),Fy(x),F(e)).
L'application x+F(x) définit un foncteur F:C~mK De plus 1'ap~
plication er/(e) (resp. 1'application et ['(e)) définit un cdne induc-
tif 1:F-7 (resp. I':F~F.E). On a Qnl’(e)=I(e) pour tout objet
e de C'; d'autre part [’ est une limite inductive naturalisée, car a“. [
et ,BB. I' en sont. Enfin I[(e) est cartésien pour tout objet e de C'.
On en conclut (d'aprés la propriété (P)) que Q est cartésien; ainsi &

est inversible. Par suite /; est une limite inductive naturalisée. V

PROPOSITION 2. Supposons que la catégorie K est cartésienne et que
dans K les C'-limites inductives sont stables par changement de base.

Alors le produit est bi-compatible avec les C'-limites inductives.

A A:K =K XK étant le foncteur diagonal de K', il existe une adjonc-
tion (8,7):A - X, o X:K' XK =K est le foncteur «produit» de la
catégorie cartésienne.

Soit alors # un objet de K' et F:C'~K un foncteur admettant une
limite inductive naturalisée [:F-5. Montrons que (-)Xu.l est une li-

mite inductive naturalisée. Soit e un objet de C'; posons:

(P,,P.)=m(F(e),u) et (P,P')=m(s,u).

P
N sXu
I(e) I(e)Xu
F(e) F(e)Xu
P

e
Le quatuor (I(e),P,P_,l(e)Xu) étant cartésien, il en résulte que
(-)Xu.l est une limite inductive déduite de [ par un changement de base

le long de p. V

4. Ejections.

Soit K' une catégorie a petites sommes. Notons 0 un des éléments
initiaux.
DEFINITIONS. 1) On dira qu'un morphisme [ de K est une éjection s'il

existe un morphisme [° de méme but que f pour lequel (Bf,(f,f')) est
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18 J. PENON

une somme naturalisée.
2) On dira qu'une fleche f de K' est initiale si af est un objet initial
(ou encore si / est un objet initial dans K'/SBf). On notera souvent les

fleches initiales Oe (si 0 en est la source et e le but).

PROPOSITION 1. 1) Toute fléche initiale est une éjection.

2) Toute éjection de K est somme d'une fléche initiale et d'un objet.

A 1) Une fleche initiale 0, de but e est une éjection, car (e,(e,0_))
est une somme naturalisée.

2) Soit O une éjection de but s; il existe donc o' tel que (s,(0,0"))
soit une somme naturalisée. Notons e=a 0 et e'=ao'. Comme on a
les sommes naturalisées (s,(o,0')) et (e,(e, Oe)) etque O.e=0.e
et 0'.0,,=0.0,, on en déduit que O est un morphisme somme de

(e,Oe,). \v

PROPOSITION 2. Soient | un petit ensemble,  une partition de I et
(e;) ;e une famille d'objets de K' indexée par 1. Considérons une som-

me naturalisée (e,(orl.) ) de (ez')iel et pour chaque | de ﬂ une

i€l
somme naturalisée (e],(c'z.])z.ej) de (ei)ie]‘ Soit ol:el e le

cocrochet de ( O'Z.)l. Alors (e, (O'])] sg) est une somme naturalisée.

eJ’
A Cette proposition résulte de l'associativité des sommes. V

une famille d'objets de K et JCI
) et (e (07);¢;)

respectivement des familles (e;), e; € (e;); Nk Alors le cocrochet

COROLLAIRE 1. Soient (ez.)iel

Considérons les sommes naturalisées (e,(O'i)iel

P 57 ;
o:e'-e de (O’I.)Z.EJ est une éjection.

A Ce corollaire se déduit de la proposition précédente en considérant

la partition y={],1~]J} de I. V

COROLLAIRE 2. Soit (e,(O’l.)iel) une somme naturalisée. Alors o,

est une éjection, pour tout i de I.
A Le corollaire 1 entraine le corollaire 2 en posant | = {i}. \%

PROPOSITION 3. L'ensemble Ejec(K' ) des éjections de K- définit

une sous-catégorie saturée de K' stable par petites sommes et par co=
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changement de base (i.e. stable par changement de base dans K*).

A 1) Soient e”,e’ et e trois objets de K', et 0:e—e’ et T':e'—e”
deux éjections. Montrons alors que O'.0 est une éjection. Or il existe
des morphismes 0; et 0}’ tels que (e',(0,0;)) et (e”,(0’,0/))
soient des sommes naturalisées. Il s'ensuit que (e”,(0’.0,0'.0,,07))
est une somme naturalisée (vue l'associativité des sommes); par suite
o' .0 est une éjection. D'autre part, tout inversible y:e—e' de K est
une éjection, car (e’,( 0,.,7%)) est une somme naturalisée. Ainsi Ejec(K')
définit une sous-catégorie saturée de K'.

2) Le fait que Ejec(K') soit stable par petites sommes résulte de la
commutation des limites inductives.

3) Soit O :e—~€ une éjection et f:e—~e' un morphisme. Comme O est
une éjection, il existe Oj:e; +é tel que (&,(0,0;,)) soit une somme
naturalisée. Soit (&',(0’,07/)) une somme naturalisée de (e',e;) et

f:&—~¢€" le morphisme somme de (f, e;).

Alors (o', f,f,0) est un quatuor co-cartésien (i.e. un quatuor cartésien

dans K" *), et o' est une éjection. V

5. Catégories @ sommes commutables.

Soit H' une catégorie a petites limites projectives et & petites
sommes.

Considérons les axiomes suivants :
(SC1) Les petites sommes, dans H', sont stables par changement de
base.
(SC2) Si un morphisme somme de deux morphismes de H' est inversible,

chacun de ces morphismes est inversible.
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(SC'2) Dans la catégorie m H' des quatuors de H', les éjections sont
des quatuors cartésiens.
(SC"2) Les éjections de H' sont des monomorphismes effectifs (i.e. des

noyaux de deux fléches).

PROPOSITION 1. Il y a équivalence entre les trois systémes d'axiomes
suivants :

(i) (SC1) et (SC2);

(ii) (SC1) et (SC'2);

(iii) (SC1) et (SC"2).

A 1) (i) entraine (ii). Soit f1:e; ~e; et f2 : e2—~e’2 deux morphismes
de H' . Notons (e;+e,,(07,0,)) et (ej+e),(0],04)) des sommes
naturalisées de (e;, e,) et (e}, e,). Soit les produits fibrés naturalisés:

((O'Z.', fz?'), (f1+15.97)), ie{1, 2}, et soit ki I'unique fléche telle que:

[7-ki=f; et o] k=0 (1).

1

o fi+1s
el+e2 el+e2

g 1" . k,
! / \
Z fi

Alors (e1 te,, (o "o "2)) est une somme naturalisée déduite de

e.
1

(ej+ey,(0;",05)) par changement de base le long de f;+/,. Mais I'é-
galité (1) prouve que e;+e, peut étre considéré comme un morphisme
somme de (k;,k,). Ceci entraine d'aprés (SC2) que k; et k, sont in-
versibles. Ainsi, pour tout i de { 1,2}, (f;+/,,0/, 0;,f;) est un qua-
tuor cartésien.

2) (ii) entraine (1iii). Soit 0;:e; ~e une éjection. Montrons que O, est
un monomorphisme effectif. Notons (2,(V,F)) une somme naturalisée
de (1,1). 1l existe 0,:e,~e tel que (e, (0;,0,)) soit une somme

naturalisée. Soit f:e ~2 l'unique fléche telle que:
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f-op=F.1, et [.oy=V.1, .
Posons 21=(/,V.O',1

e

) oet Zp=(f Fioy, 1, ). (., (24,25))
est alors une somme naturalisée dans OOH . Donc 21 estune éjection
dans O H'. Or d'aprés (ii) ceci entraine que ZI est cartésien, ou en-
core que O; est un noyau de (V.1_,f). Ainsi 0; est un monomorphisme
effectif.

3) (iii) entraine (i). Soient f;:e;~e} et fy: e, e, deux morphismes
de K'. Notons (e, (0‘1 ) 0'2)) et (e',(0), 02')) des sommes naturalisées
de {e;,e,) et (e}, e}); soit f=f;+f,:e—e’ la somme correspondante.
Supposons f inversible. Montrons que f; et f, sont des monomorphismes

effectifs. Comme [ est inversible, f.0; est un monomorphisme effectif,

U/K

i
el
f o

e.
2

on ie{1,2}. Mais 0 étau. un monomorphisme, f; est un monomorphis-
me effectif, car les monomorphismes effectifs sont stables par changement
de base.
Montrons maintenant que /; et f, sont des épimorphismes. Soit e] une
unité de H', b, et b} des morphismes de source e et de but ¢, tels que
bi-fy=h1. f;. Notons e"=e"j+e,, h=hte), et h'=h'1+eé. On a bh.f=
=h'. f; d'od, [ étant inversible, b =h’. Donc, Of': e] ~e” étant 1'éjection,
» — r L " _ ” ’
oY .b=h.o/=h"o)=0. b
Ainsi h=h7, puisque O est un monomorphisme. Par suite f; est un épi-
morphisme. On montrerait de méme que f, est un épimorphisme. En con-

clusion, f; et f,, étant des monomorphismes effectifs et des épimorphis-

mes, sont inversibles. V

DEFINITION. On dira que la catégorie H' est a sommes commutables
si H' vérifie 'un des trois systémes d'axiomes (i), (ii) ou (iii).

~

PROPOSITION 2. Si H' est une catégorie 4 sommes commutables,

1) les petites sommes sont disjointes (i.e. si (e,(0;), ) est une som-
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me naturalisée d'une petite famille (e;),; ., d'unités de H, et si i et j
sont des éléments de 1 distincts, ((O'i,Oei),(O}., Oei)) est un produit
[ibré naturalisé ).

2) 0 est initial strict (i.e. toute fléche de but 0 est un inversible).
3) Quel que soit le morphisme f:e—e', on ale quatuor cartésien:

(f.1e,e'[,1e,el,f+]).

A 1) Soit (e;); .; une petite famille d'unités de H' et (e,(0;)); ;) une

somme naturalisée de cette famille. Soit j€I et I'=1~{j}. Notons par

(é]., (O’i)kel.) une somme naturalisée de (ek)k et €t 5'].= ] o; [i epr - Soit
. - . . . A

maintenant un indice i#j. Alors (e, (O']., U].)) et (ei, (Oe‘, ei)) sont

4
des sommes naturalisées. Par suite (o-z.‘I‘, (o0,0')) est une somme na-

-, . N —- A ]
turalisée dans oH', oo 0=(0.,0.,0_ ,0_ ) et c'=(0.,0,,e.,0).
' 7 ey’ e [N RO | i

ol
A 1
€. —n e —_ e
] z
N
% l o’ ¢
o.
e L e
z
o. 0
7 o ez
e. 0
]
0

Ainsi, d'aprés la proposition 1, O est un quatuor cartésien.

2) Soit f:e—~0 une fleche de H' . Comme (e,) est une O-somme dédui-
te de (0,0) par changement de base le long de f, l'objet e est initial
et [ est donc inversible.

3) Pour tout f:e—e' le quatuor /ZC est cartésien; on en déduit d'apres
la prop. 1.3 que le quatwor ] /95, /B[ =(f,Je’',e'[,]e,el,f+f)
est cartésien. V

REMARQUE . La proposition 2 prouve que, si la catégorie H* a un objet

nul, elle est équivalente & la catégorie 1° (la catégorie discréte avec un

seul objet).
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6. Construction de catégories a sommes commutables.

Soit K’ une catégorie a petites limites projectives et A petites
sommes. Soit U une sous-catégorie de K'. Considérons les axiomes
suivants :

(OU1) Tout inversible appartienta U,

(OU2) U est stable par changement de base,

(O3 ) U est stable par petites sommes,

(OU4) Tout morphisme initial appartient & U,

(OUS) Toutes les I-codiagonales appartiennent & U , quel que soit le
petit ensemble I (un morphisme & est une I-codiagonale s'il existe une

somme naturalisée (e, (0;), ;) vérifiant 8.0,=a0;, pour tout i de I).

iel
LEMME . Soit U' une sous-catégorie de K wvérifiant les axiomes (OUI),
(0U3),(0U4) et (OUS5); alors:
1) Toute éjection appartient a U.
2) Tout co-crochet d'une petite famille de morphismes de K', ayant méme

but, appartient a U.

A1) Une éjection étant la somme d'une fléche initiale et d'un objet, elle
appartienta U.

2) Si (f;); ¢y est une petite famille d'éléments de U de méme but e
on a ]fz [i51=] e [iel',%,/i ev.ucu. Vv

2

PROPOSITION 1. Soit p:K —=H un foncteur fidéle compatible avec les
petites sommes et les produits [ibrés finis, ou H' est une catégorie a
sommes commutables. Soit U une sous-catégorie de K' wvérifiant les
axiomes (OUI) a (OUS5) et telle que U ﬂp‘l(H‘,y)ZK',y (on K, et
H'y désignent les ensembles des inversibles de K et H'). Alors K est

une catégorie a sommes commutables.

A 1) Axiome (SC1l): Soit (e',(O'z.')iGI) une somme naturalisée d'une
petite famille (e!), ., d'unités de K. Soit [ un morphisme de K' de
but e’ et e sa source. Considérons, de plus, le produit fibré naturalisé
((Ui"fi)'(f' g;)) dans K et notons (s,(O'i)l. ¢;) la somme naturalisée

de (e;); ¢y, 00 e;=ag,, et g=]gi [iel‘ L'axiome (SC1 ) sera établi
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lorsqu'on aura démontré que g est inversible.

a) Comme p est compatible avec les petites sommes et les produits fi-
brés finis, (p(e),(p(g;)); ;) est une somme naturalisée dans H' dé-
duite de (p(e'),(p(c‘l.'))i ey) Par un changement de base le long de
p(f). Par suite, p(g) est inversible, car (p(s), (p(cfl.))i 51) est aussi
une somme naturalisée de (P(ei))i el
b) Il reste donc & prouver que g€ U. Or, U étant stable par changement
de base et 0/ appartenant & U (lemme),on en déduit que g, € U, pour

tout 7 de I. Donc le morphisme g =] g; [ appartient aussi & U (lemme)

i€l

de sorte que (e,(g;) ) est une somme naturalisée dans K.

i€
2) Axiome (SC2). SoitI fi:e;~e7 et f,:e,~e, deux morphismes de
K. Soit (e,(0;,0,)) et (e',(0],0;)) des sommes naturalisées de
(e;,e,) et (ej,ey), et notons f=f,+f,. Supposons [ inversible.

a) Comme (p(e"),(p(o),p(0,))) et (p(e), (p(0;),p(0,))) sont
des sommes naturalisées dans H' et que p(f) est inversible, p(f;) et
p(f,) sont inversibles, puisque H' est 2 sommes commutables.

b) D'autre part, f.0;=0/.f, pour i=1 et 2. Mais f.0; appartient a U,
car [ est un inversible et 0, une éjection (lemme); et O/ est un mono-
morphisme, p(0;) en étant un et p étant fidele. Donc f; et f, sont des
éléments de U se projetant par p sur des inversibles; ce sont des inver-

sibles de K. V

COROLLAIRE 1: Soit p:K = H un foncteur fidéle, compatible avec les
petites sommes et les produits fibrés finis et tel que p”I(ij)= K',),,

Alors, si H' est une catégorie @ sommes commutables, K' ['est aussi.
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A 11 suffit de prendre U=K dans la proposition précédente. V

COROLLAIRE 2. H' étant une categorie a sommes commutables, pour tout
objet e de H', la catégorie H' /e des «objets au-dessus de e» est une

catégorie g sommes commutables,

A La catégorie H' étant A petites limites projectives et A petites sommes,
il en est de méme de H'/e. D'autre part le foncteur a_ :H'/e~H" est
un foncteur fidéle, compatible avec les petites sommes (puisqu'il admet
un co-adjoint) et compatible avec les produits fibrés finis (prop. 6.2).
Enfin, OL;'I (H',y )=(H/ e),y . Donc, H' étant une catégorie & sommes com-

mutables, il en est de méme de H'/e. V

PROPOSITION 2. C° ¢étant une petite catégorie et H étant une catégorie
4 sommes commutables, Y (H', C )X est une catégorie a sommes com=-

mutables.

A 0) H' étant une catégorie A petites limites projectives et a petites
sommes, il en est de méme de JI(H', C )2

1) Soit (A});.; une petite famille de foncteurs de C' vers H' et soit
(A’,(0});¢;) une somme naturalisée de (A!); , dans JU(H, C')TT. Soje
f:A~ A’ une transformation naturelle. Pour chaque indice i de I, con-
sidérons un produit fibré naturalisé ((0},f;).(f,0;)). Soit e un objet.
Comme H' est & petites sommes et a produits fibrés finis, (A'(e),
(0/(e)); ;) estune somme naturalisée, ((0/(e), [ (e)). (f(e), 0;(e)))
un produit fibré naturalisé. Il en résulte donc que (A(e), (0;(e)); ;)
est une somme naturalisée déduite de (A’(e),(0/(e)); ;) par un chan-
gement de base le long de f(e). Ceci étant vrai pour tout objet e de
C, alors (A,(0;); e]/) €st une somme naturalisée dans N, ¢ )=,
2) Soit maintenant [,:B;~B; et [,:B,~B) deux morphismes de
JU(H, C )™, Considérons les sommes naturalisées (B’, (0].0%)) et
(B, (01 ,0,)) respectivement de (Bj, Bé) et (B, B,) et soit {:B~B'
la transformation naturelle somme de (f;,f,). Si f est un inversible de

JUH,C )™, i.e. une équivalence, f(e) est inversible dans H'. Or
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(B'(e), (0 (e),05(e))) et (B(e),(0;(e),0,(e))) étant des som-
mes naturalisées dans H' et H' étant 3 sommes commutables, si f( e) est
un inversible, il en est de méme de fl(e) et f2(e). Par suite fl et f2
sont des inversibles de JI(H', ¢: )™ .V

Rappelons qu'un quasi-topos est une catégorie H' qui vérifie les trois
axiomes suivants :

1° H* est a limites projectives et inductives finies.

2° H' est cartésienne fermée.

30 Il existe une sous-catégorie M de H' stable par changement de base
telle que:

a) Monoef(H')C MC Mono(H* ), ou Mono(H') désigne la classe des
monomorphismes de H' et Monoef(H') celle des monomorphismes effec-
tifs, ou noyaux.

b) Le foncteur insertion ], :H' ~Hj admet un co-adjoint, ou Hy dé-

signe la catégorie «des morphismes partiels pour M» (un morphisme par-
. i . R
tiel pour M est un span B<— A +B', ou i appartient 3 M),

PROPOSITION 3. Si H' est un quasi-topos dans lequel 0,:0~1 est un
monomorphisme effectif, et si H est a petites limites projectives et peti-

tes sommes, H' est aussi une catégorie @ sommes commutables.

A Axiome (SC1). Comme pour tout morphisme f:e—~e’' de H' le foncteur
changement de base f*:H'/e'-+H'/e admet un co-adjoint, f* est com-
patible avec les petites sommes. C'est dire que dans H' les petites som-
mes sont stables par changement de base.

Axiome (SC"2).

a)Montrons tout d'abord que le quatuor (0;,1,,0,0,) est cartésien, pour
tout objet e de H'. En effet, considérons le produit fibré naturalisé
((0;,v),(1,,v')) dans H'. Comme O est un objet initial strict, v
est un inversible. On a v'. v™! =0, et v. v 1=0. v étant 'unique mor-
phisme qui vérifie ces deux égalités, (0;,1,,0,0,) est cartésien. Par
suite, comme 0; est un monomorphisme effectif, il en est de méme de 0,,

pour tout objet e.
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0

u

1

v’

e/vl
—_—

0

e

1/ .
T .

b) Soit maintenant O :u—~e une éjection, il existe donc un morphisme
o':u'"—+e tel que (e,(0,0'"')) soit une somme naturalisée ou encore
tel que ((U,Ou),(O",Ou.)) soit une somme fibrée naturalisée. Mais
dans ce cas, comme 0 , est un monomorphisme effectif, O en est encore
un.

Ainsi H' vérifiant les axiomes (SCl) et (SC"2) est une caté-

gorie & sommes commutables. V

COROLLAIRE . Si H' est un topos élémentaire a petites limites projectives

et d petites sommes, c'est une catégorie @ sommes commutables.

REMARQUE . On peut se demander si la condition: 0; monomorphisme
effectif n'est pas superflue pour montrer que H' est une catégorie a
sommes commutables. En fait, il n'en est rien. Il suffit pour cela de con-
sidérer la catégorie P associée A la relation d'ordre sur l'ensemble des
parties d'un ensemble E non vide. C'est un quasi-topos mais ce n'est
pas une catégorie & sommes commutables, car 0; :0 ~ 1 n'est pas un mono-
morphisme effectif. En particulier une catégorie cartésienne fermée n'est

pas nécessairement une catégorie 4 sommes commutables.

7. Exemples de catégories a sommes commutables .

I) C étant une petite catégorie, la catégorie JU(M, C* /P des
préfaisceaux» associée a C' est un topos a petites limites projectives
et A petites sommes; c'est donc une catégorie & sommes commutables.
En particulier la catégorie N «des ensembles» est une catégorie a som-
mes commutables.

II) Soit F la catégorie ayant pour objets les catégories dont I'en-

a

semble sous-jacent appartient 4 U et pour morphismes, les foncteurs
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entre ces catégories. En vertu du Cor. 1 de la prop. 1 du §6, F estune
catégorie 3 sommes commutables, car:

1) F est a petites limites projectives et i petites sommes.

2) Le foncteur d'oubli fidele canonique pg :F M est compatible avec
les produits fibrés et les petites sommes.

3) Si l'image, par pg, d'un morphisme de ¥ est inversible dans M, ce-

lui-ci est inversible dans ¥ .

I) Soit P la catégorie ayant pour objets les quasi-topologies (i. e.
les Limesraiime [3] ) dont 1'ensemble sous-jacent appartient 2 U et pour
morphismes, les applications continues entre ces espaces quasi-topolo-
giques. Notons é:f? -~ son foncteur d'oubli canonique. On vérifie que
P est un quasi-topos [8] a petites sommes et & petites limites projec-
tives. D'autre part 0; est un monomorphisme effectif, car c'est un 6-

monomor phisme. Donc P est une catégorie & sommes commutables.

N

IV) Soit J la catégorie ayant pour objets les espaces topologi-
ques dont l'ensemble sous-jacent appartient 2 U, et pour morphismes,
les applications continues entre ces espaces topologiques; soit 7:J 9
le foncteur pleinement fidéle canonique de J dans ? . Comme 77 est
a petites sommes et a produits fibrés finis (puisqu'il admet un adjoint),

J est aussi une catégorie 4 sommes commutables,

REMARQUE . On aurait pu le vérifier directement & 1'aide de la prop. 1.6,
en prenant pour U’ la sous-catégorie de J formée des applications con-

tinues ouvertes.

V) Soit 3S la sous-catégorie pleine de J ayant pour objets les
espaces topologiques séparés et ig: fTS-'j son foncteur injection cano-
nique. Comme 7g est un foncteur & petites sommes et & petits produits

fibrés, fTS est une catégorie & sommes commutables.

VI) Soit Ke la sous-catégorie pleine de TS ayant pour objets les
espaces topologiques de Kelley et iy - Ke-ffs son foncteur injection ca-
nonique. Ke est une catégorie a petites sommes et a4 petites limites pro-
jectives. De plus le foncteur i} étant & petites sommes (car il admet

un co-adjoint), Ke vérifie 1'axiome (SC2). Il reste donc & montrer que
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Ke vérifie 1'axiome (SC1). y
Soient (T',(0}), ;) une somme naturalisée d'une petite famille
(T3 e

et {:T~T' un morphisme de Ke. Pour chaque indice i de I formons le

dans Ke (donc dans J, puisque ig. K est & petites sommes )

produit fibré naturalisé ((O'z.', fi ). (f, O’z.)) dans J et notons Ti la source
de 0;. Comme O’ est une éjection dans J, il en est de méme de O, qui
de ce fait est une application injective continue ouverte. Par suite, T
étant un espace de Kelley il en est de méme de T,. Et il en résulte que
(( o/, /l.),(f, O’l.)) est un produit fibré naturalisé dans Xe. Enfin comme
(T, (Ui)i ¢/ €st une somme naturalisée dans J, c'est aussi une somme

naturalisée dans Ke.

8. Théoreme de commutation.

Soient B’ une catégorie a produits fibrés finis et A’ une sous-
catégorie de B’ vérifiant les axiomes suivants:
1) L'injection canonique [:A' ~ B’ admet un adjoint ]J:B' = A'. Nous
noterons 7) un morphisme d'adjonction associé a la paire d'adjoints [ —].
2) Pour tout morphisme f:e—e’ de B' le quatuor (7., ](f),f, m,) est
cartésien. ’
3)(b',%,f,b) étant un quatuor cartésien on PEA, si b' est un I-

projecteur, il en est de méme de b.

PROPOSITION 1.B" étant une catégorie a limites projectives finies, soit
A’ une sous-catégorie de B', a petites limites projectives vérifiant les
axiomes (1), (2) et (3). Alors le foncteur ]:B = A" est compatible

avec les petites limites projectives connexes.

A Pour démontrer cette proposition utilisons la prop. 3.2. B' admettant
un élément final, c'est une catégorie A -filtrante. Par suite, il suffit de
démontrer que | est compatible avec les C'-limites projectives, pour
toute petite catégorie C' a élément final.

Notons I un élément final de C* et I, l'unique morphisme de C' allant
de l'objet e vers 1. Soit F:C' —= B un foncteur admettant une limite

. . . ~ . ’ —

projective naturalisée I: u~F. Il s'agit de démontrer que J.Il:]J.u~].F

est une limite projective naturalisée.
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’ JJ’/@\ )
(@ F
I.]

Soit A:5~].F une limite naturalisée et ((A(1),¢),(7.F(1),u;))
un produit fibré naturalisé. Notons a = ac. Comme on a, pour tout ob-
jet e de C', (J.F)(1,).N(e).c=N(1).c=(m.F)(1).u; et que
le quatuor (7m.F(1),]J.F(1,),F(1,),mn.F(e)) est cartésien (axiome
(2)), on en déduit qu'il existe un unique morphisme p, :a~F(e) tel que
(n.F)(e).p,=A(e).c et F(I1,). pu,=pu,

pour tout e de Co .

A(e) . F(e)
4 . J.F(L)”
A(1) ]/(J/e)
¢ JF(1) m.Fle)
|
p, |mECL
a F(e)

L'application e~ u, de Co dans B définit un cone projectif u : a-F.
Montrons que 4 est une limite projective naturalisée. Soit w':a"~F un
cone projectif. Comme (7.F)mu’':a’ ~I1.].F est un cone projectif
et que I. A\ est une limite projective naturalisée (puisque I admet un
adjoint), il existe donc un unique k:a’~s dans B’ tel que (/. \)mo% =
(n.F)mu'. Mais ((n.F,u),(1.\,C)) étant un produit fibré natura-
lisé, il existe aussi un unique morphisme t:a =7 de N(A,C )P0 tel
que Trot=k et mmmt=p’. Or C étant connexe, le foncteur dia-
gonal A:A = JI(A,C )'P est pleinement fidéle; par suite il existe

un seul b :a'—a dans A" tel que A(b)z';?:t. Ce b est l'unique mor-
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phisme cherché; en effet, soit h':a’' ~a un morphisme et u’'= u mh’
Alors

(I.X\)mcm% =(n. F)mu @b’ =(7n.F)mp'=(1.\)mk.

M. F
1.].F F
I.A [ u j
) ‘ @,
~\z\‘\?‘

Dot cmbh =k, mais, comme ,u[:l:lrI?:p', ceci entraine que b=5",
ou encore que h=h' (puisque C' est non-vide). Ainsi 4 :a—F est une
limite projective naturalisée.

Remarquons maintenant que, J. [:'T(u)~].F étant un céne projectif
et N\:5'~].F étant une limite projective naturalisée, il existe un unique

k:J(u)~s de A" tel que J.Il=Am’%k. Or:

ANI1)k.m(u)=(].1)(1) .mn(u)=(n.F)(1).1(1);

NG koiu)
/ C:\\g
J.F(1) w() *

//1(1)

n-F()™ pep)e—

u

il existe donc aussi un unique g:z-a tel que
c.g=k.m(u) et u(1).g=1(1).
On a, pour tout objet e de C':
(n.F)(e).u(e).g=\(e).c.g=N\(e). k. n(u)
=(].1)(e).n(u)=(m.F)le).l(e),

F(1,).u(e).g=p(1).g=1(1)=F(1,).1(e).
D'ot it (e).g=1(e), car( (77-F)(I),(].F)(Ie),F(Ie). (n.F)(e))

est cartésien. Mais w:@—F et l:u~F étant des limites projectives

naturalisées, g est, de ce fait, inversible. D'autre part comme le quatuor
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(m F(1),\(1),u(1),c) est cartésien, c:a—s est un I-projecteur
(axiome (3)), ce qui nous permet d'affirmer, puisque R.7/(u)=c.g et
k€A, que k est un inversible de A°. Donc J. l:i](u)*]. F est une

limite projective naturalisée. V

COROLLAIRE 1. (Théoréme de commutation.) H' étant une catégorie
a sommes commutables, alors dans H' les petites sommes commutent

avec les petites limites projectives connexes.

A I étant un petit ensemble, soient B' =H'l et A° I'image de H' par la
diagonale A:H ~HT. Alors A vérifie les axiomes: (1) puisque H*
est a petites sommes, (2) puisque H' posséde la propriété (SC'2),
(3) puisque H' posséde la propriété (SCl). La proposition précédente
nous permet de conclure que le foncteur «l-somme» X : HI-H adjoint

de A, est compatible avec les petites limites projectives connexes. V

COROLLAIRE 2. H' étant une catégorie a sommes commutables, alors
dans H',

1° les petites sommes commutent avec les noyaux (resp. les petits pro-
duits fibrés );

2° les monomorphismes (resp. les monomorphismes effectifs) sont sta-

bles par petites sommes.

9. Le foncteur X .-

Soit N la catégorie ayant pour objets les éléments de l'univers
U et pour morphismes, les applications entre éléments de U. Soit aussi
H' une ‘U-catégorie (i.e. pour toutes unités e et e’ de H', HomH. (e",e)
est un élément de U) a petites sommes et & limites projectives finies.
On désignera par Y’':H *-J((M, H )™ le plongement de Yonéda asso-
cié a la catégorie H'*, duale de H'. Considérons:
1) Pour chaque objet e de H', le foncteur (-)Re:M~H' adjoint du
foncteur Y'(e):H' =) construit & 1'aide des sommes canoniques,
2) Pour chaque objet M de M, le foncteur MX (-):H —~H' défini par
MR(-) :ZM'AM , ol AM :H - HM est un foncteur diagonal et ZM le

foncteur M -sommes canoniques (ZM est donc un adjoint de AM ). Ces
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deux foncteurs sont prolongeables en un unique foncteur ® :JNXH = H' .
Nous noterons U;M' “) la m-iéme éjection de z vers M® u. On a, pour

tout morphisme f:M—M’ de N et tout objet e de H',
fRe=] cr((m')e) (.
PROPOSITION 1. X:MXWM- M désignant le foncteur «produit» dans M ,
il existe une équivalence naturelle :
Y. (XXIdy. ) =R, (ldyXR).

A Soient e un objet de H' et M et M’ deux objets de N. D'aprés la

transitivité des structures libres il existe un unique inversible
MM, M,e): (MXM')Re MR(M Re) tel que, si (m, m') eMXM’,
PO M, o) oMM ) (M M Be) GO e),
Montrons que l'application (M,M’,e)~7y(M, M ,e) définit une trans-

formation naturelle 7y :®. (XX Id,.)~®.(ldyXR®). Soient f:M- M’

et g:N-N' deux morphismes de M et h:e—e’ un morphisme de H'.

V(M N e')
MR (N'K ')*——-—-(M'XN')Z]e
/ ‘ e \
/R(N'Re’) (XN )& e’
M,N'" e’
Ma(nge) LN g er
MR (gRe’) (MXg)R e’ (fKg)Rhb
Y(M,N,e")

/®l(gmh) MR(NRe') ————— (MXN)Re’

i
MR(N®b) ](MXN)EIJ
\/M Y(M,N,e) /
R(NRe) <———"— (MXN)Re

On a:
1 Y(M LN, e').(fXN')e'.G((MXI‘.’;'e') =
YO )= i )N =

=fR(N'Re’ ).o—(M'N Xe' ).U(.N"

=fR(N'Re").y(M,N", e"). a(MXI,V;.e')
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pour tout (m,n")€ MXN’, donc:
Y(M',N',e'). (fXN')Re'=fR(N'®e").y(M,N, e").

e’ 1o (MXN,e'") - P ot) o (MXN' e')_
2)Y(M,N',e').(MXg)Re'.O je )=y (M N e )'O-(m,g(ne)) _

(m,n

— M,N'Ke' (N',e')— (M, N'"Rle') t w(N,e")_
_Usn e)'Ug(n)e = ¢ -gRe’.oy -

- ' (M,NRe') 5(N,e')=
=MR (gRe').0 el el=

=MR (gRe').y(M,N,e'). oc(MXN, e")

(m,n)
pour tout (m,n) € MXN, donc:

Y(M,N', e').(MXg)Re' =M (gRe’).y(M,N,e').

3) Y(M,N,e'). (MXN)Rb.c(MXN, e)=y(M,N,e').c(MXN, e}

(m,n)

:O'(M'Nge').O'(N‘e'),bzo(M'Nz]e.).Nzlb.O'(N'e):
m n m n
- (M,NKe) o(N,e)_
=MR(NRb). ol ¢l oty el=
=MR(NRA).Y(M,N,e) o(MXNse)
pour tout (m,n)€ MXN , donc
Y(M,N,e").(MXN)Rh=MR(NRAI).Y(M,N,e).
On en déduit que:

Y(M',N",e").(fXg)Rh=fR(gRAL).Yy(M,N,e)

et ceci, pour tout (f,g,h)€eMXMXH. Donc l'application qui associe

Y(M,N,e) & (M, N, e) définit une transformation naturelle

YR (XX1dy. ) R .(ldyx). ¥

PROPOSITION 2. Soit une catégorie A’ et un foncteur ® :H" X A" -~ H".
Si, pour tout objet a de A’ le foncteur ®(-,a):H ~H est compatible

avec les petites sommes, alors il existe une équivalence naturelle :

g:B. (ldyX®)~® . (R XIdy. ) :MXH XA ~H .
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0]
H H XA
/g?' K XId,.
Mx o Mx H X A
Idm)(‘l)

A Comme ®(-,a), pour tout objet @ de A et tout objet M de N, est
compatible avec les M-sommes, on en déduit la somme naturalisée
(D(MRe, a), (D(ofMe) q) ).

D'autre part, (M(I)(e,a),(O'(mM' (I)(e'“)))m ey’ €st aussi une som-

me naturalisée. Il existe donc un unique inversible

g(M,e,a): MR D(e,a)

d(MR e, a)
tel que, pour tout m € M on ait
g(M,e,a).O’,flM' Q(e,a)):q)(g;M. €) a).

Il reste & montrer que 1'application (M, e,a)~g(M, e, a) de My X Ho X Ab

dans H définit une transformation naturelle
g:'R .(Ide(I)) —]. (K X1dy,. ).

Soient f:M-M', h:e~e' et k:a-a' des morphismes de M
H et A'. On a:

b

g(M, e’ a)

MR®(e,a') O(M'Re',a’) »

[RD (e’ a')
/ g(M,e' a")

O(fRe’ a’)

MR®(e’, a’) d(MR e, a’) '

f(b(b‘:k)Mq)(b'a') (I)(Mb,a') @(fgb,k)
| g(M,e,a) |
MR®(e,a") Od(MRe,a’)
MRD(e, k) (MR e,k)
g(M,e,a)

MR ®(e,a)

(MR e, a)
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1 g(M . e a ). [RD(e,ar). oM Blea))

— ’ [ ’ (M',@(e',a')): (M',e') r) —
g(M,e,a).U/(m) CD(C*/(m) ,a')

=0(fRe'. oM ) a)=0(jme, a’). 0(c M) o) =

=q)(/& e',a').g(M,e',a').O'r(nM’ b(e',a'))

pour tout m € M, donc :

g(M,e",a") [RD(e’,a’")=D(fRe', a’").g(M,e",a").

2) g(M, e’ a'). MR®(h,a'). oM Ble.a))
g(M, e’ a).ofM. 20 a)) g(p, a')=d(c(M ) ar).®(h,a")=
=0(o(M )b, a)=0(MRb. oM ) o)=
=Q(MRb,a').B(c(M e) o)
=®(MR A, a').g(M, e, a').c(M Ble,a’))
pour tout m € M, donc:
g(M, e, a') MR ®(b,a' )=D(MR b, a').g(M,e,a’).
3) g(M,e,a'). MR®(e, k). oM (e a))=
g(M, e a).olM 20c.a)) @re, k)=hd(c(M ) a’) (e, k)=
=d(olM el k)=0(MRe, k). O(c(M ) a)=
=O(MRe k). g(M,e,a). oM Ble.a))
pour tout m de M, donc:
g(M,e,a") MR ®(e,k)=0O(MR e, k). g(M,e,a).
On en déduit :
g(M,e',a). [R®(h, k)=0(fRb,k).g(M, e, a),

pour tout (f,h,k)eMXHXA . L'application (M ,e ,a)rg(M,e,a)

définit donc une transformation naturelle

g K .(Idqu))—«b.(@xMA.).V
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Supposons maintenant que H° soit une catégorie & sommes com-

mutables et soit X:H XH - H' son foncteur «produit».
COROLLAIRE . Il existe une équivalence naturelle
g:®.(ldgXX)~X.(®XIdy. ) MXH XH ~H .
Posons maintenant 0 =(-)R I1:M~H .
PROPOSITION 3. Il existe une équivalence naturelle
d:X.(3XIdy. )~R :MXH ~H.

A H' étant une catégorie cartésienne, il existe une équivalence natu-
relle u.'IX(-)—oldH. . Posons d(M,e)=MRu(e).g(M, 1, e)”l. Comme
MR u(e) et g(M,1,e) sont des inversibles, il en est de méme de
d(M, e). Montrons que l'application (M,e)rd(M,e) de M, XH, dans
H définit la transformation naturelle d cherchée. En effet, si [-M-M'
et h:e—e’ sont des morphismes de Jl et H', on a:

'M')M'@mxa) M'Ru(e’)

[R(IXe")

(MR 1)Xe MK e’

[Re’

MR u(e')

(18 1)xb ME (Ixe') ME e’
MR (1Xh) [Mb

g(M,1,¢e) MR u(e)

(MR 1)Xe MR (1Xe)

MK e

d(M,e") (fRI1)Xb=(fRAI).d(M, e),
car les diagrammes ci-dessus commutent, g: & .(ldyXX)-X.(K ><IdH. ),
[R(-):MR(-)-MR(-) et MR(-).u:MR(-). I1X(-)=-MR(-) étant
des transformations naturelles. V
PROPOSITION 4. Le foncteur O :WM~H est compatible avec les pro-
duits finis.

A Soient 1={ 0} et 1, I'unique application allant de l'objet M de
M vers 1.
1) Etant donné que 0(01' €).e-+1R® e est inversible pour tout objet e de

H', on en conclut que (-)® I=707 est compatible avec les éléments fi-
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naux.

2) Soit (M, M’) un couple d'objets de M et ((P,P’), MXM') son pro-
duit naturalisé canonique dans J. D'autre part, considérons le produit
naturalisé ((7,7'), (MR 1) X(M'R 1)) . Le diagramme suivant commute

et toutes ses colonnes sont formées d'inversibles.

P'R 1 PRI .
MRI (MXM )R 1 Mﬁgl
proj, (1, M')R 1 “ proj (M, 1)R I
(1 XM )R 1 (MX1,,)R 1
(IXM')R 1 (MXM )R I (MX1)R 1
Y1, M, 1) Y (M M) y(M,1,1)
‘ 1yB(MRI) { MR (1, R1)

IRN(MR 1) MR(MKRI) MR(IKI1)
d(1,M’"R 1) d(M, MR 1) d(M, 1R 1)
(MyRI)X(M'R 1) (MR 1)X(1,,81)

(1R 1)X(M'R1) (MR I1)X(M'® 1) (MR 1)X(1R 1)
broj, (1R 1, M'R 1) H proj; (MR 1,1R 1)

’ T
MR I (MR 1)X(M'K 1) MR 1
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1l s'ensuit que ((PXI1,P'®1),(MXM )X 1) est aussi un produit natu-

ralisé. Ceci achéve la démonstration. V

PROPOSITION 5. Le foncteur (-)Re:WN~H est compatible avec les

noyaux, pour tout objet e de H' .

A Notons ici, pour simplifier O’l.I au lieu de U(il' ¢) Soient M et M' deux
objets de N et {1+ f; deux applications de source M et de but M'. Ap-
pelons 7:N-M le noyau canonique de (f;,f,), on

N={meM|f (m)=fy(m)}.
Montrons que iK e est un noyaude (f;®e,f,Re). Soit p:u~MRe
un morphisme de H' tel que (f;Re).¢=(/,Ke).P. Pour chaque indice
m de M, considérons le produit fibré naturalisé ((O’,Mn s ¢m ), (P, o,))

et soit u, =ad¢, . Alors (u,(0,) ) est une somme naturalisée dé-

meM
duite de (MK e,(Uﬂ[l“)m em/ Ppar un changement de base le long de ¢.

On a:
oM ¢ =fRe.oM ¢ =f{Re. p.0 =fRe.¢.0 =0 M &
fl(m). m 1 . m m 1 . Y 2 . Y f2(m)- m*
Si m est un élément de M n'appartenant pas & N, on a f;(m)#f,(m) .

Par suite ((CT/;"('m )’ 0,), (O’/g'(m ) 0,)) est un produit fibré naturalisé

puisque dans H' les petites sommes sont disjointes.

M’ € ¢
O-/z(V \ m
Oe k
. m

M'K e 0 u,
N 0
AN 3

Il existe donc un unique morphisme & :u, -0 tel que 0,.%, =c}5m . Mais

0 étant un objet initial strict, k& est inversible et u, est un objet ini-
tial.

Soit (b, ) .y la famille de morphismes de source u, et de but NR e
définie par:

meONe.km,simfN. bm=0'mN.q5m,sim€N.
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Comme (u,(0, ) .. ) est une somme naturalisée, il existe un unique
morphisme h:u~NK e tel que pour tout m€M on ait .0, =h . Mon-
trons que 5 est l'unique morphisme de H' tel que iKe.h=¢.

1) Si m¢ N, comme u, est initial, on a
i&e.b.O',n:gb.Um,
2)Si meN, alors
z'Ee.b.Um:z’me,UmN.gbm:UmM.¢m=¢.0'm,
Il s'ensuit iR e.bh.0, =¢. 0 pour tout m€ M, d'ou iR e.h=¢. D'autre
part, iRe=] O’jl" [n en s of, d'aprés le cor. 2 de la prop. 1-8, iR e est

une éjection; c'est aussi un monomorphisme d'aprés (SC"2). b est de

ce fait I'unique morphisme cherché. V

COROLLAIRE 1. Le foncteur 93:M~H' est compatible avec les limites

projectives finies.

COROLLAIRE 2. Pour tout objet e de H', le foncteur (-)K e:M-H

est compatible avec les limites projectives connexes finies.

Ad:X. BxldH. <K étant une équivalence naturelle, il en est de méme

de 4. [Idm,?] M~H . Par ailleurs,
X.9xIdy. . [Idm,?] =Xx.[23,¢]=x. [ldH.,?].az(.)Xe.a

et ®.[ldy,'e]l=(-)Re. Or (-)Xe:H =H est compatible avec les
limites projectives connexes (prop. 7.2) et O est compatible avec les
limites projectives finies. Donc (-)Xe. 0 et (-)RK e sont compatibles

avec les limites projectives connexes finies. V

COROLLAIRE 3. R :NXH ~H est bi-compatible avec les limites pro-

jectives connexes finies et avec les petites limites inductives.

PROPOSITION 6. e étant un objet non-initial, le foncteur (-)R e est
fidéle.

A Soient M et M’ deux objets de N et /1, f5 deux applications, de sour-
ce M et de but M', telles que ;X e=/f,K e. Montrons que /;=f,.0On a:

M _— M M — M’ H
[1We.0 =f,Ke.0 ", ou encore O’jl(m) -‘0/2("1)’ si meM.
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Si /'I(m);éfz(m), alors ((U/ (m), o, ), (o, / (”),Oe)) est un produit
fibré naturalisé, puisque dans H les petites sommes sont disjointes. Mais
comme U/I(m):Uf2(m)’ il existe un unique g tel que 0,.g=e .Ce g
est inversible, 0 étant un objet initial strict. Donc e est initial, ce qui

est contraire a 1'hypothése. Ainsi f1 (m):/Z(m) pour tout m de M. On
en conclut que f; =f,. \Y

PROPOSITION 7. Soit ®:M~H' un foncteur compatible avec les petites

sommes et l'élément final;, alors ® est équivalent au foncteur 0.

A On sait que O est adjoint & Homy. (-, 1):H -M; le foncteur ® I'é-

tant aussi, ® et O sont équivalents. V

10. Objets séparés dans une catégorie & sommes commutables [6] .
Soit H' une catégorie 4 sommes commutables (on utilisera les

mémes conventions qu'au §9) et soit E' une sous-catégorie de H' véri-

fiant les propriétés suivantes:

1) Tous les objets de H' sont des objets de E- .

2) E est stable par changement de base (i.e. E estun ©- enclos).

3) E est stable par petites sommes.

4) Pour tout objet e de H' ,ona 0_€E.

Les axiomes (3) et (4) entrainent que toute éjection appartient a E

(proposition 1-4).

EXEMPLES. 1° Prenons H'=J (voir §7.IV). Pr,ensemble des appli-
cations propres de j, vérifie les axiomes (1) 4 (4). En effet, (1) et
(2) sont démontrés dans [6] et (4) provient du fait que 9 est un fer-
mé de n'importe quelle topologie. Il reste donc a vérifier I'axiome (3):

Soit (f;); ., une petite famille d'applications propres. Notons

T, et T les sources et buts de f;, pour chaque indice i de I et

T=3T, T= 217, (=3,

i€l i€l i€l
Soit F un fermé de T, alors pour chaque 7 de I, il existe un fermé F,
de T, tel que F = |J F;X {i}.1l s'ensuit:

ie]

f(F)=f( U F;x{i})= U [(F;x{i})= U f;,(F;)x{i},

ie] i€]
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o f;(F;) est fermé dans T}, car [, est une application fermée. Donc
f(F) est fermé dans T. Enfin, si (x;,7) est un point de T', l'ensemble
e {(x;,i) })Zfi-l( {x;})x{i} est un quasi-compact, puisque 1'en-
semble f;'l( {x;}) en est un, f, étant une application propre. Donc f est
une application propre.

20 Considérons la catégorie DO H' des quatuors de H'. Sa sous-
catégorie Car(H' ) formée des quatuors cartésiens vérifie les axiomes
(1) a (4) (cela résulte du théoréme de commutation et du fait que 1'ob-
jet initial est stable par changement de base).

3o La sous-catégorie Ejec(H') de H' formée des éjections de
H' vérifie elle aussi les axiomes de (1) & (4); les propriétés (3) et
(4) ont été démontrées au §4 et la propriété (2) résulte de l'axiome

(SC1).

Rappeloné qu'un objet e de H' est dit E-séparé si sa diagonale
appartient & E. Notons Sep (H', E) la sous-catégorie pleine de H' ayant

pour objets les objets E-séparés de H' .

PROPOSITION 1. La sous-catégorie Sep(H',E) est stable par petites

sommes.
/A Démontrons d'abord le lemme suivant:

LEMME . Soit (e;), , une petite famille d'objets de H'. On note par
(e'(oi)ie[) et (e"(o}j)(i,j)EIXI) les sommes naturalisées de (el‘)iel

et de (eiXe].)(i'].)dXI; si Si: [ei’ ei] ,on a

[e‘e]:]o-ixo}'[(z‘,j)el2']0ii[z’sl'iezlsi'
A Notons aussi (e",(c’z.”)l.el) la somme naturalisée de (eixei)iel’
et ((p,p'),eXe) le produit naturalisé de (e, e). On a

YorxoLei,jyer?. Vo, [ier- Z8: 0=
z

=loxo [ e 1oy liepop 8,=loxa [, )20, 8,=

=0,x0;.8,=0,x0;. [ez.,ei} = [O}"Ui] =[e,e].oy,

et ceci pour tout i de I. Il en résulte
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o, X O, .. o.. |. .
] i % /[(1,1)512 ] ii [z el z'?ls’
eXe = e'—= e"—- e
y 4 lr J
o, .
7% % o 9;
e;xXe —* - e;Xe; %—— e; X e; - e;

Yoyxo Uyy iyer2- 1oy [ier- 2 8= [e,e]. V

Revenons maintenant 4 la proposition. Soit (e;); ., une famille
d'objets E-séparés et montrons que e:.E e; est lui-méme E-séparé. U-
tilisons, pour cela, les mémes notatioi'lglqu'au lemme précédent. Pour
tout i de I, on a §,€E, donc 'EISieE (axiome (3)). D'autre part
] O [i 1= ] O'i]- [(i,j)eA’°ﬁ A zest la diagonale de I. D'aprés le cor.
1 de la prop. 2-4, ] o, [, ., est une é&jection et ainsi appartient 2 E.
Enfin ]O’IXO'] [(i, j)el? est un inversible, car le foncteur «produit»
est bi-compatible avec les petites sommes. Par suite [e,e] , qui estun
composé d'éléments de E, appartient lui-méme & E, ce qui signifie que

e est un objet E-séparé. V

Il peut arriver que la conclusion de la proposition soit encore vraie
sans que la sous-catégorie E' de H' vérifie les quatre axiomes. En voici
un exemple: L'ensemble H',y des inversibles de H' définit une sous-ca-

tégorie de H' stable par changement de base.

DEFINITION 1. On dira qu'un objet de H' est monique s'il est H'y -sé-
paré (i.e. si sa diagonale est inversible).
On remarque qu'un objet e de H' est monique si, et seulement

si 1, est un monomorphisme.

EXEMPLES. 1° Un objet final est monique.
2° Dans une catégorie & sommes commutables un objet initial est
monique. En effet, la 1°® projection p:0X0-0 a pour but un objet ini-

tial; c'est donc un inversible et par suite [0,0] est un inversible, car
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p-lo,0]=0.

3> Dans M, les objets moniques sont les éléments initiaux et
finaux.

4o A étant une catégorie, les objets moniques de JU(J, A*) sont
les cribles de A'.

59 e étant un objet de H' les objets moniques de H'/e sont les

monomorphismes de H* ayant pour but e.

PROPOSITION 2. Soit (e;), ., une famille d'objets moniques de H . Si
e;Xe;, pour tout couple (i,j) d'élements distincts de I, est un objet

initial, alors e, est un objet monique.
i€l

A Reprenons les notations du lemme de la proposition 1 et montrons qu'ici
Jo, [, est inversible. Soit (f;j)¢i j)er? la famille de morphismes
suivante :

f.,=o.,.o'f L osii#j, f;=0" ,sii=j.
On a, pour tout 7 de I: ]

Vi Ui iyerr - 1oy lepoof =11, (i,j)er? %u=1;=07,

d'ou
]/if [(i,j)ezz' ]Uii [ielziezl(eixei) =e”.
D'autre part soit (7,7) €12, On a:
Vo, Lo ]f,.]- [(Z.,j)elz.oz.].:]oﬁ [iel./ﬁ .

-Si i#j, alors e; X e est initial, de sorte que

loy [iel'/ii =0
-Si i:]"
— "'_‘
Vo lier- =1 Ui oy " =0y
Donc, pour tout (7,7 )€ I,
”__ e’ e—— e”
]f,']' [(i,j)elxl ]Uii [iel
or o.. oy
1 17 z
eiXei = e; Xe; — .
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Vo bier- My sy er? %= %

d'on
Youbier- Wi Lea gy er= & o) ="

Ceci prouve que ] oy, [, estun inversible .
Ainsi i%{si, ] o [z. 1 €t ]O'IXO'] [(i,j) 2 étant inversibles, le mor-
phisme [e, e ] estinversible. Par suite, e est monique. V

COROLLAIRE . Soit (m;); ., une famille disjointe de monomorphismes
(i.e. tous les m; ont méme but et, pour tout couple (i,j) d'éléments dis-
tincts de I, ((”’i s Oe'), (m]., 064)) est un produit [ibré naturalisé, en

L 7
posant ez.zamz.). Alors ] m, [iel est encore un monomorphisme.

A Si e est le but de m;, il suffit d'appliquer la proposition précédente

a la catégorie H'/e. V

DEFINITION 2. On dira qu'un objet de H' est discret s'il est Ejec(H")-
séparé (i.e. si sa diagonale est une éjection).
On voit facilement que tout objet monique est discret, donc I est

discret. Par suite (proposition 1), MK I est un objet discret pour tout
objet M 8e M.

EXEMPLEs. 1° Dans J tout objet est discret, car tout monomorphisme
est une éjection.

20 Dans J les objets discrets sont les espaces topologiques dis-
crets. En effet on remarque que toute topologie discréte est une somme
d'éléments finaux, donc est un objet discret dans J . Réciproquement,
soit T un objet discret de J, E son ensemble sous-jacent et A la dia-
gonale de EXE. L'éjection [T, T] est en particulier une application
ouverte; donc A est un ouvert de TXT, ce qui entraine que T est dis-
crete.

30 Les objets discrets de F sont les catégories discrétes (i.e.
les catégories ol tout morphisme est une unité). En effet, toute catégorie
discréte est une somme d'éléments finaux. Inversement soit C' un objet

discret de § et A la diagonale de CX C. Prenons un morphisme x.:e—e’
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dans C'; alors (e, x):(e,e)~(e ,e') est un morphisme de C' X C' dont
la source appartient 2 A; on en conclut que (e, x)eA, car [C,C ] est
une éjection. D'ot x =e. Ainsi C' est une catégorie discréte.

40 Soit A" une catégorie. Les objets discrets de JI(M, A" /P sont
les foncteurs F:A" =M tels que F(x), pour tout morphisme x:a-a’' de

A, soit injectif.
11. Etude de 1'objet 2.

Soit H' une U-catégorie & sommes commutables.

PROPOSITION 1. Soient O:e=s, Oj:e;—=s et Oy:e,~s trois morphis-
mes de H' tels que (s,(U,UI')) et (s,(U,Uz')) soient des sommes

naturalisées. Alors il existe un unique inversible 7y tel que 0}.7y=03.

A Considérons le produit fibré naturalisé ((0%,v;),(0;" v,)). Comme
dans H' les petites sommes sont disjointes, ((0,,0, ),(0,0,)) est
aussi un produit fibré naturalisé. Par suite (e}, (08.2, v;)) est une somme
naturalisée déduite de (s,(0,0;')) par un changement de base le long
de 0. Mais comme 0 est un objet initial, v; est inversible. Posons
f:vz.vl"l .On a:

—_ ’ 1 — ’ 1 —_ ’
0‘1'.f—0'1.v2.1}1 =0y vy vy =0,
Ainsi s peut étre considéré comme le morphisme somme de (e, f) par rap-

port & (s,(0,07)) et (s,(0,04)). Or s est inversible: ceci entraine

que e et [ sont inversibles (d'aprés (SC2)). Vv

Soit A l'ensemble des couples (f,0 ), ou [ est un morphisme de
H' et O une éjection de méme source que f. Considérons la relation d'é-
quivalence R sur A définie par:
(f,o)~(f", o) si, et seulement si, il existe un inversible ¥ tel que:
fr.y=feo'.y=0.
Notons I/,O'I la classe d'équivalence de (f,0 ). Le quotient Hp de A
par ia relation d'équivalence R définit une catégorie H'p si 1'on pose:
lror | f.ol=1f.f;.0.0; | si, et seulement si Bo’=pff, o

((0',f;).(f,07)) estun produit fibré naturalisé.
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v
PROPOSITION 2. Le foncteur ]p admet un coadjoint.

Enfin notons ]P :H = H, le foncteur défini par : ]p(f)= f,af |

A Soit e un objet de H, . Notons (e+1,(m,n')) une somme naturali-

sée de (e, 1). Nous allons montrer que (e, |, e+1) est un ] p-€jec-

p
il existe o':u'~ s tel que (s,(0,0’)) soit une somme naturalisée.

teur. Soit |/,0 |:s~e un morphisme de H, . Comme O est une éjection,

Soit 7 s—e+ 1 1'unique fléche telle que:
f.or=n". 1, et f.o=n.f.
Le quatuor (n,f: [,0) est cartésien d'aprés (SC'2). Donc
le.n|. [T.s=1101.

11 reste & montrer l'unicité de 7:5 ~e+1. Soit donc g:s—e+ 1 un mor-
phisme tel que le, m | lg, s |= l/,U I, c'est-a-dire tel que le quatuor
(mn,g,f,0) soit cartésien. Nous considérons le produit fibré naturalisé
(g, Uf), (7', Iu.l )). Alors (s (0,0%)) est une somme naturalisée déduite
de (e+1,(7, 1)) par un changement de base le long de g. Mais comme
(s,(0,0")) est aussi une somme naturalisée, il existe un inversible

Y :u'-uj; tel que 0;',7y=0" (proposition 1).

”3\7
s/

“

ln' o"‘;

u'
g
e+1<—————— ’

o

1l en résulte:
g.0'=g.0[.y=7". 1u.1.'y =m'.1, et g.o=mn.{.
D'ou g=f. V
Soit maintenant (E, <) un ensemble ordonné. Notons Ry sa ca-

tégorie associée.

Alorts, (E, <) est une algébre de Boole si:
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(Bl) (E, <) admet un plus petit élément noté O et un plus grand élément
noté 1.

(B2) Pour tout couple (a2,b)€ EXE, {a, b} admet une borne inférieure
aAb et une borne supérieure aVb.

(B3) Pour tout (a,b,c)E EXEXE, aAN(bVc)=(aAb)V(ahc).

(B4) Pour tout e € E il existe a' € E tel que:
alNa'=0 et aVa'=1

(on montre alors que a' est unique).
Les axiomes (Bl) et (B2) peuvent s'exprimer en langage caté-
gorique en disant respectivement que Ry a un élément initial et un élé-

N

ment final et qu'elle est 4 sommes et produits finis. Remarquons encore

N

que l'axiome (B3) est équivalent 4 l'axiome :

(B'3) Pour tout (a,b,c)E EXEXE, aV(bAc)=(aVb)A\(aVc).
Rappelons aussi qu'un ensemble ordonné (E,<) est une algebre

de Heyting (ou treillis de Brouwer, ou algébre pseudo-booléenne) s'il vé-

rifie (Bl) et si de plus:

(Hey 1) Pour tout (a,b)eEXE, {a,b} admet une borne inférieure

alAb,

(Hey 2) Pour tout (a,b)€ EXE, il existe c € E tel que, pour tout € E,

dNa<b si et seulement si d<c

(1'élément c est alors unique; on le note c=(a=>b)).

Autrement dit, (E, <) est une algébre de Heyting si et seulement si Rg

est une catégorie cartésienne fermée a objet initial. Dans ce cas, on pose

Ja=(a=>0), pour chaque a4 de E.

On trouvera les preuves des propositions suivantes dans [9].

PROPOSITION 3. (E, <) est une algébre de Heyting si, et seulement si,
(E, <) est un ensemble ordonné satisfaisant aux axiomes (Bl) et (Hey 1)
et qui de plus admet une application ==> : EX E = E vérifiant les proprié-
tés suivantes, pour tout (a,b,c)E EXEXE:

1° (a=>a)=1.

2° b< (a=>1b).

3° (a=>b)Aa< b,
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4°(a=>b)N(a=>c)= (a=>(bAc)).

PROPOSITION 4. (E, <) étant un ensemble ordonné, c'est une algébre de

Boole si, et seulement si c'est une algébre de Heyting vérifiant ['axiome :

Pour tout a€E, _1—la:a.

Revenons a l'étude de la U-catégorie H' 4 sommes commutables.
lo Si O:e'+e est une éjection,nous noterons pour simplifier |O'[
au lieude |1, 0 |.

- Soit le foncteur P =Homy. (1,-). ];: H*-M. Le foncteur P est
représentable , et a pour représentation l'objet 2=1+1 (car 2 est une
]p-structure colibre associée a 1), c'est-a-dire qu'il existe une équiva-
valence naturelle X:P —Homy.(2,-): H*-.

-Si 0:e;~e est une éjection et si x=X(e)( |cr|), nous dirons
que x est le morphisme caractéristique de O, ou que O est une éjection
associée a x.

Nous noterons alors pour simplifier x=1, |O’ l

20 Soit (1+1,(V,F)) la somme naturalisée de (1,1). Comme
((F,07),(V,0;)) est un produit fibré naturalisé, F peut étre considéré
comme le morphisme caractéristique de 0; et V comme celui de I.

- Maintenant |=]F,V [ est le morphisme caractéristique de F,
puisque (—‘ ,V,F, 1) est une éjection dans O H".

-V étant une éjection, il en est de méme de VXV, puisque (voir
3.4 ) Ejec(H') est stable par changement de base. Notons A le mor-
phisme caractéristique de VX V.

Soit p;:2X2-2 la 1% projection, i:@=2X2 un noyau de (p;,A).

Comme 2=1+1 est un objet discret, i est une éjection (voir [6]); on

peut donc prendre son morphisme caractéristique => :2X2 2.
A 1 —
2‘—,2><2-1-—a 2 =2 2x2
by
Vv i
] «——a
1a

-x et y étant deux éléments de HomH. (2,e), notons
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XAy, x=>y au liew de A.[x,y], =>.[x,y],

x<y s'il existe z:e=a tel que [x,y]=i.z et v,=V.1,,F,=F.1l,.

4

PROPOSITION 5. Soit e un objet de H et x, x' deux éléments de

Hom,,. (2,e). Alors:
1° xA x'= Ve si, et seulement si, x'=x= v,.
2° (x=>x")=V, si, et seulement si, x < x'.

A1) Si xAx'= V,, alors A . [x,x']=V. 1, . Donc il existe un unique

morphisme
k:e=1X1 tel que VXV.k=[x,x"].
Or k=[16,1e].Donc
vir,,v.i1,1=[x,x"1, doa x=x"=V.1,.

A

2—ND ox2
VT VXV [x, 2]
I1x1

T IXI_

'\_/\/ .
1

e

La réciproque est immédiate.
2) Si (x=>x')= Ve , alors =>. [x,x'] =V. 1_. Donc il existe un
k:e-2 tel que i.k=[x,x"], ce qui signifie que x<x’. La réciproque

se montre sans difficulté. V

Soient e un objet de H' et 0;:e;~e, 0,:e,~e deux éjections.

a) Considérons le relation < dans P(e) définie par-
|0'1 |< [O‘Z l si, et seulement si, il existe k:e; ~e, tel que 0’2.k=c'1.

< est une relation d'ordre sur P(e).

b) Soient ((0;,07),(0,,07)) un produit fibré naturalisé et 0=0;.0,=
=0,.07. Or 07,0, et 0 sont des éjections, puisque Ejec(H') est une
sous-catégorie stable par changement de base. |O'| est la borne inférieure
de {]oy |, |o, |} dans (P(e), <).

c) ,0@[ est le plus petit élément de (P(e), <) et le] en est le plus
grand.

278



CATEGORIES A SOMMES COMMUTABLES 51

PROPOSITION 6. e étant un objet de H' et O;:e;~e, O, e,~e étant
deux éjections de but e, alors :

e IO'1 |< lUZIéquivaut a Xe|0'1 < Xe |02 l.

20 %o (Inf { oy | loy [}) =%, log [Ax, loy .

30 x, o, |=F, et x_|e|=V,.

4° (e, (0O, 0'2)) est une somme naturalisée si, et seulement si,
Xe |02 |:—| Xe IO'1 I
A 1° Démontrons tout d'abord le 2° . Posons
— — — |
X =X |01 ], xz—xelaz |, Xo=x;Nx, et IUO |—)(e (%0) .

Soit maintenant O :e'—~e une éjection. Alors les assertions suivantes

sont équivalentes :

lols fo |,
Ve.=(x1/\x2).a,
Ve.=x1 LONX,. T,
x;.0=V, et x,.0=V, (d'aprés la proposition 5),
lols IUI |ec o< |Uz |
IO' K l”/{loj l' 10'2 |}'
donc |oo |=Inf{ |0} |, |0, | },ce qui établit la formule cherchée.
20 Soit x; et x, deux éléments de Homy.(2,e). Montrons tout

d'abord que
x;$%x, si, et seulement si x;Ax,=x;.

1
En effet, si x;<x,, il existe k:e~a tel que 7i.k= [xI,xz], d'ou
x ~x =AL[xg  x  =aiick=p ik =py (2, x,] =2,
Réciproquement si x;Ax,=x;, on a A. [x,%x,1=p . [x,%,], donc
il existe un unique k:e—a tel que 7. k= [xl ,xz] , c'est-a-dire x; < x,.

UZ | }: d'Oﬁ

Ainsi l<71| \<| 02| entraine |O'1|=Inf{ |O’1

Xeloi IZXe(I"f{ |‘71 |' |O'2 I}) = Xe |U1 |/\Xe IUQ I:
ce qui signifie, d'aprés ce que nous avons vu, que X, |O'1 lsXe |0'2 |
30 Comme les quatuors (V,V,1,1) et (1, 1,,1,,e) sont carté-

siens et que :

(V.V,, 1,,e)=(V,V,1,1)m(1,1,,1,,¢)

e
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on en conclut que V_ est le morphisme caractéristique de e. De méme
(V,F,0;,,0;) et (0;,1,,0,0,) étant cartésiens, il en est de méme
de (V,F,,0;,0,), donc F, est le morphisme caractéristique de 0, .
4° Soit f:e~2 l'unique fléche telle que:
f.op=V. 161 et f.0,=F. 1e2.
Comme (/™°, (21 , 22 )) est une somme naturalisée, ol
ZZ =(f{,V,o,, 161) et Zzz(/, F,o,, Iez)'

21 et ZZ sont des quatuors cartésiens, donc [ est le morphisme carac-

téristique de O . De plus comme

(v, 1.1, 162,02)=(v,_|, 1LF)@m(F. {1, ,0),

le quatuor (V,—I. f.1, ,0,) est cartésien et ainsi —]./ est le morphis-

me caractéristique de 0,. D'ox —] e |orI |: Xe |02 |
1 1,
-— 2
? 1 e,
v F o,
] Y /
2 2 - e
Vv 9
1 -— e,
1
€1

Inversement soit f:e~2 le morphisme caractéristique de 0;. Par hypo-
thése, —l . [ est le morphisme caractéristique de 0,. Donc les quatuors
(V. f, 161 , 01) et (V, _l /, 162, 0'2) sont cartésiens. Mais comme

v, .1 162,02)=(v,—|, 1,F)oo(F, |, 1e2,az),

(F,f, 1e2, 0,) est cartésien. Il en résulte que (e, (0;,0,)) est une
somme naturalisée déduite de (2,(V, F)) par un changement de base le
long de f. V
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COROLLAIRE . Pour tout objet e de H, (Homy.(2,e),<) est un en-
semble ordonné vérifiant les axiomes (Bl) et (Hey1); de plus, I'appli-
cation Xe* P(e)-Homy.(2,e) définit un isomorphisme d'ensembles

ordonnés de (P(e), < ) vers (HomH.(2,e), <).

PROPOSITION 7. On a —| =(2=>F,).

N

A Soit 0, une é&jection associée a (2=> Fy)=(=>. [2,F. 12]) et
0:e'—=2 une éjection quelconque. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes:

lo|< o |,

(2=>Fy). 0=V,

(0=>F, )=V,

O<F,, (d'aprés la proposition 5),

o =F, (puisque F . est le plus petit élément de (Homy.(2,e"), <)),

|o-|< lF l .
D'od |0, |= |F | ou encore | =(2=>F,). V
PRO POSITION 8. Pour tout objet e de H', (HomH.(Z,e),é) est une
algébre de Boole.

A a) Nous allons tout d'abord montrer que (HomH. (2,e),<) est une
algébre de Heyting en utilisant la proposition 3. Soit @, b et c trois élé-
ments de Homy. (2, ¢).

1° Comme a<a, on a (a=> a):Ve ( proposition 5).

20 Soient 0;:e;~e et O,:e,~e respectivement des éjections
associées 4 b et (a=>b). On a b.oy = Ve donc a.0;<b.0; ou en-

1
core, d'aprés la proposition 5,
Ve1 =(a.c71 =>h.01)=(a=>b).01.

Ceci signifie que |O’1 ls |o2 l D'od b<(a=>b).

3° Soient 0j:e;~e et O,:e,~e respectivement des éjections

associées d (a=> ph)Aa et b. On a:

Vel= ((a=>b)Na) .O'IZ(a.O’1:>b.O'1)/\d.O'1,

donc ( proposition 5)
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(a.0'1=>b.cr]):Ve1 et a.UI:VeI ’

ou éncore

a.0.£b.0; et a'UIZVeI'
Or ceci entraine que b.0; =V, . D'ou
1

|oy < |0'2| et enfin (a=>b)Na<b.

4° Soient respectivement O, : e;~e et O,:e,~e des éjections
associées a4 (a=>b)rn(a=>c) et (a=>(bAc)) et O:e'=e une

éjection quelconque. Les assertions suivantes sont équivalentes :

lol < o],

Vo= ((a=>b)n(a=>c)) .0 =(a.c=>b.0) \(a.0=>c.0),
(a.o=>b.o):Ve. et(a.cr=>c.o):Ve.,

a.0<b.0c eta.oc<c.0,

a.oc<(b.c)N(c.0),

Vo=(a.o=>(b.onc.0)) =(a=>(bnrc)) .0,

| ol< oyl

Donc IO'I I:lo2lou encore (a=—=>b)A(a=>c)=(a=>(bAc)).
Ainsi (Homy.(2,e), <) est une algébre de Heyting.

b) Enfin —’—l =2, car
1. 1="1.1F,vi=]1].F, |.vI=1V.F[=2.
On en déduit _l.—l.aza pour tout aeHomH.(Z,e). Les propositions

4 et 7 permettent de conclure que (Homy.(2,e),<) est une algebre de
Boole V

COROLLAIRE . (P(e), <), pour tout objet e de H', est une algébre de
Boole et, quelle que soit l'éjection 0;:e;~e, le complémentaire de
IO'I l est IO’2 l, o 0,:e,~e est un morphisme tel que (e,(C;,0,))

soit une somme naturalisée.

Soit B la catégorie des «algebres de Boole» c'est-a-dire la caté-
gorie ayant pour objets les algébres de Boole dont 1'ensemble sous-jacent
appartient 2 U et pour morphismes les applications ordonnées entre algé-

bres de Boole f:(E, <) -(E’',<) telles que:
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a) f(anb)=f(a)A~' f(b), pour tout (a,b)€e EXE,

b) f(1)=1",

c) Pour tout a€ E, f(Ta):—]'/(a).
REMARQUE . L'axiome (c) étant supposé, les axiomes (a ) et (b) sont
donc respectivement équivalents aux axiomes:

a') f(avb)=f(a)'f(b), pour tout (a,b)e EXE.

b') f(0)=0".

Notons par rq :B-M le foncteur d'oubli de B.

PROPOSITION 9. L'objet 2 est un objet de Boole (i.e. il existe un fonc-
teur ®:H*~B tel que pg-® =Homy.(2,-)).
A On définit un foncteur ®:H'*~ % en posant ®(e)=(Hom,.(2,e),<),
si e est un objet, et

®(f)=((Homy.(2,e),<), Homy. (2,f), (Homy.(2,¢e"),<))

si f:e—e’ est un morphisme de H'. Cette derniére expression est bien
un morphisme de B, car:

a) Pour tout (a, b)EHomH.(2,e')><HomH.(2,e'),
Homy. (2, f)(anb)=(anb). f=a.fAb.[=
=Homy. (2,f)(a)NHomy.(2,{)(b).

b) HOmH_(2,f)(Ve,):Ve,.f:V.]e,.f:V. le:V .

e
c) Pour tout ac€ HomH. (2,e"),

Hom,.(2,{)("|.a)=("].a).[="].(a.f)= "|Homy. (2,{)(a).

Enfin on voit immédiatement que pgs.@ = Homy,. (2,-). V

12. Objets connexes.
Soit H' une U-catégorie 4 sommes commutables.

PROPOSITION 1. Soit (e,(0,0"')) une somme naturalisée. Alors o est

inversible si, et seulement si, a. O est un objet initial.

A Comme (e,(0,0')) est une somme naturalisée, |c" est le complé-

mentaire de |O l dans (P(e), <). Donc IO" I est le plus petit élément

de (P(e), L) si, et seulement si, fU| en est le plus grand; c'est-a-
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dire a0’ est un objet initial si et seulement si O est un inversible. V

DEFINITION. On dira qu'un objet e de H' est un objet connexe si, pour

toute éjection O:u—e, u est un objet initial ou O est inversible.

REMARQUES. 1° D'aprés le § 11 on voit que e est connexe si et seule-

ment si P(e)={ ]e|, ]0e ]} ou encore, ce qui revient au méme, si
mH.(Z,e)Z{Ve,Fe}.

Donc e est connexe si, et seulement si, P(e) ou HomH. (2,e) ont au
plus deux éléments.

2° Dans une catégorie & sommes commutables O est toujours con-
nexe puisqu'il est initial strict; par contre I ne l'est pas nécessairement.
Il suffit de considérer la catégorie H'/2 «des objets au-dessus de 2».
Elle est & sommes commutables. Enfin, 2 est un objet final de H' /2 ,
et (2,(V.F)) est une somme naturalisée, en posant V=(2,V,V) et
F=(2,F,F). Orni V ni F ne sont en général des objets initiaux dans
H'/ 2. On peut toutefois remarquer que, si une catégorie 4 sommes commu-
tables H' ne posséde pas d'autres objets moniques que les objets ini-

tiaux et finaux, I est connexe.

PROPOSITION 2. | étant un petit ensemble non-vide et (e, )z e] une fa-

mille d'objets de H*, soit (e, (o )ie[) une somme naturalisée de (e;) iel
dans H'. Si e est un objet connexe, il existe un indice | de | tel que

;i soit inversible et que, pour tout i#j, e; soit initial.

A Comme P(e)={ |0€ |, le|}, soit J={iell |O’Z |=le]?}.

-Si | est vide, IUi |: lOe' pour tout i de I, c'est-a-dire e; est ini-
tial; or ceci entraine que e est lui-méme initial. Mais alors |Oe |=lel,
donc J=1I, ce qui est contradictoire, puisque | est non-vide.

- Soient maintenant j€] et i un élément de I différent de j. Si l'on a
|O'i| Z [O | , alors o0, de méme que O, est inversible. Mais comme
((o;,0, ) (0' O, )) est un produit fibré naturalisé, 0, _ aussi est inversi-
ble, ou encore ei est initial, ce qui est contraire a lhypothese Donc

e; est initial pour tout i fj. V

PROPOSITION 3. e étant un objet non-initial de H', c'est un objet con-
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nexe si, et seulement si, le foncteur HomH. (-,e):H =M est compatible
avec les sommes finies: dans ce cas HomH. (-,e) est aussi compatible

avec les petites sommes.

A 10 Montrons d'abord que, si e est connexe, Homy. (-, e) est compa-
tible avec les petites sommes. Soient (s,(0;); ;) une somme naturali-

sée d'une petite famille (s;); ., dans H' et ( 5 Homy.(s;,€),(v;);¢p)
i€]

la somme naturalisée canonique de la famille (Homy.(s;,e)); ., dans

M. Posons k= ]HomH (o, e)l. Montrons que k& est inversible.

i€l
a) k est surjectif : soit f:e~s un morphisme de H'. Pour chaque indice
i de I faisons le produit fibré naturalisé ((0o;,f;),(f,0;)) et posons

i SI)
par un changement de base le long de /. Mais comme e est connexe, les

e; :aO" (e, (O’ )1 sl) est une somme naturalisée déduite de (s, (O' )

e; sont tous initiaux sauf, bien sur, pour un indice j de I ou O'].' est alors

inversible ( proposition 2). Posons f.:/]f.a;. "l et montrons que Uj‘fi:f'
o.f..o'=o0.. .'.cr."'I.U.'.

On a 7 /] i ] 41

-Sii=j, o..ff.o ol =0 . fi = o"

Sii=j, 0;.fj.0;7".0; =1

.o -1 _ ’

- Si z{:], O']..f]f.or;. .Uz.'—f.ol. , car HomH.(s,ei) n'a qu'un élément

puisque e; est un objet initial. On a donc ;- f].. o.=[.0; pour tout i de

I .Par suite 0'7../].2/', ou encore k ((f].,j)) =f.

b) k est injectif: soit f;re~s; et /j':eﬂs]. deux morphismes tels que
p— ’

O ;=05 0]

-Si i=j, on voit que f;={], puisque les éjections sont des monomor-

phismes.

- Si i%j, comme ((GQ,OS.),(U].,OS‘)) est un produit fibré naturalisé
z ]

Ui/J\
\/

(dans H' les sommes étant disjointes), il existe un seul g e—~0 tel que
O, .g=f; et 0  .g= f' Mais O étant un objet initial strict, g est inver-
l

sible et ainsi H est un objet initial, ce qui est contraire a 1'hypothése.
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20 Supposons maintenant que Homg.(-,e) soit compatible avec
les sommes finies et montrons que e est connexe. Comme (2,(V,F))

est une somme naturalisée, le morphisme canonique
k:Hom(1,e)+Hom(1,e)=Hom(2,e)

est une bijection; donc Hom(2,e) a deux éléments et ainsi e est con-

nexe, V

REMARQUE . C'est cette propriété de compatibilité que Hoffmann prend
pour définition d'un Z-objet [2] .
PROPOSITION 4. Soit e un objet non-initial de H'. Alors e est connexe

si, et seulement si 1=1{0} est une O-structure libre associée a e.

A Notons 2={0,1} et 0'5.- 1-+793(I) la i®™® éjection canonique; enfin
m=og.1,.

Montrons que , si e est connexe, (1, 7)) est un 9-projecteur. Soit
M un objet de M et f:e~O(M) un morphisme de H'. D'aprés la propo-

sition 3 il existe un unique m de M tel que f:U%. 1_, ou encore
[=3(m).o).1,=3(7).7,
en notant m:1-M I'application constante sur m. L'unicité de 7 résul-
tant de celle de m, 1 est bien une O-structure libre associée 3 e.
Réciproquement si 1 est une O-structure libre associée a e, alors
soit (1,7) un O-projecteur. L'application fv 9(f).n de Homy(2,1)
dans Homy.(9(2),e) est donc une bijection. Par suite Homy.(9(2),¢)

n'a que deux éléments, ce qui signifie que e est connexe, puisque l'on a

9(2)=2.V
PROPOSITION 5. Si 1 est un objet connexe non-initial, le foncteur 9

est pleinement fideéle.

A 9 étant 1'adjoint de Homy.(-,1):H -, soit o: Idyy ~ Homy. (-, 1). 3
un morphisme d'adjonction canoniquement associé au couple d'adjoints
(9, Homy. (-, 1)). D'aprés la proposition 4, o (M):M~Homy.(9(M), 1)

est une bijection pour tout objet M de JN, donc O est pleinement fidele. V

PROPOSITION 6. Soit f:e—~e' un épimorphisme de H'. Si e est connexe,
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il en est de méme de e'.
A Comme [ est un épimorphisme, l'application
Hom,. (2, /):HomH. (2,e")=Homy.(2, e)

est une injection; donc, si Homy.(2,e) a au plus deux éléments, il en

est de méme de Homy. (2, ¢e'). \%

Soit maintenant un foncteur p-H =K, ou H et K sont des ca-

tégories 4 sommes commutables.

PRO POSITION 7. Supposons que le foncteur p soit compatible avec les
objets initiaux et qu'il admette un adjoint q:K - H . Alors, pour qu'un

objet e de K' soit connexe, il suffit que q(e) le soit dans H'.

A Notons 7: Idy. ~p.q un morphisme d'adjonction associé au couple
d'adjoints (¢, p). Soit e un objet de K' tel que g(e) soit connexe dans
H'. Considérons une somme naturalisée (e,(0;,0,)) et posons, pour
i€{1,2},s;=ac;. Comme q est adjoint & p, il est compatible avec les
petites limites inductives. Par suite (g(e),(q(0;), q(az))) est une
somme naturalisée dans H'; mais, g(e) étant connexe da}ls H', il existe
un indice j€ {1,2} pour lequel q(s].) soit initial. Donc p q(s].) est
initial. La fleche 7(s;):s; -pq(sj) ayant pour but un objet initial strict,
elle est inversible, et s; est initial. De ce fait, e est un objet connexe
dans K. V

PROPOSITION 8. Supposons que le foncteur p soit fideéle et compatible
avec les objets finaux et les sommes finies. Pour qu'un objet e de H' soit
connexe, il suffit que p(e) le soit. De plus, si p est plein, e est con-

nexe si, et seulement si, p(e) l'est.

A Comme p est compatible avec les objets finaux, p(1) est final dans
K et (p(2),(p(V),p(F))) est une somme naturalisée. p étant fidéle,
I'application ¢:Homy. (2,e )~Homy.(p(2),p(e)) est une injection.
Comme Homp.(p(2),p(e)) a au plus deux éléments si p(e) est conne-
xe, il en est de méme de Homy.(2,e), ce qui signifie que e est connexe.
Si de plus p est plein, ¢ est une bijection , et e est connexe si et seule-

ment si p(e) l'est. V
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PROPOSITION 9. Supposons que p est un foncteur fidéle compatible avec
les sommes finies et admettant un adjoint q:K —H' . Notons 7): IdK, -p.q
le morphisme d'adjonction associé au couple (q,p). Si de plus pour tout
objet u de K, Mm(u):u=p.q(u ) est un épimorphisme, alors un objet

u est connexe si et seulement si q(u) est connexe.

A Soit u un objet de K. Si u est connexe, comme T(u):u-=pq(u) est
un épimorphisme, p g(u) est un objet connexe de K'; d'aprés la proposi-
tion 8,9(u) est un objet connexe de H'. La réciproque résulte de la pro-

position 7. V

EXEMPLES.

1o Dans M les seuls objets connexes sont les objets initiaux et finaux
car, A étant un objet de N, Homy (2, A) est en bijection avec Ple)
qui a plus de deux éléments si E en a plus d'un.

20 Soit A* une U-catégorie. Le foncteur «diagonal»
ACM-TUM, A*x) E0

étant compatible avecles petites sommes et les éléments finaux, il est
équivalent au foncteur O=(-)® I défini sur JU(J, A*)"0 (proposition
7.9). Donc d'aprés la proposition 4 un préfaisceau F:A* = J non cons-
tant sur @ est connexe dans JU(J, A*) ™2 si, et seulement si, il admet
1 pour limite inductive. En particulier tout foncteur représentable est con-
nexe. En effet, e étant un objet de A et F=Hom,.(e, -), soit I:F~LF
la limite inductive naturalisée canonique de F dans J. Pour tout mor-
phisme x:a-e ona I(a)(x)=I(e)(e),carF(x)(e)=x. Donc LF n'a
qu'un élément et ainsi F est un objet connexe de J{(JN, A* ) B9,

30 Les objets connexes de la catégorie F des «catégories» sont les
catégories connexes.

40 Les objets connexes de la catégorie J des «espaces topologiques»
sont les espaces topologiques connexes. Ceci résulte, par exemple, de la
proposition 5 § 11 de Bourbaki Chapitre I, Topologie générale.

50 Les objets connexes de % sont exactement les espaces quasi-
topologiques connexes au sens de [4] . En effet, le foncteur T -9

vérifie les hypothéses de la proposition 9 ( pour tout objet 7 de P, I'ap-
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plication continue 7)(7) est un épimorphisme, car son application sous-
jacente est une bijection ). Une quasi-topologie 7 est donc un objet con-

. - . . . fod .
nexe de P si, et seulement si, sa topologie libre (i.e. sa 7/-structure li-

bre ) est connexe.
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