CAHIERS DE
TOPOLOGIE ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE
CATEGORIQUES

MARIO CHARTRELLE
Sur la catégorie des applications quasi-continues

Cahiers de topologie et géométrie différentielle catégoriques, tome
11,n°2 (1969), p. 215-226

<http://www.numdam.org/item?id=CTGDC_1969__11_2_215 0>

© Andrée C. Ehresmann et les auteurs, 1969, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la revue « Cahiers de topologie et géométrie
différentielle catégoriques » implique I’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute
utilisation commerciale ou impression systématique est constitutive
d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de ce fichier
doit contenir la présente mention de copyright.

NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=CTGDC_1969__11_2_215_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

CAHIERS DE TOPOLOGIE Vol. XI,2
ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

SUR LA CATEGORIE DES APPLICATIONS QUASI-CONTINUES

par Mario CHARTRELLE

Introduction.

Les quasi-topologies s'introduisent d'une maniére naturelle désqu'on
veut considérer de «bonnes» structures sur l'ensemble des applications
continues entre deux espaces topologiques quelconques [2]. Dans cet
article nous allons étudier les propriétés algébriques de la catégorie P°
des applications quasi-continues associée i un univers U , et de son fonc-
teur d'oubli & versla catégorie M° des applications.

Le 1°f paragraphe commence par rappeler les définitions relatives
aux quasi-topologies (introduites par Kowalsky sous le nom de Limesralime
[81) et les premiéres propriétés de la catégorie P° [2]. Nous démontrons
ensuite que toute quasi-topologie 77 sur E € U peut étre «universellement»
plongée dans une quasi-topologie séparée et dans une quasi-topologie com-
pacte associées a U .

Le 2¢me paragraphe est consacré a 1'étude de la quasi-topologie
A(m*',7) de la convergence locale [ 2] sur l'ensemble des applications
quasi-continues de 77 vers 77'. Nous montrons que celle-ci a des propriétés
analogues a celles [ 3] de la topologie de l2 convergence compacte sur 1'en-
semble des applications continues entre espaces topologiques localement
compacts (a laquelle elle s'identifie si 77 et 7' s'identifient 3 des topo-
logies et si 7 est localement compacte : (P°,A) est une catégorie forte-
ment O-dominée [s1, —hyperdommee et tensonellement O-dominée [3].
En particulier P° est une catégorie cartésienne fermee au sens de[7],
et (P°, 9) est un couple complet fermé selon [1] (résultat 1mphc1tement
admis dans la derniére phrase de[11]).

Les notations et la terminologie sont celles de[4].
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2 M. CHARTRELLE

1. Quasi-topologies.

Soient E un ensemble et (F(E),C ) la classe locale de tous les
filtres sur E ordonnée par la relation d'inclusion.

On appelle idéal de F(E) un filtre de (F(E),C). c'est-a-dire
une partie | de F(E) saturée par co-induction (F € et FC F' entrai-
nent F' €1) et telle que, si F €l et F' €], alors F AF’ €I (en notant
F N F' le filtre intersection dont les éléments sont les ensembles A U A’
oi A€EF et A’ €F').

Si (E', f,E) est une application et F un filtre sur E, on note [F
le filtre sur E’ engendré par f( F).

1. DEFINITIONS.

a) On appelle guasi-topologie sur E une application 7 de E dans
I'ensemble des idéaux de F(E) telle que ie filtre x® des sur-ensembles
de x appartienne & 77( x) pour tout x € E.

Si Fem(x), on dit que F quasi-converge vers x et on écrit

Fmx.

(E, ) est appelé espace quasi-topologique.

(b) La quasi-topologie 77 est séparée si 7(x) N7 (y) = @ lors-
que x ¥ y.

(c) Point pseudo-adhérent . Ensemble pseudo-fermé : Soit ( E, 77 )un
espace quasi-topologique. Si F est un filtre sur E, tel qu'il existe un
ultrafiltre F® qui contient F et qui quasi-converge vers x, on dit que x
est un point pseudo-adhérent a F. Une partie E' CE est dite pseudo-
fermée (pour-7) si elle contient ses points pseudo-adhérents, i.e. les
points pseudo-adhérents & un filtre auquel appartient E’.

d) Quasi-topologie compacte : On dit que l'espace quasi-topolo-
gique (E, ) est compact si tout ultrafiltre sur E guasi-converge, si tout
filre qui admet un seul point pseudo-adhérent quasi-converge et si 77 est
séparée.

e) On appelle application quasi-continue un triplet (7',f,7), ou
7' et 7 sont des quasi-topologies sur E' et E respectivement, et ou

(', [, ) est une application telle que F7 x entraine fF7'f(x) pour
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SUR LA CATEGORIE DES APPLICATIONS QUASI-CONTINUES 3

tout x € E. On pose :
7T =a(m,f, ) et = L7, [, 7).

PROPRIETES.

a)Si 77 est une quasi-topologie sur E, l'ensemble des parties V
de E telles que V € A7(x) pour tout x € V définit une topologie 7“(77)
sur E. Et tout filtre quasi-convergeant vers x dans 77 converge vers x
dans (7).

b) Si (7', f, 77) est une application quasi-continue, ('Ar(’rT'),/, ’;‘(77 )

est continue.

<

. . , . .
2. Soient U un univers et P _ l'ensemble des espaces quasi-topologiques
(E,7) tels que E €U, P° la catégorie des applications quasi-continues

entre éléments de P_ munie de la loi de composition :
(m™ frm o (m, f, )= (1", o[, T)
si, et seulement si, 7' = 77".

On identifie la quasi-topologie 7 sur E a l'unité i = (7,ig,7)
de P°. En associant (E’, f, E) a une application quasi-continue (7', f, 77)
on définit un foncteur d'oubli O de P° vers la catégorie N © dés appli-

cations associées a U.

PROPRIETES. [2]

a) & est un foncteur d'homomorphismes saturé.

b) P° est a I-produits pour tout I € U : Si (771'._)1'51 est une famille
de quasi-topologies, et si (E; m) eP, etlel, la quasi-topologie
produit est 7 = ., 77;, quasi-topologie sur E = igl E, telle que I'on ait
Fm(x;); ¢y si, et seulement si, p,F7,x, pour tout i €I, ou p; estla
projection canonique de E sur E;. Si 77, est séparée (resp. compacte)
pour tout i €1, il en est de méme pour 77.

c) é est ~ -étalant:Si E'CE, la é-sous-struCture m/E' de
7 sur E' est la quasi-topologie définie par F € (7 /E’')(x), ou x € E’,
si, et seulement si, F 7x (en appelant F le filtre engendré par F sur
E). On l'appelle quasi-topologie induite par T sur E'. Si T est séparée

(resp. si 77 est compacte et E' pseudo-fermé), 77 /E' est séparée (resp.
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4 M. CHARTRELLE

compacte). Si 77 est séparée et 7 /E’' compact, alors E’' est pseudo-fermé
pour 7.

d) Les propriétés b et ¢ entrainent que O est un foncteur a C+-
limites projectives, si C* est une catégorie et C € U. Soit 7 le foncteur

s

de P° vers la catégorie J° des applications continues qui, & une appli-
cation quasi-continue (7', f, 77), associe l'application continue (7(7'),
[, T(m)) .

PROPOSITION. Le foncteur T admet un coadjoint.

PREUVE. Si T est une topologie sur E, on peut définir une quasi-topo-

logie 7AT(T) sur E comme suit :
7(T)(x)={F e F(E)|V(x)CF},

od V(%) estle filtre des voisinages de x dans T, pour tout x € E. Con-

sidérons
ST(T) ={MCE|{MeANm(T)(x), Vx eM}.

Comme A ’;T(T)(x) =V(x), on a ';'(7AT(T)) = T. Soit 7' une quasi-
topologie sur E’, et f: (T, f, ;'( 77')) une application continue. Montrons
que f se reléve dans P° en une application quasi-continue unique de 77"
vers ;T(T). Si F' est un filtre appartenant & F(E') tel que F'7'y,
alors F' converge vers y pour ’Ar(7r‘). (T, {, ’;'(W' )) étant continue,
fF' converge vers f(y) pour T. Donc [F' quasi-converge vers f(y)
pour ’;'\T(T), par définition. Ainsi [ se reléve en une application quasi-
continue /' = (7T(T) f, 7). D'autre part /' est uruque, carona f'(y)=
= f(y) pour tout y 619(77 ). Ainsi 7T(T) est une 7’ structure colibre
associée a T. Il s'ensuit qu'il existe un foncteur 7 de T° vers P° adjoint
de ';'; a 1'application continue (T', f, T ), il associe I'application quasi-

continue (77(T'), [, 7(T)).
COROLLAIRE. Le foncteur T admet T pour adjoint.

Si 77 est une quasi-topologie et s'il existe une topologie T telle

que 7= %( T ), on dit que 77 s'identifie a la topologie T.

3. En notant P (resp. P2) la sous-catégorie pleine de P° formée des
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SUR LA CATEGORIE DES APPLICATIONS QUASI-CONTINUES 5

applications quasi-continues entre espaces quasi-topologiques séparés
(resp. compacts), on définit un foncteur injection canonique (P°,7,P9)
(resp. (P°, 1, P‘c’_)),

THEOREME. (P©°, 1, Pg) (resp. (P°, 1, Pg)) admet un adjoint.

PREUVE. Soient (} un univers tel que UC l} et U 61}, et (E,7) un
espace quasi-topologique tel que E € U.

1°) On considére I ={feP|f=(m",f,m), T séparé (resp. 7'
compact)} . ‘ a

On forme 77 = /Igl B(f); montrons que ce produit est un élément
de P°, en notant P° la catégorie des applications quasi-continues asso-

ciée a U. Pour cela, il suffit de montrer que 1'ensemble E sous-jacent &

A

71 appartient & U, ou encore, U étant un univers, que I € U. Or:

ICW.LGJPZW'oPoW,ot\ moPom=1{feP|a(f)=m,B(f)=71"}.
Soit 7' une quasi-topologie sur E' €U, on a 7' 6&(5'), en posant :
Apv=P(P(P(E")) ec Q(E') = Ag, oMo E".

On a E' €{E’}; comme E’' €U, alors {E'} € U, et Ap, €U, d'ou
Q(E')CtAg Y xP(Ag xE')x{E'} €U,
c'est-a-dire @(E") €eU. Si f=(7'",[,7) € P, on trouve
fe@(E)xP(E'xE) xQ(E) €U,
car [ e P(E" X E). 1l s'ensuit 7' o P o 77 € U. Par ailleurs
po={m | E'=8(m)euic Y, , QE").

Comme U E[/, on a E'LEJU@(E') € U. Donc

P2 eU et ,”.EJPO M oPomel,
o

ce qui entraine [ € U. 1l en tésulte E € U, d'ou 7 6132
" De plus T est séparée (resp. compacte), d'aprés la propriété b.
Pour tout f €l, soit by la projection canonique de 7 vers B(f);
soit / l'unique application quasi-continue telle que bso / f.

20) Considérons le cas des séparés : Soit [(E) :ECE et
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6 M. CHARTRELLE

~

77:';7/E . On a ainsi un sous-espace séparé (E,77) de (é,ﬂ)- E est
équipotent a un élément E  de U. Soit ¢ une bijection de E sur E

Prenons sur E, la quasi-topologie image de 77 par ¢; notons T, cette

1
quasi-topologie et —(Wl,cp 7). Si z—(77,¢ ) desxgne l'm)ecnon

quasi-continue canonique et f—(?T / 77) la restriction de f a (E 7Y,

-
~

ona f=iof.

- . ~ . . ~ . T, .
Soit | = 9o f. ] est quasi-continue et, 77 étant séparé, son image
7, par ¢ est séparée. Donc ] €1.

Si /= (77',_/_,77) €l, considérons [’ = p/oio(P_l; ona f'€P et
fo] = P/oio@_lo 9o = P,/Of: /-
Si f" €P esttelle que /"o ] =/ 0], on trouve :
"ol =" 0%o(¥ 0 ]) = "opof =10
Comme [ est une surjection sur E, 7 est un épimorphisme; donc
[fop=["0o¢

et, ¢ étant une bijection, on a f* = f'. Ainsi (El,Trl) estun (P9 i, P‘;)-
objet libre engendré par (E, 7).

30) Considérons le cas des compacts.

Soit E la pseudo-adhérence de f(E). (é,%) étant compact,
(E 77/E) = (E 77) est compact.

Soit U={E €U | E eqUIPOtent A un élément de U}. Alors U est
un univers auquel appartient E = /(E) Si x €E, il exxste un filtre F
qui quasi-converge vers x pour T et auquel appartient E. Choisissons un

~

tel filtre, et notons F_ le filtre induit par F sur E. L'application x » F
de E dans F(E) est une injection, la quasi-topologie 7 étant séparée
et F quasx-convergeant vers x. Donc E est equxpotent a une partie de
F(E) Comme F(E)C?(?(E))GU,1lsenmntE'EU de sorte qu'il
existe une bijection cp de E sur un élément E de U. Soit 77 la quasi-

topologie image de 7 par Q), et cp—(?"l,cp 77) Alors (I~ 7 1) est
compact, puisque c'est l'image par la bx)ecnon cp d'un compact, et E jest
la pseudo-adherence pour 77 de cp(E) Sonent J = CPo/ en notant /la

restriction de / (E,?T),etz -(77,1,77)- Ona]el. Soit f=(7",f,m)el;
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SUR LA CATEGORIE DES APPLICATIONS QUASI-CONTINUES 7

on obtient f'o ] = f, en posant [* =p oio ¢ . Si f"o] = (0], il existe
un noyau » de ([, [*) dans P% c'est I'application injection quasi-continue
de (E2 ,772) dans (l::l,;-Tl), avec

E, ={x, EEII /'(xi):/"(xl)i et 7, :7_71/E2 .
E, contient J(E) = E}J(E). De plus il est pseudo-fermé dans %1; en

effet, si F est un filtre sur E, tel que F €7,(x), ot x appartient a la

S

pseudo-adhérence Ez de E,,on a

ffE=f"F, ffFenm'(f'(x)) et ffFenm'({"(x)).
7' étant séparée, f'(x) = {"(x), donc x €E, c'est-a-dire Ez =E,.ll
en résulte E, =

ji’ et par suite [* = f". Ainsi (E_‘l,ﬁl) est un (P°, i,P%)-

objet libre engendré par ( E, 77). Le théoréme en résulte.
2. Quasi-topologie de la convergence locale.

Soient U un univers, et 7 et 7' deux quasi-topologies sur E €U
et E' € U respectivement. Si G est un filtre sur E'’ oo E et F un filtre
sur E (ot M° est la catégorie des applications associées a U), les en-
sembles B(A) = EB f(A) ou B €G, A €F, engendrent un filtre sur E’,
noté GF. Si G est un filtresur 7' o P o7, on pose GF = §(G)F. Pour
tout f €' o P o7, soit A(f) I'"ensemble des filtres G sur 7' o P o 7 tels

que, pour tout x € E ettout F € 77(x), onait GF € '(f(x)).

1. DEFINITION. L'application f- A(f) définit une quasi-topologie sur
T'o P o7, notée AN(77',7), qui est appelée quasi-topologie de la conver-
gence locale [ 2].
PROPRIETES. [2]

a) Si 7' est séparée, A(7T',TT) est séparée.

b)Si 7' et 7 s'identifient & des topologies T' et T respective-
ment et si T est localement compacte, alors A(77',7) = A(T’, T) s'iden-

tifie & la topologie de la convergence compacte.

2. Soient E € U et 77 une quasi-topologie sur E. Soit X _ le foncteur de
P° dans'P° qui a2 b €P associe h X 7, _, ou i, est l'application quasi-

continue identique de 77 vers 77 .
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8 M. CHARTRELLE

THEOREME. Si (E',7') est un espace quasi-topologique, la quasi-topo-
logie N(7",7 ) estun X_ -objet colibre associé a 7', le X _-coprojecteur
correspondant étant Ny (') = (z')\(ﬂ "oy ;). ou é( ;) est I'application
v:(f,x)>[f(x) de (T'oPom)XE dans E'. Si C_ est le foncteur co-
adjoint de X_ associé-a 7, [4], on a: é(C"(b)) = Hompo(h, i, )
pour h € P.

PREUVE.

a) Montrons [2] que v définit une application quasi-continue v de
A(m*',m) x 7 vers 7"'. Soient G un filtresur 7' o P o 77 tel que G € \(f)
et F un filtresur E tel que F €77(x). Le filtre v G X F est engendré par
I'ensemble des classes B(A) = 98 f(A), o A €F et B €G, il est donc
identique au filtre GF. Par définition de A(f) on a GF em'(f(x)),
c'est-a-dire vG X F em'(v(f, x)). Donc Ve P.

b) Soient (E,,7,) un espace gpasi-topologique et g une appli-

cation quasi-continue de 7. x 77 dans 7"'. Soit g’ l'application de E,

1
dans 77'o P o 7T associant a x, € E, I'application quasi-continue gxl de
7 vers 7' telle que gxl(x) = g(x,, x).Montrons [2] que g'définit une
application quasi-continue g’ de 7, vers AN(7', ). Soient F1 un filtre

sur E, tel que F €7 (x,) et F un filtre sur E tel que F €7 (x). Le

filtre g(F X F) est engendré par I'ensemble des classes g( B, X A), ou

B,eF, et A€F. Comme

g(Byx4)= x,geBlg(ix'lz xA)= x'tJeBlgx.l(A) =

les filtres g( F1 X F) et g'(F1)F sont identiques. Puisque g est quasi-
continue, on a g(F X F)em'(g(x, x)), c'est-a-dire g'(F )(F)e¢

?

7' (g'(x,)(x)), d'ou g'(F,) €AN(g'. ), et par conséquent g’ existe.
1 1 xl

¢) On a ainsi :

voX (§)(xy,x)=v(g(x ), x) :‘g'(xl)(x):g(xl,x),
clest-a-dire voX, (§')=g. Si voX_ (g")=g. alors O(g") =6(g"),
et par suite g” = g'. Ceci prouve que (i;\(,n vy ;) estun X, -coprojec-
teur (résultat énoncé dans [3], complément 1 p. 208) .

d) Soit C_ le foncteur coadjoint de X, . Supposons de plus que
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SUR LA CATEGORIE DES APPLICATIONS QUASI-CONTINUES 9

I'on ait (E",7™) € P? et soit 7, »(7)= (in(mmmy V') Si b estune
application quasi- continue de 77" vers 7', l'application quasi-continue
C,(bh) de N(m",7) dans A(7',7) est celle qui, a [* €(T"Po7),
fait correspondre 1'application quasi-continue de 77 vers 7' qui associe

hof'(x) & x €E.On adonc 6(C, (b)) =Hompo(h, i, ).

COROLLAIRE 1. Soient (E, T ), (E1'7T1)’ (E', ') des espaces quasi-
topologiques. Une application [ de E X E dans E' est quasi-continue de
T, X T vers 7" si, et seulement si, ([21etl6])

a) Pour tout x, € El, I'application x - /(xl, x ) définit une appli-
cation quasi-continue /x de T vers T'.

1
b) L*application x> [, est quasi-continue de T  dans N(T", 7).
1

COROLLAIRE 2. 87 (E, 7 ) et (E', ') sont des espaces quasi-topolo-
giques, N(7"', 7 ) est la moins fine des quasi-topologies T osur Mo Pol
telles que I'application v : ([, x)- [(x) définisse une application quasi-

continue de T X 7 vers 7' [2].

PROPOSITION. Soient (E,7) et (E; 7;) pour tout i €1 des espaces
quasi-topologiques. Si (E', ') est l'espace quasi-topologique produit de
« Ei’ 7;:)); eI),Al'application wilf);er” [ /i]iel définit un quasi-homéo-

morphisme de T = 'Hl }\(771.,77) vers N(7°', T ) (od f; €T0PoT).
ie

PREUVE. Soit p; la projection canonique de E’ vers E,, pour tout i €1,
et g; cellede L = iIeI (77,0 P o 7) sur 7; o P o 7. L'inverse de la bijection
w est l'application w’ : [ = [/i]z’el” (pio f)iel' Soit G un filtre sur L.
On a G 677:((/1')1'51) si, et seulement si, ¢;G E?\(Wi,ﬂ)(/i),Vie I,
c'est-a-dire si, et seulement si, pour tout x € E et tout F €7 (x), ona
inF €77i(/i(x)). Or ceci équivaut a (pinF) E’ﬂi([i(x)), car pow =
=4;, VY ie€l, ou encore 8 wGF €7T'((/l.)i€,(x)), ce qui signifie wG €
Nt ) (Lf; 1;¢)- Ainsi w définit un quasi-homéomorphisme.

3. THEOREME. I/ existe une catégorie é—fortement dominée (P°, N\ ),ou \
est le foncteur de P° X P° vers P° qui a (7', ) €Pg>< Pg associe
N(7',m). De plus (P°, \) est une catégorie O-byperdominée et tensoriel-

lement G-dominée en tout T € Pg.
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10 M. CHARTRELLE

RAPPELS. Soient g un foncteur d'une catégorie K* vers Me et H* une
catégorie. _

1°0) Si D est un fonctéur de H*X H* (ou H* est la duale de H"*)
vers K* tel que go D = Homy ., on dit que (H*, D) est une catégorie q-
dominée [4]. Si de plus pour tout triplet (e”, e’, e) d'unités de H:* il
existe un élément £ de K ayant pour source un produit s de (D(e”,e’),
D(e',e)) dans K-, pour but D(e”, e) et tel que g(k) soit 1'application
(/" f)>f"of de e".H.e" X e'.H.e dans e” .H.e, on dit que (H*, D)
est fortement q-dominée [5].

20)Si (K*,D') est une catégorie g-dominée et H*® une sous-
catégorie pleine de K-, on dit que (H*,D') est une catégorie q-hyper-
dominée [ 3] si, pour tout triplet (e”, e’, e) d'unités de H*, il existe un
élément %k de D’(D'(e”",e),D'(e”,e")).K.D'(e’,e) tel que q(k)
applique [ sur Hom .(e”, f).

30) Soient (H*,D) une catégorie g-dominée, et e une unité de
H*; nous noterons D(., e) le foncteur de H* vers K* associant D(f, e)
a [€H. On dit que (H*, D) est une catégorie tensoriellement q-dominée
en e si c'est une catégorie g-dominée, et s'il existe un foncteur X, de
K+ vers H*, dit foncteur produit tensoriel par e, vérifiant les conditions
suivantes :

1) D(.,e) est un foncteur coadjoint de X ; soit m I'application
associant a e' €H: le coprojecteur 7m(e’) = (D(e’, e), Ter) qui sert 3
définir D(., e).

2)Si s" €K et e’ €H;, il existe un inversible £ de K* de source
D(e', X_(s")), de but D(D(e’,e),s") tel que q(k) soit la bijection
7 ots» associant a g l'unique g' vérifiant j _,.X (g') = g.

DEMONSTRATION DU THEOREME.

A) Soient (E,m),(E’,7"'),(E’, m") des espaces quasi-topolo-
giques appartenant a P . Montrons (voir [2] et [6]) que I'application
k:(f'./)> [ of est quasi-continue de A(7",7')x A(7',7T) vers
A(mm ).
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SUR LA CATEGORIE DES APPLICATIONS QUASI-CONTINUES 11

Soient fETM'oPom, fl€M"oPom’, G eN(TT"”, T')([) et
GeN(m',m)(f). Pourtout x €E ettout F €7(x), on a GF € M*(f(x)).
Puisqug G eN(mm”,m*")(f), on trouve G'GF €m"(f o f(x)),c'est-a-
dire G'G =k(G"' X G) eN(TT", ) ([ of).

B) Soient f€7oP o,

tante sur (g, f) définissant une application quasi-continue de A(7',7)

et g €mjoPo7'. L'application cons-

vers A(7!, ') X )\(77,771), il résulte de A que 1'application f'» go f' o f
définit une application quasi-continue A (g,f) de A (7', 7) vers A(71},77,).
Le foncteur O étant fidéle, il s'ensuit que (P°,\) est une catégorie O-
dominée et, d'aprés A, une catégorie fortement 0 -dominée [s].

C) De la partie A et du corollaire 1, on déduit que, si 7, 7",
et 7" sont trois quasi-topologies, I'application f- Hompo(7",f) défi-
nit une application quasi-continue k' de A(7',7) vers A(A(7",m),
A(T",m"). Donc (P°,\) est une catégorie é-hyperdominée.

D) Soit € Pz. Montrons que ( P°, A) est une catégorie tensoriel-
lement 6- dominée en 7. On & vu qu'il existe un foncteur X de P° vers
P° tel que X _(h)=h X i,  pour tout h € P°, et que ce foncteur admet
A(L, i) pour coadjoint. Donc la 18T€ condition est vérifiée.

Soit 7'€ PO une quasi-topologie; 77 ' engendre un X, -objet colibre
A(m"*,7), le coprojecteur correspondant étant N (7" = (ix(_”.’_”), 7).
Soient 7" € PJ une quasi-topologie et ¢ la bijection de 7' o P o (77" X TT)
sur A(77', 7)o Po7" qui,a g €' oP o7™ x 77, associe l'unique appli-
cation quasi-continue g’ de 7" vers A(7"', 7) vérifiant o0 X, (g') = g.
Pour montrer que (P°,A) est tensoriellement é-dominée en 77, il suffit
de prouver que ¢ définit un quasi-homéomorphisme de A (7', 7" x 7) vers
A(N(mr,m),m"). Or g' = ¢(g) est 1'application associant & x" € é(77")
'application quasi-continue g n:x->g(x",x) de 7 vers 7'. Soient G
un filtre sur 7' 6 P o (77"x7), F un filtre sur é(?T) et F" un filtre sur
é(w" ). Le filtre G( F"XF) est engendré par 1'ensemble des m( A" X A) =

bLiM h(A" X A) oo m G, A e F, A” ¢ F". Comme

h(A" X A) ={h(x",x)| x" €A", x €A} ={h u(x)| x" €A, x €A} =

= U oh)(xmy(A)=(o(h)(A"))(A),

x" A"
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on'a m(A" X A)=(p(m)(A"))(A).

Or l'ensemble des (@(m)(A”))(A), oo m €G, A€F et A" € F", en-
gendre le filtre (¢@( G)F")F. Donc G(F" X F)=(9(G)F")F.On a
GeN(m', m"X7)(g) si, et seulement si, G(F" X F) €' (g(x",x)),
c'est-a-dire d'aprés ce qui préceéde si, et seulement si, ¢(G)(F")(F) €
m'(p(g)(x")(x)), pour tout F €77(x) et F" e m"(x"). Or cette condi-
tion équivauta Q@(G)F” e \(7 ', 7)( ¢(g)(x")) pour tout F" € m"(x"),
donc aussia Q(G) eN(A(T', ), T")(p(g)). Ceci prouve que ¢ définit
un quasi-homéomorphisme de A(7',m" X7) sur A(AN(T',7), WM")

N

REMARQUE. Comme P° est une catégorie a produits finis et admettant
pour élément final 1'unique quasi-topologie sur un ensemble {x} & un seul
élément, il résulte du théoréme 2 que P° est une catégorie cartésienne
fermée au sens de [7]. On peut en déduire que (P°,\) est é-hyperdo-

minée en utilisant les résultats de [7 ].
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