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SUR QUELQUES INVARIANTS NUMERIQUES DU TYPE D’HOMOTOPIE*)

par Tudor GANEA

CAHIERS DE TOPOLOGIE

ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

INTRODUCTION.

Le but de ce travail est de présenter un ensemble de résultats

concernant la catégorie, au sens de L. Lusternik et L. Schnirelmann, et

certains autres invariants qui s’y rattachent.

La catégorie d’un espace topologique arbitraire X, 1 désignée par
cat X, est le plus petit des entiers k &#x3E; 0 pour lesquels il existe des ou-

verts U= contractibles dans X et tels que X == Uo tJ U t ~ ... t~ Uk ; si de

tels entiers n’existent pas, on pose cat X = oo . Sous une forme légèrement

différente, i.e. en recouvrant X par k (au lieu de k + 1 ) sous-ensembles

fermés (au lieu d’ouverts), cette notion a été introduite en vue d’applica-
tions à la géométrie différentielle et au calcul des variations : Lusternik

et Schnirelmann 1) [ 26 ] ont, en effet, prouvé qu’une fonction réelle diffé-

rentiable définie sur une variété close différentiable X a au moins (1 + cat X)

points critiques. Ce théorème est, chronologiquement, un des premiers
résultats qui relient les propriétés topologiques et les propriétés différen-

tiables des variétés. En même temps, Lusternik et Schnirelmann ont aussi

prouvé quelques théorèmes généraux, purement topologiques, concernant la

catégorie et, par des méthodes tout à fait particulières, ils ont calculé la

catégorie de certaines variétés comme le tore et l’espace projectif à n

dimensions. En 1941, R.H. Fox [ 13 ] a entrepris une étude systématique
de la catégorie, au point de vue purement topologique, en introduisant pour
tout n ? 1 la catégorie n - dimensionnelle catn X d’un espace topologique X.

1~ Les numéros entre crochets renvoient à la bibliographie placée à la fin du travail.
*) Thèse de Doctorat d’Etat soutenue à Paris le 12 Juin 1962.
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Le travail présent est divisé en trois chapitres.
Dans le premier on se préoccupe d’abord des bornes supérieures et

inférieures de la catégorie en général. Il est classique que, tout au moins

si X est un polyèdre, on a cat X ~ dim X . Ce résultat a été amélioré par

Grossman [ 20 ] qui a prouvé que, si X est (n-.l )- connexe, on a

cat X ~ dim X /n .

D’autre part, Eckmann et Hilton [ 11 ] ont prouvé que, si X est simplement
connexe et n’a que k groupes d’homologie non nuls, alors cat X  k . On

prouve ici un lemme concernant les cofibrations qui, appliqué à la filtra-

tion de X par ses squelettes, fournit une nouvelle démonstration du résul-

tat de Grossman et qui, appliqué à la filtration de X par ses sous-polyèdres
normaux [ 22; 30 ] fournit une généralisation du résultat de Eckmann-Hilton:

si X est ( n-1 ) - connexe ( n &#x3E; 2 ) et si l’ensemble des entiers q &#x3E; 0 tels

que Hq( X ) ~ 0 est contenu dans la réunion de k intervalles linéaires

fermés, chacun de longueur n - 2 , alors cat X  k ; en outre, si le dernier

groupe d’homologie de X est libre, le dernier intervalle peut avoir la lon-

gueur n-1 . La borne inférieure classique V-Zon!, X  cat X , où V-Zon!, X

désigne le nombre maximum de classes de cohomologie de dimension &#x3E; 0

à cup produit non nul, est retrouvée comme corollaire de certains résultats
du deuxième chapitre. La suite du premier chapitre est consacrée à l’étude
de l’influence du groupe fondamental sur la catégorie. Soient X et Y deux

espaces et f 1 : 7T 1 ( X ) .... 7Ti Y ) un homomorphisme du groupe fondamental
de X dans celui de Y; selon un théorème classique dû à Hurewicz [ 25 J ,
si dim X ~ n et si 7Ti ( Y ) ~ 0 pour 2  i  n-1 , il existe une application
continue f ; .. X -~ Y qui induit l’homomorphisme f ~ . Nous prouvons que,
dans cet énoncé, on peut remplacer la condition dim X  n par la condition

cat I X ~ n , où cat 1 X désigne la catégorie 1 - dimensionnelle au sens de

Fox [ 13 J , et que, en un certain sens, on obtient ainsi le meilleur résultat

possible. Il est à remarquer que la dimension d’un espace n’est pas un

invariant de son type d’homotopie alors que sa catégorie 1 - dimensionnelle
en est un. Cette version purement homotopique du théorème de Hurewicz a

permis à Eilenberg et à l’auteur [ 12 J de déterminer la catégorie d’un es-
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pace asphérique en fonction de son groupe fondamental. On expose ces

résultats à la fin du premier chapitre et l’on en dérive la conséquence sui-

vante : si X est une variété close de dimension n telle que 7T 1(x) 4 0
pour 2 ~ i  n-1 , alors cat X = n . Ce dernier résultat contient comme cas

particulier tous les calculs de catégorie des variétés effectués par Luster-

nik et Schnirelmann.

G.W. Whitehead a remarqué le premier la relation qui existe entre

la catégorie d’un espace X et la classe de nilpotence de certains groupes
associés de façon naturelle à X : il a prouvé [ 42 ] que la classe de nilpo-
tence du groupe des classes d’homotopie d’applications continues de X

dans le H - espace Y est ~ cat X . Ce résultat a été préciséet amélioré par
I. Berstein et l’auteur dans [ 3 ] . Dans le second chapitre du présent tra-

vail on expose une série de résultats dont la plupart ont été obtenus en

collaboration avec I. Berstein [ 3 ; 4 ] et Hilton-Peterson [ 19 ] . Soit X un

espace muni de point-base et soit D. X son espace de lacets. Ce dernier

est muni d’une structure de H - espace qui permet, tout comme en théorie

des groupes, de définir pour tout k ? 1 une application commutatorielle

cpk : ~ X X ... X ~ X -~ ~ X de poids k ; on définit la classe de nilpotence
de, Qx et l’on désigne par nilX le plus petit des entiers k 2:. 0 tels que

~k ~- i ~’ Q · Dualement, au sens de Eckmann-Hilton [ 10 ] , la suspension
1 X est munie d’une structure de H" espace qui permet la définition d’ap-

plications co-commutatorielles ~7 :SX-~SxV...VSX de tout poids

k ? 1 ; on définit la classe de conilpotence de 1 X et l’on désigne par
conil X le plus petit des entiers k ? 0 tel,s que ~ k + i ’1 ~ . Ce sont là
deux nouveaux invariants numériques du type d’homotopie, dont l’introduc-

tion se trouve justifiée par les deux relations suivantes :

nil X - sup nil ~ (~~ Y, X ) et conil X = sup nil ~ ( X , ~ Y ),

où ’~ ( A , B ) désigne l’ensemble des classes d’homotopie basée d’appli-
cations continues A -.~ B et est muni d’une structure de groupe si A est

une suspension ou B un espace de lacets, où nil 7T désigne la classe de

nilpotence du groupe 7T et où Y parcourt tous les espaces topologiques.
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On étudie certaines propriétés de ces deux invariants et l’on prouve, par

exemple, les relations suivantes :

~-/o~X:ico~7X~c~X et W-/o~Xi~7Xicoc~X, 1

où W - lon~ X désigne le nombre maximum d’éléments des groupes d’homo-

topie de X à produit de Whitehead non nul et où cocat X est la duale de

la catégorie de Lusternik-Schnirelmann; remarquons que, dans le cadre de
la dualité de Eckmann - Hilton, le produit de Whitehead est le dual du cup-

produit. On sait que l’espace des lacets d’un espace possédant une multi-

plication continue avec élément neutre homotopique est homotopiquement

commutatif; réciproquement, Sugawara [ 39 J a démontré récemment que, si

~ q ( X ) = 0 pour q  n et pour q ~ 3 n - 2 et si QX est homotopiquement
commutatif, alors X possède une multiplication continue avec élément

neutre homotopique. Un exemple [ 3 , § 3 ; 10 J correspondant au cas n ce 2
montre que le résultat de Sugawara est le meilleur possible. Le dual d’un

espace à multiplication continue avec élément neutre homotopique étant un

espace de catégorie :£ 1 , on dualise le théorème de Sugawara en prouvant
que, si X est ( n-1 ) - connexe, dim X ~ 3 n-2 et si ¡ X est homotopique-
ment commutative, alors cat X ~ 1 . Ce dernier résultat est le cas particu-
lier correspondant à k = 2 d’un théorème plus général : Si X est ( n-1 ) -

connexe, si conil X  k-.1 , et si dim X ~ ( k + 1 ) n-2, alors catX  k- 1.

Le troisième chapitre est consacré à la définition et à l’étude des

propriétés de la cocatégorie, la duale au sens de Eckmann-Hilton [ 10 ] de

la catégorie. Vu que l’on ignore si la notion de recouvrement ouvert admet

un dual, le problème de dualiser la catégorie présente certaines difficultés.

Il a été abordé simultanément par Hilton [ 22 ; 23 J et par l’auteur [15].

Hilton définit une cocatégorie semi-simpliciale qui apparaît, plus ou moins,
comme duale de la définition de la catégorie donnée par G.W. Whitehead

[ 40 ] ; remarquons que l’on n’a pas encore trouvé la version semi-simpli-
ciale de la catégorie. Notre définition, par contre, concerne directement les

espaces topologiques et dérive de la notion de fibration; on pose cocat X = 0

si et seulement si X est contractible; on pose cocat X ~ k -t- 1 si et seule-
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ment s’il existe une fibration F -~ E 4&#x3E; B telle que F domine X et cocat E 

 k . Cette notion est strictement duale de la notion de catégorie inductive,
obtenue en remplaçant le mot fi,bration par cofibration et en renversant les

flèches; d’autre part on prouve que, tout au moins si X a le type d’homo-

topie d’un CW - complexe connexe, la catégorie inductive est égale à sa

catégorie. On a cocat X  1 si et seulement si X est dominé par Dl X.
On prouve que cocat YX  min cat X , cocat Y 1 , où YX désigne l’espace
des applications continues basées X - Y. En tuant les premiers ou der-

niers groupes d’homotopie d’un espace X, 1 on obtient de nouveaux espaces
dont la cocatégorie ne dépasse pas celle de X. Comme il a été déjà dit,
on a W - lon~ X ~ nil X ~ cocat X . On peut parfaitement dualiser la borne

supérieure de la catégorie donnée au premier chapitre : Si X est ( n- 1 ).

connexe ( n y 2 ) et si l’ensemble des entiers q tels que 7T q ( X ) ~ 0 est

contenu dans la réunion de k intervalles linéaires, fermés, chacun de lon-

gueur n- 2 , alors cocat X  k . Il en résulte que, pour tout k &#x3E; 1 ,il existe

un espace simplement connexe X tel que cocat X = k . La cocatégorie d’un

espace asphérique est égale à la classe de nilpotence de son groupe fon-

damental. Finalement, on définit la cocatégorie d’une application et l’on

généralise un théorème de Spanier-Whitehead [ 37 ] ainsi qu’une partie d’un

théorème récent de Stasheff [ 38 ] concernant l’application canonique

L’auteur désire exprimer ses très respectueux remerciements à Mes-

sieurs les Professeurs Cartan, Ehresmann et Favard pour avoir bien voulu

accepter ce travail comme Thèse de Doctorat.

1. La catégorie de Lusternik-Schnirelmann.

On dit que le sous-ensemble A de l’espace X est contractile

dans X s’il existe une homotopie h : A X i - X telle que h( a, 0 ) = a

pour tout a E A et que h ( A X 1 ) soit un point. L’espace X est localement

contractile si chacun de ses points possède un voisinage contractile

dans X. L’espace X est contractile, ou contractile en soi, s’il existe

une homotopie h : X X 1 ~ X telle que h ( x , 0 ) = x pour tout x E X et que
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h ( X X 1 ) soit un point.

1.1. DEFINITION. La catégorie catX de l’espace X est le plus petit des

entiers k ? 0 pour lesquels il existe des ouverts Ui contractiles dans X

tels que X = Uo u U 1 U ... t~ Uk ; si de tels entiers n’existent pas, on pose
cat X = 00 .

La catégorie d’un espace contractile est donc égale à 0; la caté-

gorie d’un espace compact localement contractile est toujours finie; un

espace de catégorie finie est localement contractile.

L’ordre du recouvrement (Va) de l’espace X est le plus grand des

entiers n &#x3E; 1 , finis ou non, pour lesquels il existe au moins un point x EX

tel que la relation x E Ua soit vérifiée pour n valeurs de l’indice cx . Le

recouvrement ( V~ ) de X est un raffinement de ( Ua) si pour tout /3 il

existe a tel que V~ C (7~; c’est un raffinement barycentrique si pour tout
x E X il existe a tel que la réunion des V /3 qui contiennent x soit con-

tenue dans Ua . On écrit dim X ~ n (dimension au sens de Lebesgue)si
tout recouvrement ouvert de X admet un raffinement d’ordre  n + 1 .

Le résultat suivant a été mainte fois prouvé sous des hypothèses

plus restrictives :

1.2. THEOREME. Si X est paracompact et localement contractile, cat X ~

 dim X .

D E M O N S T R A T I ON . D’après [9], il existe un recouvrement ouvert ( V ~ )
de X, plus fin qu’un recouvrement de X par des ouverts contractiles dans

X, qui est à la fois localement fini et d’ordre  n + 1 . Il suffit à présent

de lui appliquer le résultat suivant [ 14 , Lemme 2 ] :

Î .3. L E M M E. Soit V = ( V ~ ) ~ E L un recouvrement ouvert, localement fini,
d’urdre ú) ( ~ (0), de l’espace normal X. U admet un ra f finement barycen-

Co

trique ouvert ~, d’ordre  c~, et X = U X~ avec des X~ ° ouverts à com-
~=I J J

~usunt~·s contenues, chacune, dans un V ~ .

I) E M U N ~’I’ l? A ’t’ 1 U N . Soit (W L un recouvrement ouvert de X tel que

il§ c V~, . Pour tout À EL, définissons par récurrence une suite d’ouverts

W j~ telle que
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Soit 2 l’ensemble des parties finies non vides J de L , et désignons par

1 j 1 le nombre d’ éléments de J . Evidemment, la famille ( W j~) ~ E L est
localement finie pour tout n ? 1 , donc les ensembles

. 1 Il

sont ouverts. Pour tout x E X , soit P ( x ) l’ensemble des entiers j ? 1
tels que x E wjÀ pour au moins j valeurs de X ; on alE P ( x ) car ( W j~)
est un recouvrement de . X; en outre, P ( x ) est fini puisque 0 est ponc-
tuellement fini. Soit m = max P ( x ); on a donc x E W~ pour tous les ~.

d’un certain j e 2 avec 1] 1 == m ; si ~c,t, ~ J et K = J U ~ ~.c, ~ , donc K ~ -
m + 1 - la relation x E W"z entraînerait x E n ~ W~ + 1 ~ ~. E K ~ , ce qui
contredit la définition de m . Il en résulte que x E G ¡’ 1 ce qui prouve que

6 = (Gr), p est un recouvrement de X. Soit x E X et choisissons J.k EL
j j ~~-’ 

_.

tel que x E W 1. Si GJ3x. alors x ~ V ~ W ~ J ~ ~ ~~ J ~ ; donc, puisque
x E W 1 C W ~ J ~ ’ on a J.k E ] et G J C W ( J ~ C V . ceci prouve que 9 est

en effet un raffinement barycentrique de 0. Remarquons à présent que, si

] =1= K mais I J ~ - I K ~ - n , alors G GK == 0; en effet, ~ 6G, ~ GK
et À. ~ / - K entraînent x E Wn W~, ce qui est absurde. Si ce  oo , on a

G J - ~ pour J ~ &#x3E; ce; donc, d’après la remarque précédente, la relation

x E G J n’a lieu que pour tout au plus co parties J de î. Finalement,
l’ensemble X j = ~j ~ G J ~ ~ J ~ 1 = j ~ 1 est réunion d’ ouverts G J , disjoints deuxi j G~ 

à deux, contenus chacun dans un V À et X = tj X j .
j =- 1 J

Nous étudierons à présent quelques propriétés homotopiques de la

catégorie. Rappelons que l’espace Y domine l’espace X s’ il existe des

applications f : .’ X - Y et g : .’ Y -~ X telles que la composition g o f soit

homotope à l’application identique de X ( ~ o f ^’ 1 x ) ; si, en outre,

ont dit que X et Y ont le même type d’homotopie et que f , ~ sont des

équivalences homotopiques. Si V est un ouvert contractile dans Y,
-1

f ( V ) est un ouvert contractile dans X donc :
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1.4. PROPOSITION. Si Y domine X , cat X ~ cat Y ; si X et Y ont le

même type d’ homotopie, cat X = cat Y.

Les bornes supérieures les plus pratiques pour le calcul de la caté-

gorie semblent être données par les énoncés suivants :

1.5. THEOREME. Soit X un CW - complexe ( p- 1 ~ - connexe ( p &#x3E; 2) tel

que Hr( X ) soit libre et Hq( X ) = 0 pour q &#x3E; r. Alors cat X  r/ p .

1.6. THEOREME. Soit X un CW - complexe ( p- 1 ) - connexe ( p ? 2) et

soit E l’ ensemble des entiers q &#x3E; 0 tels que Hq( X ) ~ 0 . Si E est con-

tenu dans la réunion de k intervalles linéaires fermés, chacun de longueur

p - 2, alors cat X  k; si Hr( X ) est libre, où r = mtzx E, le dernier in-

tervalle peut avoir la longueur p-1 .

Le premier de ces énoncés est essentiellement dû à Grossman

[ 20 J . Le second [ 17 J 1 généralise un résultat de Eckmann-Hilton [11]

concernant le cas p = 2 . Aucun de ces énoncés n’est un cas particulier de

l’autre; cependant, les deux résultent en appliquant le même lemme à deux

filtrations différentes du complexe X . En outre, comme il a été fait dans

[ 17 J , on pourrait remplacer le symbole cat X par Cat X , où Cat X  k

signifie que X a le type d’homotopie d’ un CW - complexe simplicial qui est
réunion de k + 1 sous- complexes self- contractiles; évidemment, cat X 

Cat X . Le théorème 1. 5 ainsi amélioré généralise la proposition 1. 9 qui

suit, et l’amélioration n’est pas purement formelle : cat X ~ 1 si et seule-

ment si X est dominé par une suspension, Cat X  1 si et seulement si X

a le type d’ homotopie d’ une suspension, et Berstein- Hilton [ 5 J ont exhibé

un complexe fini X qui n’est homotopiquement équivalent à aucune sus-

pension bien que cat X = 1 .

Afin de démontrer les énoncés 1. 5 et 1. 6 , soient K et A deux
e ce

espaces et h : .’ K ~ A une application. On désigne par K -~ cK - SK la

suite obtenue en plongeant grâce à l’inclusion 8 l’espace K comme base
dans le cône CK et en identifiant ensuite grâce à l’application canonique
o- cette base à un point afin d’ obtenir la suspension SK . Le cône Ch de

l’ application h ré sulte du « mapping- cylindre » Z de h en identifiant le
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e r

sous- ensemble K de Z à un point; on a la suite A -~ Ch ~ SK dans la-

quelle e plonge A de façon évidente dans Ch et ’T identifie à un point
le sous- ensemble A de Ch . Il est géométriquement évident que

1.7. PROPOSITION. catCh ~ 1 + cat A .
Pour la catégorie ( au sens d’Eilenberg- Mac Lanet ) des espaces à

points- base, le lemme suivant a été obtenu indépendamment par Hilton

[24] et 1’ aut eur [17] .

1. $. L E MME. Soit ( X , A ) une CW - paire avec l ’ inclusion a, : A - X, et

soient P et 7~ : X - P l’espace quotient et l’application canonique obtenus

en identifiant à un point le sous- ensemble A de X . Supposons que A soit

( m- 1 ) ~ connexe ( m &#x3E; 2 ) , que P soit ( n-1 ) - connexe ( n ? 2 ) , que

H + 1 ( P) soit libre et que Hq( P ) = 0 si q &#x3E; n ~- m . S’il existe un
n m- q-

CW - complexe K et une équivalence homotopique f : " SK -~ P , alors il

existe une application h : " K - A et deux équivalences homotopiques g et

f 1, avec f 1 ~ f, telles que le diagramme

soit commutatif.

DEMONSTRATION. Introduisons le diagramme

où

avec pour tout avec
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F = p ^1 ( * ) avec * = rj o a. ( A ) , et où e est l’inclusion. On a r o j = 1 X
et j o v ’’~ 1 Y . En outre, p o j = 7~, p =: ~7? o r, et la seconde ligne est

une fibration. En remplaçant s’il le faut f par une autre application qui lui

soit homotope, et puisque P est connexe par arcs, on peut admettre que

f o ~ o ~ ( K ) _ * . Puisque CK est contractile, l’application f o o- est

homotope à une application constante et la propriété de relèvement des

homotopies fournit une application § telle que p 0 ’tj; == fo cr . Soient i et

c~ les applications induites par j et § respectivement.
Dans le diagramme commutatif

p q est un isomorphisme pour tout q &#x3E; 1 . D’après [6, théorème II] , 7~’
et donc /’ est un monomorphisme pour q  n + m - 1 et un épimorphisme

pour q ~ n -I- m-1 . Il résulte du « lemme des cinq » que i 
q 

est un mono-

morphisme pour q  n + m-2 et un épimorphisme pour q  n + m-2 . Puis-

que i , comme j , est une inclusion on obtient

pour

D’autre Part&#x3E; H q  K &#x3E; °t H q + i  SK &#x3E; 2t H q + i  P &#x3E; donc, d’après nos hypo-
thèses et la formule des coefficients universels,

pour tout 1

D’après un cas particulier du théorème de Pontrjagin- Postnikov [ 7, § 10] ,
que l’on peut d’ ailleurs prouver en construisant comme dans [ 1 ] (sans

coefficients locaux dans ( 3 ) car ~ 1 ( F ) = 0 ! ) une section dans un

certain fibré, il résulte de ( 2 ) et ( 3 ) qu’il existe des applications

( 4 ) h : K ~ A et c~t . K -~ F telles que c~o = cp et cp 1 = i o h .
Puisque la paire ( CK , K ) a la propriété d’extension des homotopies, il

existe une homotopie Ji t : .’ CK -~ Y telle que ~ 0 == f et f t o ~ = e o cpt . *
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D’après ( 4 ) il vient

Définissons à présent une homotopie dt " CK - P en posant

si

si

Puisque dt 0 F- ( K ) _ * , par passage au quotient on obtient une homotopie

ft: .- SK-~P telle que fto~=dt, d’où

Puisque 0- ( CK ) = SK et f 0 o ~ = p o ~ = f o ~ il résulte que f o = f,
donc f 1 ^~ f . Interprétons Ch comme quotient de l’espace somme CK uA
obtenu en y identifiant ~ ( k ) et h ( k ) pour tout k E K . On peut alors

définir une application g : .’ Ch -~ X en posant 1 A = a et g 1 CK = ro ~ l’
ceci est loisible d’après ( s ) et, d’après ( ~ ) , l’ application ~ ainsi

définie rend le diagramme ( 1 ) commutatif. Evidemment, 7T 1 ( X ) = 0 et,

d’après [ 32 , p. 319 ] , on a ainsi ~ 1 ( C-’ -~ ) = 0 . D’après le «lemme des

cinq &#x3E;&#x3E; , ~ induit des isomorphismes de ,.uupes d’homologie et puisque Ch
a le type d’homotopie d’un CW - complexe (choisir pour h une application

cellulaire ! ) , ~ est en effet une équivalence homotopique, et le lemme

est démontré.

Il est facile à prouver, et bien connu si dim X ~ 2 p-1 , que

1.9. PROPOSITION. Si X es t un CW - com p l exe ( p - 1 ) - conn ex e ( p &#x3E; 2 )
tel que H 2 p ~1( X ) soit libre et H q( X ) = 0 si q &#x3E; 2 p , alors X a le type

d’homotopie de la suspension d’un CW - complexe.
Passons enfin à la

DEMONSTRATION DU THEOREME 1. 5 . On peut admettre que le squelette
de dimension p-1 de X est réduit à un point. Si r  p , le ré sultat est

trivial. Supposons donc r &#x3E; p et soit A le squelette de dimension r- p de

X ; soit P l’espace quotient obtenu de X en identifiant A . à un point. On

a 77~ CA~O si qp, Hr-p(A) est libre, ec~~/U=Osi~&#x3E; r-p. °
On peut donc admettre comme hypothèse de récurrence que cat A  ( r- p) ~ p .
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En posant n = max ( p , r-p+l), Ona7Tq(P)=O si q  n , Hn + p _ z(P)
est libre, et Hq( P ) - 0 si q &#x3E; n + p . Puisque n -I- p-~1  2 n-1 , d’après
la proposition 1. 9 , P a le type d’homotopie de la suspension d’ un CW-

complexe K . D’après le lemme 1. 8 il existe une application h : " K - A

telle que X ait le type d’homotopie de Ch donc, d’après la proposition
1.7, on a

DEMONSTRATION DU THEOREME 1. G . Si k = Z , l’énoncé résulte de

la proposition 1. 9, car la suspension d’un CW - complexe est toujours de

catégorie ~ 1 . Supposo’ns donc k ? 2 et soient J i les k intervalles dont

la réunion contient l’ensemble E = q &#x3E; 0 ~ ~ ~X~~O}. Avec r = max E

on peut supposer que r ~y,. Soit F = E - J k et s = max F ; on a s &#x3E; 2 .

D’aprè s [30] il existe un CW - complexe simplement connexe A et une

application ~x : " A - X tels que a * H q ( A ) 2g H q( X ) pour q  s et

Hq( A ) = 0 pour q &#x3E; s . Sans changer le type d’homotopie de X, on peut

supposer que a est une inclusion; soit alors P l’espace quotient obtenu

en identifiant à un point le sous- complexe A de X. On a 7T q ( A ) = 0 si

q  p et

on peut donc admettre comme hypothèse de récurrence que cat A  k-1 .

Soit n = min E n JK ; alors 1T q (P) = 0 pour q  n , Hf( P ) ,’~ Hr( X )et
Hq( P ) = 0 si q &#x3E; r. Puisque r~72+~-~2y2--?, il résulte de la pro-

position 1. 9 que P a le type d’homotopie de la suspension d’un CU’-

complexe K et, d’après le lemme 1. 8 , il existe une application h : K -~ A

telle que X ait le type d’homotopie de Ch . * D’après la proposition 1. 7 on

a donc

Rappelons à présent la borne inférieure classique de la catégorie:

1.10. THEOREME. Si cat X = k-1, si R est un ann eau commutati f, et

si u ~ ~*(’X/ J’ R ) avec dim ui &#x3E; 0 , &#x3E; alors u I U ... U uk - 0 .
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DEMONSTRATION. Soient U 1 , ..., Uk des ouverts contractiles dans X

et qui recouvrent X. Puisque Um est contractile dans X, dans la suite

on a i * = 0 en dimensions positives, donc x/ = 7*(~ ) pour un certain772 ~- ’ m

vm EH*(X, Um; R~. On a ~u...u~~~X.UL~;R~O. donc

où j désigne l’inclusion X -~ ( X , U u m ). Une autre démonstration résulte
des théorèmes 2.17 et 2. 19 du deuxième chapitre.

On se propose d’étudier à présent quelques relations entre la caté-

gorie et le groupe fondamental d’un espace. Les résultats intermédiaires

que nous prouverons peuvent servir, parfois, à résoudre certains problèmes
concernant les applications équivariantes d’espaces à opérateurs.

N

Soit ( X, f ) un revêtement de l’espace X au sens de [8] : par
-

définition X est donc un espace connexe et localement connexe, f est une
N

application continue de X sur X, et tout point de X possède un voisinage
,...

U «revêtu par ( X, f ) &#x3E;&#x3E; , i. e. tel que chacune des composantes connexes de
-1

f ( U ) soit topologiquement appliquée par f sur U ; il en résulte facile-

ment que f est un homéomorphisme local, donc que X aussi est connexe
-

et localement connexe. Désignons [ 14 J par cat ( X , f ) le plus petit des

entiers k.2:. 0 tels que X puisse être recouvert par k + 1 ouverts à com-
,...

posantes revêtues par (X, 1 ); si de tels entiers n’existent pas, on pose
,... ,...

cat ( X , f ) _ ~ . D’autre part, désignons par G ( X , f ) le groupe des homéo-
- -

morphismes f de X sur X tels que f o ~ = f ; on prouve facilement que,
N

si ~1 et ç 2 de G ( X , f ) coincident en un point, alors ~1 = ~2 ; finale-
-

ment, on dit que le revêtement ( X , f ) de X est régulier si pour toute paire
,... ,...

de points ac 1 et ac 2 de X telle que f ( x 1 ) - f ( x 2 ) il existe ç E G( X, f)1 2 
, 

2 
-

tel que ~ ( x N 1 ) = x N 2 . Soient à présent ( X, f ) et ( Y, ~ ) des revêtements

de X et Y , et soit q : X - Y une application continue. On dit que cp peut
,... - ,...

être « relevée » s’ il existe ép: X ~ Y telle que g 0 ~ = qo f ; si ( Y, ~ ) est

régulier, tout autre relèvement de ~ a la forme 7~ 0 ép, où 7~ parcourt
H N N

G ( Y, ~ ) , et q induit une classe d’homomorphismes G ( X , f ) -~ G ( Y , ~ )
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qui diffèrent l’un de l’autre par des automorphismes intérieurs de G( Y, g):
- ~

il suffit, en effet, d’ associer à tout ~ E G ( X , f ) l’élément TI E G ( Y , ~ )
tel que -q o ~Q == ~ o ~ , où § est l’un des relèvements de

- -

1.11. PROPOSITION. Soient (X, f) et ( Y, ~) des revêtements réguliers
des espaces connexes, localement connexes, X et Y . Si c~ : X -~ Y peut

N fw

être relevée et induit un monomorphi sme de G ( X , f ) dans G( Y , ~ ) ,
,.. -

alors cat ( X , f ) ~ cat ( Y , ~ ) .

D E M O N ST R A T ION . Supposon s que les composantes connexes de l’ ouvert
- -

V C Y soient revêtues par g) et soit U une composante connexe de

f ( U ), où U est une composante connexe de cp (V ) . D’après [ 8 , p. 42 ]

on a f ( U ) = U et f est continue et ouverte. Pour prouver que f est uni-
- -

valente sur U , soient x 1 et ~~ 2 de U tels que I( x 1) = f ( x 2 ) ; soit

aussi E G ( X , 1) tel que ~( ac I ) = âc 2 . * On a ~ 0 ép( x 1 ) g 0 (jJ( 2 ) et

~p ( U) est contenu dans une composante connexe W de l’ ensemble ~ ~’I(W) ,
-

où W désigne la composante connexe de V qui contient cp ( U ) . Sur W
-

l’application g est univalente par hypothèse, donc 1£élément de G ( Y, g)

qui correspond à e est l’application identique de Y . Puisque cp induit

un monomorphisme, il vient f = 1 , donc x 2 = x 1.
Nous utiliserons plus loin la version « dimensionnelle) suivante

du théorème de Hurewicz [ 25 , p. 219 ] :

~ 1.12. LEMME. Soit K un CW - complexe simplicial connexe et Y un espace
connexe, localement connexe. Soient ( K , f ) et (Y, g) des revêtements

réguliers de K et Y. Si ~.( Y) = 0 pour 0  i  dim K, tout homomor-

phisme ~ : G( K, f ) -~ G( Y, ~) est induit par une application continue

Y: K - Y.

DEMONSTRATION. Soit Y l’ensemble des paires ( H , ~ ) telles que :

( i ) H est un sous- complexe de K ,
,.. - 1 -

( ii ) y est une application continue de f ( H ) dans Y ,
-i 

’ 
-

( iii ) la relation 77 o (jJ = ~ o ~ a lieu sur f ( H ) pour tout E G(K, f)
et TI = ~(~)-
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~ ~

Posons f~.T)~fL,~) si H C L et ~ prolonge ép. Soit à présent

~ ( H ~ , ?B)! 1 une partie totalement ordonnée de ?. Alors, H = U H À est un

sous-complexe de K et l’ application ép, définie par ép 1 ï ~’( H ~) _ ~p ~ ,
-1 ~. ,

vérifie la condition ( iii ) sur f ( H ) . Pour prouver que !? est continue sur
-1 ~ 

-1

f ( H ), remarquons d’abord ue cr est évidemment continue sur f fer) pour
~ -i

tout simplexe fermé 0- de H . Considérons ensuite une partie G C f ( H )
- -1 -1

telle que G fi f fer) soit ouvert dans f fer) pour tout cr de H . Soient
~ ~ ~ ~ ~

a E G , U un voisinage ouvert de â sur lequel f est univalente, W = U fi G
~ ~ -1 -1

et W = f ( W ) . Alors W n f ( o-) est ouvert dans f ( cr ) et W r1 0- l’est

dans tout 0- de H ; vu la topologie faible de K , il en résulte que W est
~ ~ ~ -1

ouvert dans H . Puisque f est univalente sur U , on a W = uni (W) ce
~ -1 ,. ,."

qui prouve que W est ouvert dans f ( H ), et la relation a E W C G montre
- 

_ -1

que G l’ est aussi, ce qui prouve la continuité de cp sur f ( H ) . Il en ré-

sulte que ? est un ensemble ordonné inductif qui, d’ après le lemme de

Zorn, admet un élément maximal fM,~).SiM=~K, il existe un simplexe
_ 

-1
cr de K tel que M U 0- =4= M . Fixons une composante connex~ 7 de f (0-);

- -1 _

alors, T~ f ( M ) et T sont homéomorphes par f à 0- fi M et 0-. Puisque
~

~ r’1 M est un sous-complexe de cr et que 1Ti( Y ) = 0 pour 0 ~ i  dim cr ,

la restriction de fl à ? ~ f ..1 ( M ) admet un prolongement continu ~o sur
-1 ^’

Pour toute composante ô de f fer) il existe ~ ~ G ( K , f ) unique tel que
cJ- _ ~( T) ; soit ’~’~ _ ~ ( ~) , et posons  ( x ) _ ’~ o p o ~ -~( x ) pour tout
; 6cr. L’application ~ ainsi définie est continue sur toute composante de
-1 -1

f (0-), donc sur f fer) dont les composantes sont relativement ouvertes

( 8 , p. 40 - 61 ] car 0- est localement connexe. Soit N = M U 0- ,

et

alors ( N , v ) E ~ et ( N , v ) ‘,~$ ( M , %.~, ) ce qui contredit la maximalité de

( M , ~c. ) . Puisque ?=)=0 (prendre (0-, ) E ~ avec p constante), on a

~ "1
M = K et il ne reste qu’à poser cp = g o ~0f.

A présent, soit .~’ un espace connexe et localement connexe, et

soit ( Ua)aE A un recouvrement de X tel que U. soit ouvert, non vide, et
connexe pour tout a. E A . Le nerf N de ( Ua ) est le complexe simplicial
dont A est l’ensemble des sommets et dont les n - simplexes sont consti-
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tués par les parties finies ( a,o , ..., ~xn) C A telles que r1 Ua.~ QS;nous° " 
z

munirons N de la topologie faible et remarquerons que N est connexe et

localement connexe. L’étoile Sta. d’un sommet a est la réunion des sim-

plexes ouverts qui ont c~ pour sommet. On appelle canonique toute appli-
-1

cation cp : X -~ N telle que q (Sta ) C UQ pour tout a E A ; si X est para-

compact, il existe des applications canoniques et deux quelconques sont

homotopes ~ 9 ; voir aussi C. H. Dowker, Amer. J. Math. 74 ( 1952 ) 555-

577 ] ; cependant, dans l’énoncé qui suit on ne suppose pas que X soit

paracompact,
N

1.13. L E M M E . Si N ( X , 1 f ) est un revêtement régulier de X tel que Ua ~J U/3
soit revêtu par ( X , f ) dès que Uan U~ ~ alors N admet un revêtement
régulier ( N , ~ ) tel que : .’

( i ) il existe un isomorphisme (D .- ~

( ii ) toute application canonique cP : i X ~ N se laisse relever à une
- -

application ~ : X -~ N et induit (D.

DEMONSTtcATION. Pour tout a, E A, soit ( Uâ )~E , la famille des com-
_ I 

a E.

posantes connexes de U~,,) indexée de façon que U’ r1 Uli si ~.~ l.c .
, 

a 
--1 

a a

Puisque le nombre cardinal des composantes de f (U ) est le même pour
~ 

a

tout ~x E A (c’est le nombre de feuillets de ( X, f ) ! ) , on peut admettre
N

que l’ ensemble L d’ indices est indépendant de a, . Soit N le nerf du re-
À 

- -

couvrement (U a)( a, , À) E A X L de X ; N est un espace connexe et loca-

lement connexe. Si ( a, , ~. ) , ... , ( a, , À ) sont les sommets distincts
- 

0 0 n n

d’un simplexe de N , alors () U Ài =4= ~, donc n Ua . ~ ~ et les a, . sont les
ai 1 1

z t

sommet s d’ un simplexe de N J’ en outre, on a a f- a, j si i ~ j car a, t =

À À 1 J 1

a 
= a, entraînerait ~.Z ~ ~. j , donc Uat ~ N Ua~ _ ~ . Il en résulte que l’ap-

plication ( a, , ~. ) -~ a, des sommets de N dans ceux de N se prolonge
-

linéairement à une application continue simpliciale g : " N -~ N qui est un
-

homéomorphisme sur chaque simplexe de N . Prouvons que, si

est un simplexe de N et si ~ (  ) E o- , alors il existe un simplexe éi de
-

N tel que  E ô et ~ ( ~ ) = o- . A cet effet, soit
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,7= « ~o ~ ~’o ) ~"’~ ~ ~m ~ ~,m» le simplexe minimal de N qui contient .
Puisque g est simpliciale, le point ~ ( ÿ ) est contenu à l’intérieur du sim-

plexe ~ (f ), donc
et (

puisque g est non-dégénérée sur chaque simplexe de N , les ~3Z sont

distincts deux à deux; donc 772 ~ n et l’on peut admettre que /3. = a.i pour
0 ~ i ~ m . Puisque cr est un simplexe de N , il existe

puisque r est un simplexe de N , on a

Soit x . _ = 
À. 

~ 
m 

~ 1 

( x ) pour 0  1  m . Puisque x e U~ m U~ , l’en-Soit xi = Ua t r1 f (x) pour O~z’~.772. Puisque x E Ua n Ua., l’en-
~ 

1. ~ o 1

semble Ua U Ua , est revêtu par ( X , f ) et, puisque
n 1

7~ X , 
~ ’

l’ensemble U a ° u U 
Z 

est contenu dans une composante connexe de
"1 o z 

~ ~

f -1 ( Ua u Ua . ) sur laquelle f est injective : il en résulte que xi = x o
0 ï ’*’ X

pour 1 ~ i ~t m . A présent, choisissons des ~.. E L tels que x E U ~’i 1
- - 

i 0 a.
_ 

1

pour m -I- 1 ~ i ~ n . Finalement, ? == ((cx , À 0) , ..., ( a , X )) est un sim-
_ 

o n n

plexe de N qui contient T , donc  , et qui vérifie ~ ( ô ) o- . En prenant
 = ( a, , X) avec un X e L arbitraire, on voit que g est surjective; en

o

outre, vu la topologie faible de N, il résulte facilement que g est une

application ouverte. Prouvons à présent que, pour tout (OL,B)6~XL,~
applique topologiquement St ( a, , À) sur St a.. En effet, puisque g est

simpliciale, ~ ( St ( a. , ~.)) C St a, . Si y E St a. , alors y est situé à l’inté-

rieur d’un simplexe cr de N dont a est l’un des sommets; on a g( a, X) = a,
-

et, d’après la remarque précédente, il existe un simplexe éi de N tel que

( a, , ~.) e 5 et ~ ( ~ ) _~ ; puisque g est non- dégénérée sur éi , ce der -

nier contient dans son intérieur un point § tel que ~ ( ÿ ) = y , donc

y E~(St(cx, ~.)). " Si i, ÿ2 ESt(a., ~) vérifient ~(ÿi) = S(y2 ) - y’
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alors il existe des simplexes

et

de N , dont (a, ~ ) est l’un des sommets, et qui contiennent - et ÿ 2res-
pectivement dans leurs intérieurs. On peut admettre que a 

= 8,,, =a et

B ==~, =~. Puisque g est simpliciale, y est situé à l’intérieur de

~ ( ô ) et de g(,7), donc ~ ( ôr- ) = g ( ~i ) et, puisque g est non- dégénérée
sur ô et 7, il vient m = n et l’on peut admettre que a i 

= 8 , pour
N 1 1

0  j  72. Puisque ? et ~7 sont des simplexes de N , on a

et

-

il en résulte que Ua u (l a , est revêtu par ( X , f) ce qui entraîne, visible-

ment, B _ /.~, .. On a don c - = - d’ oû  - - Afin de prouver que ~ment, ’ k == ~’i On a don c 0- == -7 , d’ - - 1 = - Afin de prouver que gj 
OU Yl 

= 

Y2 -

applique topologiquement St ( a. , À) sur St a, il suffit à présent de rappeler

que g est continue et ouverte et que l’étoile d’un sommet est un ouvert du

complexe. En outre, on a

et

si ~ ~ f-L; en effet, la première relation résulte de ce que S ( y ) ~ o- en-

traîne l’existence d’un ô ~ ÿ avec ~ ( Õ-) = a, et la seconde de ce que

Uâ n UJ-L = Q5 . Puisque les St ( a. , À) sont ouverts et connexes,ils sont lesa a 
- I -

composantes connexes de g ( St a. ) , et ( N , S ) est en effet un revêtement

de N .

Pour exhiber l’isomorphisme 1&#x3E;, remarquons d’ abord que, si çEG(X,f),
À -1

alors ~( tIa) est une composante connexe de f ( Ua) donc il existe un

unique u, E L tel que ~( Uâ) = a ; on peut donc définir une application

par

Pour tout ~6(7~X, f) définissons l’application
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par

Si ( a.o, À ),..., a,, ~.n) sont les sommets d’un simplexe de N, alors

r1 ~( Clâ i ) ~ ~ , donc (D , (a ~.o ) , ... , ~ ( a.n , À ) sont aussi les som-
i s- o 0 s n n

mets d’un simplexe de N , et l’application ~~ : A X L -~ A X L se pro-
N fr

longe linéairement à une application continue simpliciale de N dan s N ,

que nous désignerons toujours par ~~ . 1 Puisque g est simpliciale et

( a. , ~.)N ~ ( a. , ~.) , on a ~ o ~~ _ ~ sur N . Si 8_est l’ application
~ N er

identique de X , alors (De est l’ application identique de N . Si ~, ~ E G (X, f)
et ( a , À) E A XL, alors

donc et

t’V

d’où (D 77 0 1&#x3E; ~ == 1&#x3E; ~ sur tout l’espace N . Il en résulte que tout 1&#x3E; ~ est
r¡ s r¡os 

~ 

- - s

un élément de G(K, g) et que l’application 1&#x3E; : G ( X , f ) -~ G ( N , g) défi-

nie par ~ ) _ ~~ est un homomorphisme. _Soient a, E A et iL E L ;

puisque ( X , f ) est régulier il existe ~ E G ( X , f ) tel que a
N 

a

donc (De( cx , ~) _ ( a, , u), ce qui prouve que ( N , ~ ) est régulier et que
1&#x3E; est surj ectif. Si ~~ ( a. , À) == ( a. , À), alors ~ ( ~ , a , À) _ ~ donc

~ ( Ua ) = Ua et ce qui prouve que 1&#x3E; est un isomorphisme.
Soit enfin cp: X ~ N une application canonique et posons Wa =

-1 x À - 1 ,- cP ( St a. ), &#x3E; donc W et C Ua, &#x3E; et Wâ = U~’n a Î (~’~a )3 alors (W~’) a ( a. , ) X L
est un recouvrement ouvert de X . Si x E Wâ , alors cpo 1(;) E St a, et il

exi ste un unique  E St ( a , ~) tel queg f ( x ) . Si x E W W/’
alors U 

?l 
0 U"£ dont il existe - un 1 - simplexe « a, k), et 

~
alors Ua ri U~ ~ r:/J dont il existe dans N un 1 - simplexe CC a. , À.), ( f3 , /.~))a 18 .

et St( cz., ~.) n St(~, /.~,) ~ ~; on a aussi f ~ ~ , p q
cette dernière intersection est en général vide ou connexe, St a u St ~ est

-

revêtu par ( N , ~ ) . Il en résulte que

- -

et l’application ~R: X - N définie par
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est univoque; puisqu’elle est continue sur chaque ouvert Welle est con-
- - 

et 
-

tinue sur X . Evidemment, g 0 ~ = cp o f . Soient e E G ( X , f ) , 7~ E G (N, ~)

et supposons que cp 0 s == ’~ o ~ . Si ~ 6 W~ et ~ ( x ) E W â , alors

et

il en résulte que 7~ ( ~x , À) == ( a. , /.~ ) , d’ où ~ _ ~ ~ ce qui prouve que l’ho-

momorphisme induit par cp grâce au relêvement ép coincide avec (D .

~ .~4. R E M A R QU E S. Avec les mêmes notations , on pourrait encore prouver

par les mêmes procédés que :
Si (N, ~) est un revêtement régulier de N, alors X admet un

,..,

revêtement régulier ( X , f ) tel que : 
,..,

( i) Ua U U~ est revêtu par ( X , f) dès que Ua n U /3 =t 0;
( ii) il existe un isomorphisme ID : .’ G ( X , f ) ~ G ( N , ~ ) ;

( iii ) toute application canonique CfJ: X --~ N se laisse relever en

une application cP : X ~ N et induit (D.

Sous des hypothèses plus restrictives ( N fini et toute réunion con-

nexe de trois ensembles du recouvrement contenue dans une partie simple-
ment connexe de X ) des résultats apparentés à 1.13 et au précédent ont

été obtenus dans [ 33 , p. 122] .

On peut maintenant prouver la forme suivante [ 14 1 du théorème de

H urewicz [ 25 ] :

1.15. T H E 0 R E M E . Soient ( X , f ) et ( ‘~’ , p ) des revêtements régulier
des espaces connexes, localement connexes, X et Y. Si X est para-

fV ,..,

compact 
N 

et si 7T Y) = 0 pour 0  i  cat( X, f ), tout homomorphisme
H : .- G( X , f ) ~ G( Y, p ) est induit par une application continue h : X --~ Y..

,..,

DEMONSTRATION. Posons c~ = cat ( X , f). Soit U un recouvrement loca-

lement fini de X par úJ + 1 ouverts à composantes connexes revêtues par

( X , f) ,’ si ce  00 la finitude locale est évidente, si úJ == 00 on l’obtient

par raffinement. D’après le lemme 1.3, ~ admet un raffinement barycen-

trique ouvert 9 d’ ordre  úJ + 1. Soit 11 = ( U a ) le recouvrement de X

constitué par les composantes connexes des ouverts de g. Puisque X
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est localement connexe, les Ua sont ouverts; en outre, l’ordre de ’U est

évidemment  c~ -f- 1 , donc son nerf N est de dimension  ce .Si Uan U~~ ~ ,
alors u U/3 est connexe et contenu dans un ouvert de 0, et est donc

CL /3 - ~ ~

revêtu par ( X , f ) . Soient ( N , ~ ) et 1&#x3E; .’ G ( X , f ) ~ G ( N , ~ ) le rev ête-

ment régulier et l’isomorphisme décrits dans le lemme l. 13 . Puisque X

est paracompact, il existe [ voir C. H. Dowker, Amer. J Math. 74 ( 1952 )

p. 576 ] une application canonique q r X ~ N et, d’après 1. 13 , elle

peut être relevée de façon à induire (D. Puisque dim N ~ c~ et 7Ti( Y ) = 0

0 ~ i  ~ c~ , d’après le lemme 1. 12, il existe une application § : N - Y

qui peut être relevée de façon à induire l’homomorphisme
- ,..

H o ~~I’ : G(N, ~) -~ G( Y, p).

Evidemment, l’application h = ~ o ~p : r X - Y peut être relevée de façon

à induire l’homomorphisme H o (D- 1 0 ~ = H .

Selon Fox [ 13 ] définissons à présent cat 1 X comme le plus petit
des entiers k ? 0 pour lesquels il existe des ouverts Uo , , ... , Uk dont la
réunion recouvre X et tels que toute courbe fermée de tout Ui 

i 
soit con-

tractible dans X. On prouve facilement que
-

1.16. PROPOSITION. Si (X, f) est un revêtement de l’espace connexe
Ir -

et localement connexe par arcs X tel que 7T 1(X) = 0 , alors cat( X , f) =

- cat X. °
D’autre part, si X est connexe, localement connexe et localement

-

simplement connexe par arcs, on peut identifier 7T 1(X) à G ( X , f ) pourvu

que 7T1(X) = 0 , et cette identification est compatible avec les homomor-

phismes induits. On peut donc reformuler le théorème 1. 15 de la façon
suivante

1. 17. THEOREME. Soient X et Y des espaces conn exes, localement

connexes et localement simplement connexes par arcs. Si X est para-

compact et si ~i(Y ) = 0 pour 2  i  cat 1 X, tout homomorphisme ’~1(X)--~
7T Y) est induit par une application continue X -~ Y .

Remarquons que, avec cette interprétation, on a prouvé au cours

de la démon stration du théorème 1. 15 la suivante :
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1.18. PROPOSITION. Si X est paracompact, connexe, localement con-

nexe et localement simplement connexe par arcs, alors cat 1 X ::. k si et
seulement s’il existe un CW - complexe connexe L de dimension ~ k et

une application X --&#x3E; L qui induit un isomorphisme ~i( X ) --~ 7T 1(L).

1.19. REMARQUE. Ces résultats permettent de donner une définition

«axiomatique » de la catégorie 1 - dimensionnelle qui prouve en même

temps que le résultat 1. 17 est, en un sens, le meilleur possible. Consi-

dérons, en effet, toutes les fonctions co à valeurs entières ~ 00 et défi-

nies pour tout espace X telles que :

( a) w ( X) = 0 entraîne ~~ ( X ) = 0
( b) w( X) = 1 entraîne que 7T 1(X) est libre,
( c ) w( X) rend le théorème 1. 17 vrai pour tout espace Y.

Evidemment, cat 1 vérifie les conditions ( a ) et ( c ) ; puisque, le groupe
fondamental d’un graphe est libre, cat i vérifie aussi la condition (b).

Prouvons que cat I X  c~( X ) pour tout espace X et toute fonction ce.

En effet, si ~fX~ =0, on a 7T 1 ( X ) = 0 et cat i X = 0 . Si c~ ( X ) = 1,~,

7T1( X) est libre, il existe un graphe L avec ~1 ( L ) ~ 7T 1 ( X ), on a

dim L = 1 donc cat 1 L = 1 ; puisque L est asphérique il existe X -~ L

induisant un isomorphisme de groupes fondamentaux donc, finalement,

cat 1X  1 . Enfin, supposons que cv( X ) = n ? 2 . Le n - squelette Y, du

CW - complexe asphérique de groupe fondamental 7T (X) vérifie Tri( Y ) = 0
pour 2  i  n ; d’après 1. 17 avec Cù( X) au lieu de cat 1 X, il existe

X -+ Y induisant ~1 ( X ) ,’~ ~1 ( Y ) , donc

Nous nous proposons maintenant d’utiliser les résultats précédents

pour le calcul de la catégorie d’un CW - complexe asphérique K (7T , 1 ) en

fonction de son groupe fondamental 7T . Remarquons d’abord que le revê-

tement simplement connexe de K(7T , 1 ) est contractile d’où, d’après
1.16 :

1.20. PROPOSITION. catK(7T, 1 ) = catlK(7T, 1 ).
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Pour tout groupe 7r définissons à présent la dimension algébrique
et désignons par alg dim 7T le plus petit des entiers n ? 0 tels que

pour tout 7T - module A et tout ~&#x3E;72; si de tels entiers n’existent pas,

on pose alg dim 7T = oo . Rappelons que la cohomologie de K ( ~ , 1 ) à coef-

ficients locaux s’identifie à la cohomologie du groupe 7T à coefficients

dans la catégorie des -u- modules. Le résultat suivant est dû à Eilenberg
et à l’auteur [ 12 ] :

1. 21. T H E O R E M E . On a cat K ( 7T, 1 ) = alg dim 7T sau f peut- être dans le

cas catK(7T, 1 ) = 2 et alg dim 7T = 1 .

DEMONSTRATION. Soit K un CW- complexe connexe, K~ son n- sque-

lette, et supposons n &#x3E; 2. Un calcul classique d’obstructions à coeffi-

cients locaux montre l’équivalence des affirmations suivantes : -.

( i ) H q ( K , A ) = 0 pour tout système de coefficients locaux A sur

K et tout q &#x3E; ~ n ;

( ii ) Il existe une application continue f : K -~ Kn telle que j o ~’‘ 1 KI
où j . .’ Kn -~ K désigne l’inclusion.

Supposons alg dim 7T = n ? 2 . En posant K = K ( ~’, 1 ) et en iden-

tifiant H q( K , A ) à H q( ~, A ), l’implication ( i ) --~~( ii ) montre que K

est dominé par Kn , donc cat K ( ~ , 1 ) ~ cat Kn  dim Kn = n .

Supposons cat K ( ~ , 1 ) = n ? 2 . L’ inclusion j induit un isomor-

phisme j I : ~1( Kn ) -~ ~1( K ) . Puisque cat 1 K ~ cat K et ~i( Kn ) = 0
pour 2 ~ i  n, ’ d’après 1. 17 il existe f : K ~ Kn induisant l’homomor-

phi sm e j ~ 1 : ~~ ( K ) -~ ~i ( Kn ) . Il en résulte que j o f induit l’isomor-

phisme identique de ~i( K ), donc, puisque K est asphérique, j o f ’~’ 1 K
et l’implification ( ii ) --~~( i ) montre que alg dim ~ ~ n .

Finalement, si cat K (7T, 1 ) = 1 alors 7T est libre et, classique-

ment, alg dim 7T = 1 .

Le cas critique cat K ( ~ , 1 ) = 2 et alg dim’&#x3E;T = 1 est équivalent
à l’existence d’un groupe non libre 7T tel que, dans toute suite exacte
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dans laquelle A est commutatif, il existe un homomorphisme r tel que

p o r = id ; on ignore si de tels groupes existent.

Remarquons la conséquence suivante

1.22. COROLLAIRE. Si X est une variété close de dimension n telle

que 7T X ) ~ 0 et ~Z( X ) = 0 pour 2 ~ i ~n , alors -cat1X = cat X = n .
En outre si 7T1(X) a un élément d’ordre fini, alors 7T1(X) est nécessai-

rement fini.

DEMONSTRATION. Supposons d’abord que 7T X) soit infini. Alors le

revêtement simplement connexe X de X est une variété ouverte de dimen-
~ ~

sion n, donc Hq( X ) = 0 pour q ? n; puisque ~i( X) - 0 pour 0  i n,
d’après le th éor ème de Hurewicz, on a 7T1(X)= 0_ pour tout i &#x3E; 0 .Il en

résulte que X est asphérique, donc

car H n ( X , Z 2) =F- 0 . Supposons à présent que ~1 ( X ) ait un élément d’or-

dre fini h , et désignons par Q le groupe cyclique d’ordre h . Rappelons

que, Q opérant trivialement sur Z , on a

et pour cent

en outre, on sait que si Q est un sous- groupe de 7T on a

ce que l’on peut d’ailleurs prouver géométriquement à l’aide des résul-

tats précédents. Le groupe cyclique Q vérifie al~ dim Q = ~ ; il en résul-

te que 77 (X) est fini, sinon X serait asphérique et l’on aurait

ce qui est absurde vu que dim X = n . Soit K = K ( Q , 1 ) et K q le sque-

lette de K . Puisque ~ i ( X ) = 0 pour 2  i  n , d’après 1. 17 , il existe

. cp : Kn -~ X induisant le monomorphisme Q -~ 7T1(X), et donc

Le corollaire sera donc entièrement prouvé si l’on montre que cat ~ Kn &#x3E; n .
L’inclusion / . K 2 q -~ K induit un monomorphisme
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si 4 alors 1. 17 fournit

tel que ce qui est absurde car

On a donc

et aussi

car cat1
D’autres résultats concernant la catégorie des variétés ont été

obtenus par 1. Berstein[C.R. Sc. Paris, 246 ( 1958 ~, 362-364].

2. La nilpotence des espaces de lacets et la conilpotence des suspensions,

On considère des espaces topologiques arbitraires munis de points-

base, désignés toujours par * ; toutes les applications et homotopies res-

pectent les points- base.

L’espace HX des lacets de X est muni d’une structure de H - es-

pace par la donnée des applications

définies par

et

La suspension SX sur X, 1 espace quotient de 1 X X obtenu en

identifiant à un point la partie ( 1 X * ) U ( 0 X X ) t,~ ( 1 X X ) de I X X , 1

est munie d’une structure de H’ - espace, le dual au sens d’Eckmann-

Hilton [ 10 ) 1 d’un H - espace, par la donnée des applications

définies par
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et

où A V B désigne l’espace somme avec points-base identifiés.

L’ensemble 7T (X, QY) des classes d’homotopie d’applications
X -~ ~ Y est munie d’une structure de groupe en posant

et

où { / 1 désigne la classe d’homotopie de l’application f.
De même , l’ensemble 7T (2X, Y ) est muni d’une structure de

groupe en posant

et

où 0 est définie par ~ 
1

Il existe un isomorphisme naturel

défini par

En outre, on sait que les deux structures de groupe définies comme plus
haut dans l’ensemble ~ ~ ~ X , 1 f2 Y ) coïncident et sont commutatives.

2.1. DEFINITION. Le commutateur y 1 de poids 1 de Dx est l’appli-
cation identique 1 : " f2 X -+ f2 X; le commutateur cP k de poids k &#x3E; 2 de

f2 X est l’application composée
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où y désigne la composition

On désigne par nil X la classe de nilpotence de D.x, i. e. le plus petit
des entiers k &#x3E; 0 tels que ~k + i ::: 0; s’il n’existe aucun entier k L 0

tçl que cpk + 1 ~ 0 , on pose nil X = 00 .

2.2. D E F IN ITION. Le co commutateur f1 de poids 1 de ~ X est l’appli-
cation identique 1.’ ~ X -~ ~ X ; le cocommutateur Ok de poids k ? 2 de

~ X est l’ap p li cation compos ée

où ip désigne la composition

On désigne par conil X la classe de conilpotence de 1 X, i. e. le plus

petit des entiers k &#x3E; 0 tels que t~ k + l’~ ~ ; s’il n’existe aucun entier
k &#x3E; 0 tel que ~ k + 1 ~ 0 , on pose conil X = 00 .

Evidemment, nil X et conil X sont des invariants du type d’homo-

topie basée de l’espace X .

2.3. PROPOSITION. Pour tout espace Y on a

où nil7T désigne la classe de nilpotence du ~roupe ~ et X parcourt « tous »

les espaces topologiques.
En effet, le groupe 77 (SX, Y ) est isomorphe à ’~ ( X , ~ Y ) et le

commutateur de k éléments quelconques 1 fil 1 de ~ ( X , ~ Y ) est repré-
senté par la composition

Il s’ensuit que nil ~ ( ~ X , Y )  nil Y . Réciproquement, supposons que
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nil ~ ( X , SZ Y )  k -1 pour tout espace X. Posons X = ( ~ Y )’~ et dési-

gnons par p i : ( SZ Y )k -~ ~ Y la i - ème projection. La composition

coincide avec l’application identique de ( ~ Y )’~ . Il en résulte que

et cette dernière composition représente le commutateur des k éléments

1 p 1 ,J de 7T (( Q Y )~ , Q Y ) , qui est trivial par hypothèse. De même :

2.4. PROPOSITION. Pour tout espace X on a

où Y parcourt « tous » les espaces topologiques.

On appellera fibration toute suite F~ E ~B d’espaces et d’ap-
- 1

plications telle que F = p ( * ), 1] désigne l’inclusion et p ait la pro-

priété de relèvement des homotopies de tout X dans B qui conservent les
a 77

points- base. On appellera cofibration toute suite A ~ X 2013~P d’espaces
et d’applications telle que P soit l’espace quotient obtenu à partir de X

en identifiant la partie a. ( A ) à un point, que 1] soit l’application cano-

nique, et que a ait la propriété d’abaissement (extension) des homoto-

pies qui conservent les points- base de A dans tout ~’ . On peut prouver

que, si B est 0 - connexe, l’application p est surjective et que, sans

hypothèse supplémentaire, a est injective.

7J p
2.5. THEOREME. Si F~.E ~.B est une libration, nilF  1 + nil E.

DEMONSTRATION. Posons TT n ~D,~~77(~ n D, R ) où ~ n désignela
suspension n fois itérée. En tant que généralisation de la suite d’homo-

topie d’une fibration, pour tout espace X on a la suite exacte

avec la propriété ( 22 , p. 22 1 que ô ~2 ( X , B ) est contenu dans le cen-

tre de 7T 1(X, F ) . Il en résulte que ni l ~i ( X , F )  1 -t- ni l ~i ( X , E ) et le
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théorème découle à présent de la proposition 2.3.

Un raisonnement similaire conduit à la

77 p
2.6. PROPOSITION. Si F--sE.--iB est une libration et si 7} ~ ’ on

a nil E ~ nil B .

Dualement, en utilisant la suite généralisée de cohomologie ( 22 ,

p. 25]

a 77
d’une cofibration A ..~. X ~P , on obtient :

2. 7. THEOREME.. Si A -~ X -~ P est une cofibration, conil P  1 + conilX .

a 77
2.8. PROPOSITION. Si A..~. X -..~P est une co fibration et si 7~ ^’ 0,

conil X _ conil A .

Soient à présent Xy (1 ~ i ~ r) des espaces arbitraires munis de

points- base et désignons par T = T ( X i , ... , 1 xr) la partie de X 1 X... X X,
constituée par les points dont l’une au moins des coordonnées est égale
au point- base rexpectif. Désignons par X 1 # ... # Xr et par

l’espace quotient et l’application canonique obtenus en identifiant T à un

point. Si X - - X - X on désignera X # ... # Xr par X ~r~ et ,

parfoi s, p r simpl ement par p .

2. 9. L EMM E . Soient Xi z ( 1  i  r) des complexes finis munis de points-
base et soit X un espace arbitraire. A toute suite d’applications

correspond une application F. : X i #... # X, ~ X telle que le diagramme
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soit homotopiquement commutatif. La classe d’homotopie de F. est uni-

quement déterminée par les classes des f i et, en particulier, F,’‘~ 0 si

yro f 1 x... ° X ft_ o. °

DEMONSTRATION. On a (ftX!2)(XIVX2)COXVOX et, d’après

[ 42 , 2.4 ] , l’application ~p 2 ~ 1 0 X V 0 X est homotope à l’application
constante. La CW - paire ( X 1 X X 2 , X 1 V X 2 ) possède la propriété d’ex-
tension des homotopies et il en résulte une homotopie ht : X 1 X X - 0 X
telle que

et

Puisque p 2 est une identification, il existe une application

telle que F 2 o p 2 = h ~ . * Le cas général r ? 2 s’obtient par induction en

remarquant que la compacité des X i entraîne l’associativité de l’opération
#, i. e. X 1#... #X~ est canoniquement homéomorphe à ((X 1# X2 )#.. )# Xr.
l’unicité de f F ! 1 résulte de ce que, selon [ 32, Sâtze 14, 16 ~ ,

est un monomorphisme.
Pour tout espace X définissons à présent W- long X comme le

plus petit des entiers k ? 0 tels que [oL .., a,k +1 J - ~ pour tout

0.~677 q i 
(X) , qi ? 1 ; s’ il n’existe aucun tel entier k , on pose W- longx =00 .

Ici, a 1 ... , a.k +1 J désigne le produit itéré de ~lhitehead, défini par

[ ai = a 1 et [dl’ 1 ..., ak+1 J -((~1 ..., &#x3E; akJ ~ &#x3E; ~k+1 J .
2.10. THEOREME. W- lon~X ~nilX.

DEMONSTRATION. Soit S q la q - sphère. Considérons l’isomorphisme
canonique S : ~ q ( X ) ,^; ~q~ 1(~ X ) et, par abus de langage, désignons

par S CI. l’application 
-_

qui représente l’élément On a et,



211

d’après le lemme 2.9, il existe une application F qui rend le diagramme

homotopiquement commutatif. Par application répétée d’un résultat clas-

sique de Samelson [ 34 ] , valable aussi pour qi &#x3E; 1 [ 30, Proposition 1 ] ,
on obtient

où 1 F 1 désigne l’ élément de ~r q +, , . + qk+ 1-k-1 
(Ç2X) déterminé

par l’application F . Si ni l X = k ~ 1 alors ~k qk+ + 1 ~ 0 et, ~ d’ a p rè s le lemme

2. 9 , F - 0 , i. e. F ~ = 0 donc, puisque S est un isomorphisme,

Le théorème 2. 10 contient comme cas particulier le résultat sui-

vant dont la démonstration directe est immédiate

2.11. PROPOSITION. 72Z/7T (X~~z/X.
Des bornes supérieures de l’invariant nil X ainsi que certains

exemples seront donnés dans le chapitre suivant.

La suite de ce chapitre est consacrée à une étude détaillée de la

classe de conilpotence d’une suspension.

Soit k L 1 un entier et désignons par f i : ~ X -~ ’~ ~ X l’applica-
tion qui plonge ~ X comme i - ème terme dans ’~ ~ X , 1  i  k . L’homéo-

morphisme canonique 6 : ’~ ~ X -~ ~ ( ’~ X ) , défini par

induit un isomorphisme

et 0*Ifil ={S/~}, où ii: X-~X plonge X comme i - ème terme dans

kx . La composition des deux dernières flèches de la suite
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est égale à l’ application identique de k ~ X ; la composition des trois flè-

ches est donc égale à y k . D’autre part, cette composition représente le

comm utateur des k éléments f i ~ 1 dans le groupe 77 (SX, k IX). Finale-

ment, en introduisant l’ isomorphisme ~ : ~ ( ~X, ~ (’~ X)),^; ~ (X, ~~ (’~X)),
on obtient

Par ailleurs, en désignant par e : 
k 
X -+ DI, ( ’~ X ) le plongement cano-

nique défini par e ( y ) ( t) = ( t, y ) , on aperçoit facilement que ~ ~ ~ j i ~ =
= { e o ji~ . Puisque l’application constante représente l’élément neutre

des groupes considérés, on a la

2.12. P R O P OSITI ON . Conil X ~ k- 1 si et seulement si la composition

est homotope à l’application constante.

On a déjà utilisé plus haut (lemme 2. 9 ) la remarque [ 42, 2. 4 ] que

~~nxv~2~’ Si le point- base de Q X est non- dégénéré (au sens de

~ 32 , Hilfsatz 14 ] ) , ce qui’est toujours le cas si X est un CW - com-

plexe, on peut prouver plus [ 3 , 6. 9 ] : -.

2.13. P RO P OSITI.ON. Si le point- base de ~ X est non-dégénéré, pour

tout k &#x3E; 1 il existe une homotopie h~ : *’ (~X )’~ ~ ~X telle que
et

où T désigne le sous- ensemble de ( ~ X )’~ constitué des points dont l’une
au moins des coordonnées est égale au point- base.

Remarquons encore qu’il est facile à prouver que, si le point- base
de X est non- dégénéré, il en est de même des points- base de ’~ X , ~ ( ’~ X) , @
et ~~ ( ’~ X ) . Si, dans l’espace ( ~~ ( ’~ X ))’~ on identifie le sous- ensem-
ble T à un point on obtient l’espace quotient ( ~~ ( ’~ X )) f k~ et l’appli-
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cation canonique Pk’ et en utilisant la proposition 2. 13 , on obtient une

application yk qui rend le diagramme

homotopiquement commutatif.

2.14. THEOREME. Si X est un CW- complexe connexe, on a coyxz/X~
cat X.

DEMONSTRATION. G.W. Whitehead [40] a remarqué que, si X est un

CW- complexe connexe, on a c~X ~.~-~ si et seulement s’il existe une

application /.’ " X - T telle que /o/~A où i : T-~X est l’inclusion.

Evidemment, si une telle application existe, la composition

est homotope à l’application constante. A présent, l’énoncé résulte immé-

diatement de la commutativité homotopique du diagramme

et de la proposition 2. 12 .

2.15. REMARQUE. Soit Y le complexe obtenu en enlevant une 3 - cellule

ouverte d’un espace de Poincaré, i. e. d’une variété close non simplement
connexe qui est une 3- sphère homologique. Puisque Y n’est pas con-

tractile, il résulte de ( 18 , th. 1.1] que cat X ? n si X = Yn . D’autre

part, EX est simplement connexe et acyclique, donc contractile, donc

conil X = 0 .
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2. 16. L E MME . Si X est un ~’W - complexe connexe, conil X ~ k-1 si et

seulement si la composition X-.sX ~ k p_.~..~ (k) -3 e ~ ~( X ~’~~ ) est ho-

motope à l’application constante.

D EM 0 N ST R A TI 0 N . Remarquons d’ abord que toute application f : A -+ Q B

peut s’étendre à une application g : ~2 ~ A -~ ~ B . En effet, en désignant

par p : ~ ~ B - B l’ application définie par p ( t , Gù) = Gù( t), on prend

pour g la composition

et l’on vérifie aisément que g o e = f, où e : .- A -~ ~~ A désigne le plon-

gement canonique. Introduisons à présent le diagramme commutatif

dans lequel d est obtenue grâce à la remarque précédente. D’après le

théorème de Hilton- Milnor [ 21 ; 28 ; 2] , il existe une application r telle

que r o d à 1 . Il en résulte que la composition horizontale est homotope
à l’application constante si et seulement si eo~,o~~0, et l’énoncé

résulte de la proposition 2. 12.

2.17. T H E O R E M E . Soit X un CW - compl exe connexe et R un anneau

commutati f. Si ui E H * ( X ; R), dim ui &#x3E; 0 , et ~onil X  k- 1 , alors

u~V...V u = 0. °1 ? ~ 1

D EM O N S T R A TI O N . Il suffit de remarquer que tout élément k - décompo-
sable par le cup- produit se trouve dans ( pk o 0 ) * H * ( X ~k~; R ) et que

e * : H * ( Q 1 ( X ~~J ) ; R ) - H *( X ~~~; R ) est un épimorphisme (pour le voir,

passer à la suspension de e ! ) . . Donc, si e o pk o 0 ’‘~ 0 , on a

et

Remarquons encore que le lemme 2. 16 est équivalent au 
’
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2. ~$. THEOREME. Si X est un CW - complexe connexe, conil X ~ k- 1

si et seulement si la composition

est homotope à l’application constante.

Dans [ 5 ] , Berstein et Hilton ont défini w cat X (la catégorie
faible de X ) comme le plus petit des entiers k &#x3E;_ 0 tels que la compo-

sition

soit homotope à l’application constante. En utilisant la définition de la

catégorie due à G. W. Whitehead ( 40 J et le théorème 2. 18 on obtient la

2.19. PROPOSITION. Si X est un CW - complexe connexe, on a

Nous nous proposons à présent d’étudier les cas où ces inégalités
deviennent nécessairement des égalités.

2.20. THEOREME. Soit X un Cw’- complexe (n-1 )- connexe (n z: 1 ) et t

supposons coni l X  k -1 ( k &#x3E; 1 ) . Si dim X ~ 2 kn - 2 , alors w cat X 

k -1 ; 1 si di m X ~ ( k -~ 1 ) n - 2 , alors cat X  k -1 .

D E M O NS T R A T I O N . Rappelons que l’ application

est biunivoque si Y est ( q--1 ) - connexe et dim X  2 q- 2 . Puisque X

est ( n-1 ) - connexe, X f’~~ est ( k n-~1 ) - connexe; posons Y = X ~k~ et

q = k n . Puisque conil X  k-1 , d’après le. théorème 2. 18 l’application

~ ( p k o 0 ) : ~ X -~ ~ ( X ~’~~ ) est homotope à l’application constante et

d’après la remarque précédente, il en est de même de l’application p ~ 0 0 , 1
i. e. w cat X ~ k-1. Supposons à présent que dim X  ( k + 1 ) n- 2 . Si

n = 1 le résultat est trivial car il est classique que dim X  k-1 entraîne

cat X  k-1 . On peut donc admettre que n &#x3E;_ 2 . Grâce à une équivalence

homotopique e l’espace X’~ se plonge dans un espace W, 1 fibré par une
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application p sur X ~’~~ , et le diagramme

dans lequel F est la fibre de p , i l’ application d’inclusion et d est in-

duite par e , est commutatif. Si k = 1 , alors S X est contractible et,

puisque n ? 2, X l’est aussi. On peut donc admettre k &#x3E;_ 2 et l’on a

~7-2~~20137; la suite d’homotopie de la fibration F -~ W -~ X ~~j montre
alors que F est ( n-1 ) - connexe. Puisque X ~’~~ est ( kn-1 ) - connexe,

le théorème de Serre [ 35 ] entraîne que p * : " H q ( W , F) - H q ( X f’~~ ~ * )
est un monomorphisme, pour q E n -~- kn - ( k -f- 1 ) n et un épimorphisme pour

q  (k ~- 1)n . D’autre part, on sait que (pk ) : * H q (X’~, T ) --~ H R’ (X ~k~ , @ * )
est un isomorphisme pour tout q &#x3E; 0. Dès lors, le lemme des cinq appli-

qué au diagramme commutatif

montre que d 
* 

est un isomorphisme pour q  ( k + 1 ) n-1 . Puisque T est

aussi simplement connexe, il résulte du théorème de Whitehead que dq :
~q( T’ ) -~ ~ q( F )_ est un monomorphisme pour q  ( k -f- 1 ) n-2 et un épi-

morphisme pour q  ( k + 1 ) n- 1 , donc 77~ fF, T ) = 0 pour q  ( k -~ 1 ) n-2.
D’après la première partie, déjà prouvée, du théorème on a w cat X ~ k -1 ,
donc pk o 6. ~ 0 . Il en résulte P o e o 0 et il existe donc une appli-
cation f : X -~ F telle que i ~ f ^~ e o ~ . Puisque ~’772X~~+~72-2 et

~q(F, T)=0 pour ~~f~+~72-2, il existe!,: X -~ T telle que d o 9
Dès lors,
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et puisque e est une équivalence homotopique, i 0" ::: 6 i. e. , d’après la

définition de la catégorie due à G. W. Whitehead [ 40 J , cat X ~ k-1 .

Nous dirons que ~ X est homotopiquement commutative si ~o ~ ’’= ~

où ’0- : £ x - £ x V £ x désigne la comultiplication et

l’application définie par

2. 21. LE MME. 1 X est homotopiquement commutative si et seulement si

conil X  1.

DEM ONSTRATION. On vérifie aisément que 800- o ~T=( T V ?~) o o-. En

outre, selon la définition de la structure de groupe de 7T (j X, 1 X V 1 X),

on a

Il en résulte que f 2 ::: 0 si et seulement si { 8 o a 1 == 0-

En posant k = 2 dans le théorème 2. 20 et en utilisant le lemme

2. 21 , on obtient le

2.22. COROLLAIRE. Soit X un CW- complexe (n--1 )- connexe (n ~ 1 )

de dimension ~ 3n--2. Si la suspension ~ X est homotopiquement commu-

tative, alors cat X ~ 1 .

Ce dernier résultat peut être interprété comme le dual, au sens de

Eckmann et Hilton, d’un théorème récent de M. Sugawara [ 39 1 : Si X est

un CW - com pl exe ( n -1 ) - connexe, si ~q( X ) = 0 pour q &#x3E; 3 n - 2 et si

~ X est homotopiquement commutatif, alors X possède une multiplication
continue dont le point- base est l’élément neutre.

En effet, X possède une telle multiplication si et seulement si il

existe une application &#x3E; qui rende le diagramme
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homotopiquement commutatif. D’autre part, selon la définition de la caté-

gorie donnée par G. ~W. Whitehead ( 40 J , on a cat X  1 si et seulement

s’il existe une application a- qui rende le diagramme

homotopiquement commutatif.

3. La cocatégor ie.

La principale difficulté qui se présente lorsqu’on essaye de définir

une notion qui soit la duale, au sens d’Eckmann- Hilton [ 10 ] , de la caté-

gorie de Lusternik- Schnirelmann est due à ce que l’on ignore si la notion

de recouvrement ouvert admet un dual. Dès lors afin de trouver le dual de

la catégorie, on est conduit à introduire un nouvel invariant, la catégorie

inductive, qui est essentiellement équivalent à la catégorie classique et

dont la définition, tout en évitant l’emploi de la notion de recouvrement, se

laisse parfaitement dualiser.

Sauf mention contraire, tous les espaces considérés seront munis

de points-base et toutes les applications continues ainsi que toutes les

homotopies respecteront les points-base. On dit que P domine Y s’il

existe des applications f : Y - P et g : .’ P -~ Y telles que g o j’~ 1 y (l’ap-

plication identique de Y ) . Rappelons qu’on appelle cofibration toute suite
a 7’J

A a -~ X -+ P d’espaces et d’applications où P est l’espace quotient obtenu

de X en identifiant a,( A ) à un point, 77 est l’application canonique, et

~x a la propriété d’extension des homotopies, i. e. pour tout espace E,

toute homotopie ht . A -~ E et toute application k : X - E telle que k o a =
- ho il existe une homotopie k t : X - E telle que k o = k et k t o c~c = h t .o 

’ ï - o t t

On peut prouver que ac est injective; d’ailleurs, dans ce qui suit, on

pourrait toujours remplacer A par a ( A ) et a par l’inclusion de oc ( A )

dans X.

La catégorie inductive ind cat Y d’un espace topologique Y est
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l’entier non- négatif donné par la suivante

3. 1. . DEFINITION. ind cat Y = 0 si et seulement si Y est contractile,’

ind cat Y ~ n + 1 si et seulement s’il existe une cofibration A -~ X -+ P telle

que P domine Y et ind cat X  n . On pose ind cat Y = n s’il est vrai que

ind cat Y ~ n mais faux que ind cat Y ~ n- 1 . Si pour tout n ? 0 il est

faux que ind cat Y  n, on pose ind cat Y = ~ .

On propose de comparer la catégorie inductive à la catégorie clas-

sique.

3. 2. L E MM E . Si Y est un CW - complexe simplicial connexe, alors

En outre, si 1 ~ cat Y  ~ , il existe une CW - paire simpliciale ( X , A )

telle que X soit connexe, cat X .:5.. cat Y-1, et l’espace quotient X /A

obtenu de X en identifiant A à un point domine Y .

D E M O N ST R A T I ON . Si cat Y = 0 , alors Y est « librement » (i. e. avec

point- base mobile) contractile; il résulte de [ 32 , ( A ) et ( E ~ , p. 333

que Y est aussi contractile rel. * (i. e. avec point- base fixe), donc,

ind cat Y = 0 . Supposons à présent que le lemme ait été démontré pour tout

CW - complexe simplicial de catégorie ~ n et supposons cat Y = n + 1 .

Dans une sous- division assez fine de Y, il existe alors des sous- com-

plexes Y~ librement contractiles dans Y et tels que

Puisque Y est connexe, on peut évidemment supposer que le point- base

de Y est contenu dans chacun des Y.. Soit R le CW - complexe simpli-
cial connexe obtenu en attachant à Y un cône (non-réduit) 1 Yi sur chacun
des Y. ; on a donc

et

Puisque les Yi 
i 

sont librement contractiles dans Y, l’inclusion Yi ~ Y
peut évidemment être prolongée à ~ Yi ; il en résulte que Y est rétracte

de R . Donc, muni du même point- base * 
que son sous- complexe Y,
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R domine Y . Puisque T’ Yn + 1 est librement contractile en soi, il ré-

sulte de [ 43 , théorè me 12] que R et le CW - complexe P = R l~ Yn + 1
ont le même type d’homotopie libre; les deux étant connexes, il résulte

de [ 32 , ( A ) et ( E ) , p. 333 ) qu’ils ont aussi le même type d’homotopie
 basée &#x3E;&#x3E; . Soit à présent

et

On a * E A C X et l’on prend * comme point- base dans A et X . Evidem-

ment, X est un sous- complexe de R et l’inclusion X -~ R induit un homéo-

morphisme de X lA sur P . Par transitivité, il résulte que X /A domine

Y.

Puisque la CW - paire simpliciale ( X , A ) a la propriété d’exten-

sion des homotopies libres, donc aussi de celles basées, la suite

est une cofibration et, selon 3. 1 , on a ind cat Y ~ 1 + ind cat X .

Puisque chaque cône h Yi est connexe et * E Yi pour tout i , le

CW - complexe simplicial X est connexe. En outre, puisque chaque cône

r y i est librement contractile en soi, on voit facilement que c~X~.72
1 et, d’après l’hypothèse de récurrence, on a ind cat X  n , donc

ce qui prouve le lemme.

Dans l’énoncé suivant W - cat Y désigne la catégorie au sens de

G. W. Whitehead [40] 1 de l’espace Y; elle est égale au plus petit des

entiers n ? 0 pour lesquels il existe des sous- ensembles arbitraires Bi C Y
et des homotopies hi : " tels que

3. 3. L E M M E . Pour tout es pace Y on a W - cat Y  ind cat Y .

DEMONSTRATION. Si ind cat Y ~ 0, alors Y est contractile et

Supposons le lemme démontré pour tout espace de catégorie inductive  n .
a 77

Supposons que ind cat Y = n+ 1 et soit A - X - P une cofibration telle
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que P domine Y et ind cat X = n . D’après ( 3 2, Satz 2 , p. 306 ~ P a le

type d’homotopie de l’ espace Q = X U CA obtenu en attachant à X un

cône (réduit) sur le sous- ensemble A C X . Il en résulte que Q domine Y

et W - cat Y ~ W - cat Q . D’autre part, d’après l’hypothèse de récurrence

on a W-c~X~.y2 et il existe des sous- ensembles A i C X et des homo-

topies h; ’ X &#x3E;C 1 --~ X , 0  i ~ n , tels que

et

D’après [ 32 , Hilfssatz 6 , p. 308 ] , la paire ( Q , X ) a la propriété d’ex-

tension des homotopies et il en résulte l’existence de n + 1 homotopies

H~ : Q X I -~ Q telles que H~( q, 0) = q et Hi(Ai X 1 ) = Hi(*, t) _ * .
Finalement, puisque la paire ( X, A ) a aussi la propriété d’extension des

homotopies, d’après ( 32 , Hilfssatz 4, p. 306 J il existe une homotopie

Hn+i’ Q X I --~ Q telle que Hn+i(q’ ~) - q~ et Hn+i(CA X 1) _
- Hn + 1 ~ * ’ t ~ - * ~ L’existence et les propriétés des n + 2 homotopies

Ho ’ ’ ’ ’ ’ Hn + i prouve donc, en effet, que yy-cat Q ~ n + 1 et le lemme

est prouvé.
A présent, soit f : .’ Y - X une application continue arbitraire. On

définit cat f comme le plus petit des entiers n ? 0 pour lesquels il existe

des ouverts V. tels que Y = V o ~ ... U V n et f ~ V i ^~ 0 . Introduisons

aussi la catégorie inductive d’une application par la

3.4. DEFINITION. Indcatl est le plus petit des entiers n &#x3E; 0 pour lesquels
il existe un espace Z et des applications ~ : Z --~ X et ~ : .- Y -~ Z tels

que ind cat Z = n et f = ~po ~ ; / si de tels entiers n’existent pas, on pose

ind cat f = 00 .

3.5. THEOREME.. Si Y a le type d’homotopie d’un CW - complexe con-

nexe, alors cat Y = ind cat Y. Si X et Y ont tous deux les types d’homo-

topie de CW - complexes connexes, alors cat f = ind cat f pour toute appli-
cation f : y -+ X .

DEMONSTRATION. Si L est un CW- complexe connexe, on a W-catL =
= cat L . De même, tout CW - complexe connexe a le type d’homotopie
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d’un CW - complexe connexe simplicial. Puisque la catégorie inductive

d’un espace est un invariant de son type d’homotopie, la première partie
du théorè me résulte des remarques précédentes et des lemmes 3. 2 et 3. 3 .

Supposons à présent que ind cat f =’n et soit K un CW- complexe
connexe qui domine X grâce à deux applications a. : X-~Ket/3: K -~ X

telle que ~ o ~x ^’ 1 X . * Selon la définition 3. 4 il existe un espace Z et

deux applications cp : Z -+ X et ~ : Y - Z tels que ind cat Z = n et f =
= çp 0 f. Il résulte du lemme 3. 3 que W- cat Z ~ n et on voit facilement

que cela entraîne l’existence de sous- ensembles Bi C Y et d’homotopies

hi: .- YXI-~Z, 0i n, tels que Y=B,tj ... u B n et

Introduisons les homotopies k i = ~x o cP o h i : Y &#x3E;C 1 ~ K et soit N un voi-

sinage de * dans K contractile dans K . Alors, l’ensemble

est ouvert dans Y, il contient B i , et a, o f ~ 1 V. est librement homotope à
une application constante. Il en résulte que cat ~x o f  n . Il est clair

que cat ~ o ao f  cat a o f et, puisque /3 o a. o f ’‘· f , alors que la caté-

gorie d’une application ne dépend que de sa classe d’homotopie, on a

finalement cat f ~ n .

Réciproquement, supposons que cat f ~ n et soit K un CW - com-

plexe connexe simplicial qui domine Y grâce à deux applications a, : Y ~ K

et ~C3 : K - Y telles que ~C3 o a. ’’~ 1 Y . On a cat f o ,Q ~ cat f et, dans une

sous- division assez fine de K, on trouve facilement des sous- complexes

Ki, 0  i .:s. n, tels que K = Ko u... U Kn et f o 18 1 K~O (librement).
Soit R le CW - complexe simplicial connexe obtenu en attachant à K un

cône (non- réduit) r Ki sur chaque Ki ; on a donc

et

Choisissons le point * E K comme point- base de R et soit 0 : K- R

l’inclusion. Evidemment, f o ~ ~ 1 Ki se prolonge à I-’ Ki; ceci fournit une

application g : R - X telle que g o e = f o ~3 . D’autre part, on voit faci-
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lement que cat R ~ n et, d’après le lemme 3. 2 , on obtient ind cat R ~ n .

Il en résulte facilement que ind cat g o 0 o ~ ~ n . En outre, on a

et

on peut facilement prouver (et l’on prouvera de façon détaillée le dual) que

la catégorie inductive dépend uniquement de la classe d’homotopie d’une

application et ceci termine la démonstration du théorème.

3. 6. R E M A R Q u E . Il est facile de prouver par récurrence que ind cat Y = 00

si Y est non- connexe. De même, toute catégorie « basée » , raisonnable-

ment définie, comme par exemple la W - catégorie, est infinie pour des

espaces non- connexes. De cette façon la première partie du théorè me 3. 5

vaut aussi pour des espaces non connexes.

Dans le cadre de la dualité d’ Eckmann- Hilton le dual d’une cofibra-
77 p

tion est une fibration, c’est- à- dire une suite F 1 E 1 B d’espaces et

d’applications, où F = p ~ (* ), 7J est l’inclusion, et p a la propriété de

relèvement des homotopies, i. e. pour tout espace X, toute homotopie

h t : X - B et toute application k : .- X - E telle que p o k = ho , il existe

une homotopie k -1 : .’ x - E avec ko = k et p o kt = ht . I1 est évident que

la définition 3. 1 se laisse parfaitement dualiser et, vu le théorème 3. 5 ,

on peut affirmer que le dual de la catégorie de Lusternik- Schnirelmann est

la cocatégorie donnée par la suivante

3.7. D E F IN IT I O N . cocat X = 0 si et seulement si l’espace X est con-

tractile ; cocat X  n + 1 si et seulement s’il existe une libration F- E-~ B
telle que F domine X et cocat E ~ n . On pose cocat X = n s’il est vrai

que cocat X ~ n , mais faux que cocat X ~ n- 1 . Si pour tout n ? 0 il est

faux que cocat X  n , on pose cocat X = 00 .

Evidemment

3.8. PROPOSITION. Si Y domine X, cocat X ::;. cocat Y,’ si X et Y ont

le même type d’homotopie (basée ! ), cocat X = cocat Y.

Interprétons à présent la propriété cocat X  1 .
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3.9. TH E OREM E. cocat X ~ 1 si et seulement si X est dominéparQIX.

DEMONSTRATION. Considérons la fibration ~~ X --~ ~~ X -~ ~ X, où é É X

désigne l’espace des chemins dans la suspension 1 X qui commencent au

point-base. Puisque ~~ X est contractile on a cocat ~~ X = 0 , donc

cocat X ~ 1 si X est dominé par QI X. Réciproquement, supposons que

cocat X ~ 1 et soit F -~ E --&#x3E; B une fibration telle que F domine X et

cocat E = 0 . Alors E est contractile et F a le type d’homotopie de n B .

Il existe donc des applications cp : X -~ ~ B et 1./J:~ Q B -+ X telles que

~ o ~~ 1 x . » Soit e : X - fl 1 X le plongement défini par e ( x ) ( t ) _ ( t, x )

et soit p : 1 Q B - B la projection définie par p ( t , c~ ) = c~ ( t ) . La com-

position

est égale à ’-f; 0 Cf ce qui prouve que, en effet, fl i X domine X.

On a déjà remarqué que les diagrammes

sont duaux; le premier exprime le fait que W- cat X  1 ce qui, tout au

moins, si X est un CW - complexe connexe, est équivalent à cat X ~ l,’

le second exprime le fait que X possède une multiplication continue dont

le point- base est élément neutre homotopique.

3. . PROPOSITION. Si cocatX ~ 1 , alors X possède une multiplica-
tion continue dont le point- base est élément neutre homotopique; récipro-

quement, si X est un CW - complexe dén ombrable et possède une multi-

plication continue dont le point- base est élément neutre homotopique,
alors co ca t X  1 .

DE MON S T RAT 1 ON. Soit u la multiplication dans nI X. Si cocatX  1,
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alors il existe des applications cp : x - ~~ X et Ç : -. Dl X -+ X telles que

y; 0 cP^~ 1 x et la multiplication dans X est donnée par la composition

La réciproque résulte de ce que, dans les conditions de l’énoncé, X est

rétracte du produit réduit infini de James qui, on sait, est homotopique-
ment équivalent à DI X.

Soit à présent Xa une famille quelconque d’espaces topologiques
et soit rix son produit cartésien. On prouve facilement que

3. 11. PROPOSITION. cocat~Xa= su~cocatXa.
Désignons par YX l’espace des applications continues de X dans

Y qui respectent les points- base, muni de la topologie de la convergence

compacte. Si * E A C X et * E B C Y, on désigne par ( Y, B ) ~X ’ A~ le

sous- espace des applications ( X , A ) -~ ( Y , B ) . On prend l’application
constante comme point- base dans tout espace de fonctions.

3.12. THEOREME. Soit Y un espace arbi traire. Si K est un CW - com-

plexe connexe, on a cocat YK  cat K; J’ si K est un espace séparé loca-

lement compact, on a cocat YK  cocat Y.

DEMONSTRATION. L’espace Y étant fixé, le type d’homotopie de YK
ne dépend que du type d’homotopie de l’espace .K J’ pour prouver la pre-

mière partie de l’énoncé on peut donc supposer que K est un CW - complexe
connexe simplicial. -

Si cat K = 0, alors K est librement contractile donc, d’après

[ 32 , (A) et ( E ), p. 333 ], K est aussi contractile rel. * ce qui,

évidemment, entraîne que cocat YK = 0 . Supposons à présent que cat K =

= n + 1 . D’après le lemme 3.2 il existe une CW - paire simpliciale ( X , A )

telle que X /A domine K , X est connexe, et cat X  n .

La suite



226

où TJ est l’inclusion et p ( f ) = fiA J est une fibration. En effet, soit E

un espace arbitraire et soit h : " E X I -~ YA et k : .’ E - Yx des applications
telles que

et

pour tout e E E . Prenons ( * , 0 ) comme point- base dan s X X 0 , A X 1,

et X X I . Puisque A est un Cw’ - complexe et 1 est séparé compact,

d’après [ 31 , lemme 3 et théorème 4 ~ l’ application h’ : " ~~ .-~ YA X 1 défi-

nie par h’ ( e ) ( a , t ) = h ( e , t ) ( a ) est continue. En outre, pour tout e E E,

on peut définir une application continue ~ ( e ) : A X I V X X 0 -~ Y en

posant

et

Il en résulte une application 1&#x3E;,’ E ~ yA X 1 U X x 0 dont on constate la

continuité de la façon suivante : si

avec C compact dans A X I V X X 0 et V ouvert dans ,Y, alors

et

où

et ~ 1

puisque h’ et k sont continues, il existe des voisinages N 1 et N 2 de e

dan s E tels que h’ ( N 1) C (C l’ V ) et k ( N 2 ) C ( C 2 , V ) ; il s’ensuit que

N = N 1 r’1 N 2 est un voisinage de e dan s E tel que ~ ( N ) C ( C , V ) .

Ensuite, pour toute CW - paire ( X , A ) il existe une rétraction

et l’application r* : .. YA x 1 U X x 0 i YX x 1 définie par r* ( f ) = f 0 r est

continue. L’application H : .’ E X 1 --~ YX définie par

est continue et satisfait
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Puisque, évidemment, ( Y, * ) ~X ~ A~ = p : ( * ) , la suite introduite plus
haut est en effet une fibration. Puisque X est un CW - complexe connexe

simplicial de catégorie  n , on peut admettre comme hypothèse de récur-

rence que cocat YX ~ n . De même puisque K est dominé par X /A , YK

est dominé par YX l A et la relation cocat YK  n + 1 sera établie pourvu

que l’on exhibe un homéomorphisme de yX / A sur ( Y , * ) ~X ’ A~ . A cet
effet, soit cp : ( X , A ) -~ ( X / A , * ) l’application canonique. L’application

~* ; YX / A ~ ( Y ~ * ) (X , A3 est continue et bijective. Soit ~ _ ( c~* ) ~ 1.
On peut considérer X /A comme un CW - complexe ( 43 , p. 237 ] , ce qui
entraîne que tout compact C C X /A est contenu dans un sous- complexe
fini qui est image par cp d’un sous- complexe fini de X : il existe donc un

compact D C X tel que ~p ( D ) = C. Soit V un ouvert quelconque de Y.

Si g ~(Y~)~~ et f = ~ (~) E(C, V), alors

et

de sorte que ~ est continue et cp* est un homéomorphisme.
La seconde partie du théorème se démontre par récurrence sur l’en-

tier cocat Y en utilisant le fait que,si F - E -+ B est une fibration, il en

est de même de la suite F~ - E~ - BX .
Soit à présent K ( X ) le polytope singulier de l’espace X et soit

k : .’ K ( X ) -~ X l’application canonique qui induit une bijection ô ( K (X )) ,‘~
TT o ( X ) et des isomorphismes ~q( K ( X ), a ) ~ 7rq( X , k ( a )) pour tout

a E K ( X ) et tout 9 &#x3E; 1 ; ô désigne comme d’habitude l’ensemble des

composantes connexes par arcs. On peut prendre pour K ( X ) la réalisa-

tion géométrique S ( X ) ~ 1 du complexe singulier de X [27] , ou bien le

polytope singulier de X défini dans ( 44 , chap. V ~ . Il existe dans

K ( X ) une unique 0 - cellule e° telle que k ( e° ) _ * et l’on prendra e’

comme point- base de K ( X ) .

3. 13. PROPOSITION. cocatK(X) ~ cocatX.

DEMONSTRATION. Si cocatX = 0, alors X est contractile; il en est

de même de K ( X ) et cocat K ( X ) ~ 0 . Supposons à présent que 3. 13 soit

vraie pour tout espace de cocatégorie  n et supposons cocat X = n + 1 .
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Il existe une fibration, représentée par la première ligne du diagramme

telle que F domine X et cocat E = n . Alors K ( F ) domine K ( X ) et,

selon l’hypothèse de récurrence, cocat K ( E ) ~ n .

D’ après [ 44 , chap. V ~ , il existe une application cellulaire

K ( ~ ) qui rend commutatif le trapèze supérieur. D’après [43, $8]) son

« mappi*ng» - cylindre réduit C est un CW - complexe dans lequel K ( E )

et K ( B ) se trouvent plongés de façon évidente. La rétraction ~o de C

sur K ( B ) est une équivalence homotopique de sorte que k o p induit des

isomorphismes de groupes d’homotopie en toutes dimensions &#x3E; 0 . Soit Z

l’espace des chemins ~. dans C qui commencent dans le sous- complexe

K ( E ) de C, et soit R le sous- espace constitué par les ~. E Z qui finis-

sent au point- base de C. Soit e l’inclusion et définissons d par d ( iv. ) =

= À ( 1 ). Classiquement, la ligne inférieure du diagramme est une fibra-

tion. Définissons o- par o’(B)== À( 0) et définissons une homotopie

h i " Z -~ K ( B ) par h~( ~. ) = p ( ~. ( t )) . Alors, a- est une équivalence

homotopique et ho = K ( p ) o o- , h 1 = yo d . Puisque la ligne supérieure
du diagramme est une fibration, la propriété de relèvement des homotopies
fournit une application (D homotope à k o cr et telle que p o ~ = (k o p ) o d.
A son tour, l’application 1&#x3E; induit une application cp telle que 7~ o ~p =

= (D o p- . Nous allons prouver que cp induit des isomorphismes

pour tout r E R et tout q &#x3E; 0 ; la considération de points arbitraires r E R

est imposée par le fait que R et F ne sont pas nécessairement connexes.

Introduisons le diagramme :
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En premier lieu, pui sque ~ ’= k o ~o- tandis que 0" est une équivalence

homotopique et k induit des isomorphismes de groupes d’homotopie en

toutes dimensions &#x3E; 0 , ~ 
q 

est un isomorphisme pour tout q ? 0 . D’autre

part, ( k o p ) 
q 

est aussi un isomorphisme pour tout q &#x3E; 0 . Puisque les

lignes du diagramme proviennent de fibrations, elles sont exactes et le

« lemme des cinq» entraîne que q q est un isomorphisme pour tout q ? 1 .
Il reste à prouver que cp 0 est une bijection. Pour q = 0 les lignes sont

exactes en ce sens que les ô ont des « éléments neutres» , , désignés par
0 et représentés par les composantes des points- base, et pour lesquels
on a la propriété image = noyau. Afin de prouver que Cf&#x3E; 0 est surjective,
soit /3 un élément arbitraire de 71 o ( F ). Puisque I&#x3E; 0 est une bijection,
il existe a 6 77 ( Z ) avec I&#x3E; 0 ( a, ) _ ~o ( ,C3 ) . Par commutativité et exac-

titude, il résulte ( k o p )o o do (cr)==0 et, puisque ( k o p )o est une

bijection, do ( a, ) = 0 . Il existe donc al E 77 ( R ) avec ô ( cx~ ) = a, . En
’0 1 0 0 1

choisissant r E a.~ , on obtient 1]0 ( ~ ) = 0 et il existe ~I E ~~ ( B , *)

avec 3(~6)==/3. Puisque ( k o p ) I est un isomorphisme, il existe

a 2 E 7T 1 ( C, *) avec ( k o p ) ~ ( ~. ~ ) _ ~ ~ et par commutativité on a

~P o~(o~)==/3. Afin de prouver que cp 0 est injective, soient a 0 et

a 1 deux éléments de 7T o ( R ) tels que Cf&#x3E; 0 ( a ) 0 = cp 0 ( a i ) . Choisissons

r E ao . On a (D 0 o ~o( a i) - ~o ° Eo( a’o) donc, puisque I&#x3E; est bijec-

tive, ~o( a 1) ~o~ a’o) ~ Puisque ~o( cxo) = 0, il existe un élément

a 2 E 7T 1 ( C, * ) avec a ( cx 2 ) = a,1. Il en résulte que a o (k o p ) ~ ( ~x 2 ) _
= ~o(~’~’i) _ ~ et il existe ~E~~(E, c~(rj) avec p 1 (/3) = (kop)1(a~2).
Puisque est un isomorphisme, il existe a 3 E ~I( Z, ~ ( r )) avec

~ i ( a 3 ) = /3. On obtient (k o p ) ~ o d t ( ~x 3 ) = p 1 ( ~ ) et, puis que (k o p) ~
est un isomorphisme, d ~ ( a, 3 ) = a. 2 donc a, t = â o d i ( c~_3 ) -- ~ , i. e.

a.i - a.. Il ne nous reste qu’à remarquer à présent que, d’après [29 ],
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R a le type d’homotopie d’un CW - complexe donc, puisque cp q est un

isomorphisme pour tout q &#x3E;_ 0 , R a le type d’homotopie de K ( F ) . Puis-

que ce dernier domine K ( X ) , il en est de même de R . En outre, puis-

que cr est une équivalence homotopique, on a cocat Z = cocat K ( E ); la

dernière est  n et l’on obtient finalement cocat K ( X )  n + 1 , ce qui

prouve la proposition 3. 13.

Etudions à présent la façon dont se comporte la cocatégorie lorsque
l’on tue des groupes d’homotopie d’un espace. On sait que, pour tout

espace 0 - connexe X et tout n 2: 1 , il existe un espace (X, n ) et une

application p : (X , n)--~ X avec 7T q (X, n) = 0 si q  n et p : q : 7T q (,Y , n )z7T q (X)
si q ? n . Egalement, il existe un espace ( n , X ) et une application

j : .- X -~ (n, X) avec ~ q (n, ~) = 0 si q ? n et 1 q . q (X) ~ ~ q (n, X)

si q  n . Lorsque X a le type d’homotopie d’un Cw’- complexe, il est

loisible d’admettre que ( X , n ) et ( n , X ) ont aus si les types d’homo-

topie de CW - complexes; leurs types d’homotopie sont alors uniquement
déterminés par celui de X et l’entier n

3. 14. T H E O R E M E . Soit X un CW - compl exe conn exe. Alors, pour tout

n ? 1 on a cocat ( X , n ) ~ cocat X et cocat ( n , X )  cocat X .

DEMONSTRATION. Si cocatX = 0, alors X est contractile et il en est

de même de ( X , n ) et ( n , X ) . Supposons le théorème vrai pour tout CW -

complexe connexe de cocatégorie  m et supposons cocat X = m + 1 . Soit
~ j3

Q - Y - B une fibration telle que Q domine X et cocat Y - m . Soit
(p IkR ~ Z ~ K ( B ) 

0 
la fibration obtenue en remplaçant l’application

par une projection d’espace fibré qui lui soit homotopiquement équivalente;
ici K désigne le « foncteur polytope singulier » et l’indice 0 désigne la

restriction à la composante connexe du point- base. On voit facilement

qu’il existe une application r : .- R --~ Q qui, d’après le lemme des cinq ,
induit des isomorphismes

pour tout
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Soit C un revêtement connexe de K ( B) 0 tel que ~i( C ) soit isomorphi-

quement appliqué sur le sous- groupe ~~~i( Z ) de ~I( K ( B )o ) par la

projection f : C - K( B )o . Puisque Z a le type d’homotopie d’un CW -

complexe connexe, le principe de monodromie fournit une application
e y

9 .* Z - C telle que f o g = ~ . Soit T -~ W- C la fibration obtenue en

remplaçant g par une projection d’espace fibré qui lui soit homotopique-
ment équivalente. Il existe une application t : T -~ R qui, vu que f 1 est

injective, induit des isomorphismes

pour tout

Pour la même raison et puisque l’homomorphisme
est surjectif. Il en résulte que dans le

sous- groupe

est stable par les opérateurs de

Introduisons le diagramme

L’espace E et l’inclusion e résultent en attachant des cellules à C de

sorte que

si si

et que la suite

soit exacte; d’après ( 41 , th. 2. 10. 1 J cela est possible en vertu de

(3) . L’espace D et l’application d sont déterminés de sorte que 7Tq(D) = 0
si si

Puisque W a le type d’homotopie d’un CW- complexe connexe il en est de
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même, selon nos conventions, de ( W, n ) et ( n , W ) et l’on peut trouver

des applications À et J..L qui rendent la partie droite du diagramme homo-

topiquement commutative. Sans changer les types d’homotopie de ( W, n )

et ( n , W ) on peut supposer que ~. et /.~, sont des fibrations avec U et V

comme fibres et o- , T comme inclusions. Ensuite, grâce à la propriété
de relèvement des homotopies on peut modifier les applications p et i

dans leurs classes d’homotopie de façon que la partie droite du diagramme
devienne strictement commutative. Cela fait, p et i induisent des appli-
cations h et k , qui rendent la partie gauche du diagramme commutative.

En passant aux groupes d’homotopies et en utilisant le lemme des cinq on

obtient

Puisque X est un CW - complexe connexe qui est dominé par Q , X est

aussi dominé par K ( Q )o . Puisque y 1 est surjective et W est 0 - con-

nexe, T est 0 - connexe et, d’après ( 1 ) et ( 2 ) , K ( Q )~ a le type d’ho-

motopie de K ( T ) . Il résulte de ( 4 ) que ( K ( T ) , n ) a le type d’homotopie
de K ( U ) , tandis que ( 5 ) entraîne que ( n , K ( T )) a le type d’homotopie
de K ( V ) . Puisque ( X , n ) et ( n , X ) ont les types d’homotopie de CW-

complexes, il résulte aisément que ( X , n ) et ( n , X ) sont dominés par

K ( U ) et K ( V ) respectivement. Puisque W , comme Z, a le type d’ho-

motopie de K ( Y )0 et puisque la composante du point- base dans un CW -

complexe est un rétracte du complexe, d’après 3. 13 on a

cocat W = cocat K ( Y )~  cocat K ( Y) :L cocaty m .

Puisque W a le type d’homotopie d’un CW - complexe connexe, l’hypothèse
de récurrence entraîne que

et cocat I

A nouveau d’après 3. 13, il vient

ce qui, évidemment, entraîne le résultat désiré.
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En prenant n = 2 on obtient le

-

3. 15. COROLLAIRE. L e revêtement simplement connexe X d’un CW -
,..

complexe connexe X satis fait cocat X  cocat X ~

Nous nous proposons maintenant de donner des bornes inférieures

et supérieures pour la cocatégorie en fonction des invariants homotopiques

classiques d’un espace. Remarquons d’abord que, si Y domine X, on a

nil X ~~ nil Y, résultat d’ailleurs contenu dans la proposition 2. 6. Grâce

à cette remarque et aux théorèmes 2. 5 et 2. 10 on obtient facilement les

deux énoncés suivants :

3. 16.THEOREME. nil X ~ cocatX .

3. 17. COROLLAIRE. W- longX ~ cocatX.

3. 18. R E M A R Q u E . Nous allons construire ici un espace X tel que

nil X  cocat X , afin de prouver que l’inégalité stricte peut se présenter
dans le théorème 3. 16. L’espace X résulte [ 3 , 3. 10 J en attachant des

cellules à l’espace projectif complexe M de dimension complexe 2 de

façon à tuer ses groupes d’homotopie en dimensions ? 6. En désignant

par S 5 la 5 - sphère, on a ~q( M ) ,’;r ’&#x3E;Tq( S5) si q &#x3E; 3 . Puisque le groupe

’TT q ( S 5) est fini si q ? 6 , il résulte de [ 36 J que X a la cohomologie
rationnelle de M ; d’après le théorème de Hopf il résulte que X ne peut

avoir une multiplication continue avec élément neutre homotopique et donc,

d’après 3. 10 , cocat X &#x3E; 2 . ,Afin de prouver que nil X ~ 1, remarquons

qu’il existe une fibration F 1 X~- B telle que F ait le type ( Z , 5 ) et

B le type ( Z , 2 ); ici, Z désigne le groupe des entiers et un espace a

le type ( Z , q ) si ses groupes d’homotopie sont nuls sauf en dimension q
où l’on a Z. Introduisons le diagramme
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où y désigne l’application commutateur et j l’application canonique.

L’application y est fournie par la remarque qui suit la proposition 2. 13

et le triangle inférieur est commutatif. Puisque np est un homomorphisme
de H - espaces, le carré à droite est commutatif et, puisque B est un H -

espace, l’application cpB est homotope à l’application constante. Il en

résulte que l’application ~p o y o j est aussi homotope à l’application
constante et, d’après [ 32 , Satz 14 ] , l’application ~p o y est déjà elle-
même homotope à l’application constante. La propriété de relèvement des

homotopies fournit à présent une application e qui rend le triangle supé-
rieur homotopiquement commutatif. On a ~1 ( ~ X ) ,’~ Z et ~q ( ~ X ) = 0
pour q = 2 , 3 , de sorte que H q ( ~ X ; Z ) = 0 pour q = 2 , 3 ; d’après
le théorème de Kûnneth il résulte H (Hx# HX/ Z ) = 0 pour q = 3 , 4 et,

d’après la formule des coefficients universels, H 4(n x # ç~ x; Z ) = 0 .

Puisque Çl F a le type ( Z , 4 ) et, d’après [29, théorèmes 3 et 2 ] ,
~ X # ~ X a le type d’homotopie d’un CW - complexe, l’applïcation f est

homotope à l’application constante. Il en résulte que cpy est aussi homo-

tope à l’application constante, donc nil X  1 .

Un autre exemple a été donné par Stasheff [ 38 ] qui a prouvé que

l’espace des lacets de l’espace projectif complexe de dimension complexe
3 est homotopiquement commutatif. Cependant le premier exemple présente

l’avantage de prouver que le théorème de Sugawara [ 39 ] mentionné à la

fin du chapitre précédent est le meilleur possible.

Cependant la cocatégorie est en effet égale à la classe de nilpo -
tence de l’espace des lacets d’un espace asphérique, ainsi que le montre

l’énoncé suivant ~

3. 19. THEOREME. Si X est un CW - complexe connexe asph érique avec

groupe fondamental 7T , on a nil7T = nil X = cocat X . 

DEMONSTRATION. On a nilTT ~ nil X ~ cocatX . Prouvons que coc~X ~.

nil7T par récurrence suivant un procédé dû à Hilton [ 23 , théorè me 5. 3 ] .

Soit 7T1 j=7T et ~~i +1 ~ _ [ ~~i~, ~ ] pour i ? 1 , où [ A , B ] désigne
le sous- groupe de 7T engendré par les commutateurs ab a - 1 b - 1. Suppo-
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sons 72~77’~~; alors TT (n) =1= 1 tandis que [ 7T (n) 17T 1 - ~ fn + ~ j - 1
donc 7rt~~ est contenu dans le centre de 77. Soit B un CW - complexe

connexe tel que ~2 ( B ) .’~ ~~n~ et 7Tq(B)-O si q ~ 2 . Soit E un CW -

complexe asphérique tel que

puisque nil7Tl7T (n) ~~ n- 1 , on peut supposer comme hypothèse de récur-

rence que cocat E ~ n- 1 o Hilton prouve l’existence d’une fibration F-~ E- B

telle que

et pour

Alors, cocat F ~ 1 -f- cocat E - n et X a le type d’homotopie du polytope

singulier de F, donc cocat X ~ n d’après la proposition 3. 13 .

3. 20. COROLLAIRE. Pour tout entier n ~ 1 il existe un CW - complexe

asphérique X tel que cocat X = n .

La borne supérieure la plus pratique pour la cocatégorie est donnée

par l’énoncé suivant qui est le dual du théorème correspondant démontré

pour la catégorie dans le premier chapitre.

~ . 21 . T H E O R E M E . So i t X un CW - com pl exe ( p -1 ) - conn exe, p &#x3E; 2 ,

Si l’ensemble des entiers q tels que 7iq( X ) ~ 0 est contenu dans la réunion
de k intervalles linéaires fermés, chacun de longueur p-.2, alors

DEMONSTRATION. Remarquons d’abord que si X est un espace (n- 1 ) -

connexe ( n &#x3E; 2 ) tel que ~q( X ) = 0 pour ~~2yz--?, il existe un espace

1 - connexe W et une équivalence homotopique singulière X --~ ~~ W o En

effet, soit W l’espace obtenu en attachant à la suspension 2X des cel-

lules de façon à tuer les groupes d’homotopie de cette dernière en dimen-

sions &#x3E; 2 n ~ Désignons par cr ; 3iX - W l’inclusion et considérons la
e ~~ y 

12 0.
suite X - ~~, X~~ W, où e désigne le plongement canonique. Evi-

demment, a induit des isomorphismes de groupes d’homotopie en di men-
sions  2 n-2 ; d’après le théorème de Freudenthal ( 30 , p. 05 1 il en

est de même de l’application e ; " finalement, pour g &#x3E; ? n -1 on a
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Démontrons à présent le théorème par récurrence sur k . 0 Pour

k = 1 , X est ( ~ .-1 ) - connexe et ~q ( X ) = 0 si g &#x3E;_ 2p ---1 , donc X a

le type d’homotopie singulier d’un espace de lacets et, puisque X est un

CW - complexe, en utilisant la proposition 3. 13 on obtient cocat X  1 .

Supposons à présent que l’ensemble des q avec 7T q ( X ) 1 0 soit contenu

dans k + 1 intervalles fermés j chacun de longueur p - 2 . On peut sup -

poser les Ji , disjoints et numérotés « de gauche_à droite &#x3E;&#x3E; . En attachant

des cellules à X de façon à tuer ses groupes d’homotopie en dimensions
k

non contenues dans U Ji, on obtient un espace B et urne-inclusion
!=1 ’, 1’J /3 ,

X ~ B qui, &#x3E; transformée en fibration, &#x3E; donne une suite F - X - B telle

que

si

et si

Soit n - min jk + 1; alors F est ( n- 1 ) - connexe et, puisque la longueur

de/,.. est égale à p- 2 avec ~~.72, on a ~q( F ) = 0 si q &#x3E; 2 n- 1 .

En premier lieu il en résulte que F a le type d’homotopie singulier d’un

espace de lacets ~2 W avec 77 (W~==0. D’autre part, B est aussi (p-1 )-
connexe et l’on peut donc supposer comme hypothèse de récurrence que

cocat B ~ k . Le théorème 3. 21 résulte à présent du lemme suivant :

77 /3 
..

Soit F --~ X .... B une f ibration, où X et B ont le type d’homotopie
de CW- complexes. Supposons que B soit (p- 1)- connexe et que ~q(F) ~ 0
seul em ent si n ~ q ~ n + p - 2, où p ? 2 et n &#x3E; 1 . Supposons en outre

qu’il existe une équivalence homotopique singulière F --~ f2 w, où W est

un espace simplement connexe. Alors ~3 est homotopiquement équivalente
à une inclusion de fibre.

Ce lemme généralise un résultat bien connu dû à Serre d’après

lequel une fibration avec base simplement connexe et fibre de type (’n , n )

est toujours induite. Vu que le lemme dual concernant des cofibrations a

été démontré de façon détaillée dans le premier chapitre, nous omettons
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la démonstration et renvoyons à [ 16 , lemme 2. 1 ] .

Comme conséquence des théorèmes 2. 10, 3. 16, 3. 21 on a le

3. 22. COROLLAIRE. Pour tout entier n &#x3E; 1 il existe un CW - complexe,

simplement connexe X tel que nil X = cocat X = n .

DEMONSTRATION. Soit X le CW- complexe obtenu en attachant des

cellules à S 2 V S 2 de façon à tuer ses groupes d’homotopie en dimen-

sions ? n + 2 . D’après le théorème 3. 21 , on a cocat X  n . D’autre

part, d’après [ 21 ] X a un produit de Whitehead n -tuple non nul, donc

72 i W - /o72~X .i cocat X . Cet exemple est dû à Hilton [ 23 ] .

Définissons à présent la cocatégorie d’une application et étudions

quelques unes de ses propriétés.

3. 23. D E F IN IT I O N . La cocatégorie cocat f d’une ap plication f : X --~ Y

est le plus petit des entiers k &#x3E; 0 pour lesquels i l existe un espace Z et

des applications y : X --~ Z et ~ : Z -~ Y tels que cocat Z = k et f = t% o ~;
si de tels entiers n’existent pas, on pose cocat f = 00 .

Evidemment, cocat f ~ min cocat X , cocat YI , cocatg o f ~
min cocat f , cocat ~ ~ , et cocat X = cocat 1 x où 1 x désigne l’applica-
tion identique de X.

3. 24. PROPOSITION. Pour toute homotopie ht : X -~ Y, on a

DEMONSTRATION. Supposons cocatho = k et soit Z, rp.- X -~ Z et

ip - Z - Y tels que cocat Z = k et ~ o cp = ho . Remplaçons ~ par une

proj ection d’espace fibré p : W- Y qui lui soit homotopiquement équiva -
lente. On peut factoriser ho par W et la propriété de relèvement des

homotopies montre que l’on peut aussi factoriser h 1* D’autre part, puisque
W est homotopiquement équivalent à Z , on a cocat W = k , donc cocat h I
k . On prouverait de même que cocat h 1 = k entraine cocat h o _ k .

Le résultat suivant peut être considéré comme la généralisation
d’un théorème de Spanier et Whitehead [ 37 1 qui ont prouvé que, si la
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fibre est contractile dans l’espace total,elle possède une multiplication
continue.

77 le
3. 25. THEOREME, Si Q -~ Y -~ B est une libration, on a

DEMONSTRATION. Supposons cocat’r/ = k et soit Z, cp. Q-~ Z et

; .- Z - Y tels que cocat Z = k et f o cp = 7~ . Il existe une proj ection

d’espace fibré p : W -~ Y et une équivalence homotopique i .- Z - W telles

que p o j = l . La suite

dans laquelle 6 est l’inclusion, est une fibration. Puisque i est une

équivalence homotopique, on a cocat W = k . D’autre part,

de sorte que; 0 ïf~~C F/ il existe donc une application (D -. Q... F telle

que 6 o (D = i o cp. En outre,

de sorte que p o ~ ( F ) C ~ ( ~ ) ; il existe donc une application Y : F -~ ~

telle que ’rjo~ - po ~. On a ’~o~Yo~ =pojo ~_’~ et, puisque 7~

est injective, ’1101&#x3E; = 1 ~ . Il en résulte que F domine Q , donc

Nous terminerons par prouver un résultat apparenté à un résultat

récent de Stasheff [ 38 ] et plus précis que le théorème 3. 16.

3. 26. T H E O R E M E . 72~X~COC~ où p : ~ ~ X -~ X est définie par

p ( t, W) = úJ( t).

DEMONSTRATION. Supposons cocat p = k et soit Z, çp - ~~X -~ Z et

: .- Z - X tels que cocat Z = k et ~ e cp = p . Considérons le diagramme
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dans lequel cPk + 1 désigne le commutateur de poids k + 1 de l’espace de

lacets respectif et e est le plongement canonique de f2 X dans f2~ f2 X.
On a Opoe= 1 Q X, donc

D’autre part, puisque QÇ est un homomorphisme de H - espace, le dia-

gramme est commutatif. D’après le théorème 3. 16 , on a nil Z ~ k , donc

l’application ~k ~ 1 correspondant à D z est homotope à l’application
constante et il en est à présent de même pour l’application ~k ~ ~ corres-
pondant à D X, i. e. nil X ~ k .
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