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STRUCTURES PRESQUE COMPLEXES, STRUCTURES CONFORMES

ET DERIVATIONS

par Boubakar BA

CAHIERS

de

TOPOLOGIE ET GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

INTRODUCTION

A l’origine de ce travail se trouve une tentative de généraliser aux

variétés presque complexes le théorème sur les automorphismes d’une

variété analytique complexe de Bochner et Montgomery [ 3 ] , problème qui
a été résolu depuis par Boothby, S. Kobayashi et Wang [ 4 ] .

L’étude des automorphismes infinitésimaux nous a conduit à con-

sidérer le cas où la variété est munie d’une structure riemannienne ou

pseudo-riemannienne compatible avec la structure presque complexe et à

envisager les relations qui existent entre les automorphismes des diver-

ses structures qui interviennent. On sait d’autre part [ 13 ] d’après les

travaux de Spencer-Kodaira que l’étude des déformations d’une structure

conduit à résoudre le faisceau des germes d’automorphismes de la struc-

ture, d’où l’apparition d’opérateurs cohomologiques sur les faisceaux de

germes de tenseurs de certains types. Nous avons donc, en vue de l’étude

des déformations, cherché systématiquement les opérateurs cohomolo-

giques opérant sur les algèbres. de tenseurs sur une variété, ce qui nous

a amené à étudier les dérivations des algèbres de tenseurs attachés à un

fibré vectoriel sur une variété. Le travail comprend donc plusieurs parties:
- le chapitre 1 se compose de préliminaires algébriques relatifs à l’exis-

tence d’une structure complexe, d’une structure pseudo-hermitienne sur

un espace vectoriel. Nous ne nous sommes pas limités systématiquement
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au cas où l’espace vectoriel a une dimension finie.
- le chapitre II commence par l’examen de certains exemples de structures

presque complexes et notamment l’exemple du fibré tangent à une variété

W . Cette. question étant liée à celles des connexions (linéaires ou de

vecteur) sur une variété, nous avons analysé le cas général d’un fibré

vectoriel p : E -~ W et montré que les scissions de la suite exacte

(IE): 0-·~ÛE-~TE-~ p*TW-~0
de fibrés vectoriels sur E (où Op désigne le fibré des vecteurs verti-
caux, p *T W l’image réciproque du fibré tangent 7r : TW - W ) qui sont

compatibles avec les homothéties de E sont en correspondance biuni-

voque avec les connexions sur E.

Les scissions quelconques de 1., interprétées comme scissions

de la suite

( 1 E, ) : 0 -~ ~E. -· TE ’ - P *T W - 0
où E a été remplacée par le complémentaire E’ de la section nulle de

E, s’obtiennent à partir de connexions sur Op, dites connexions régu-

lières de vecteur, car dans le cas où E = TW , ce sont bien des conne-

xions régulières de vecteur au sens d’~Akbar-Zadeh [ 1 ] . Mais à ,une

scission correspond plusieurs connexions de vecteur.

Dans le cas où E = TW , l’isomorphisme naturel ~ ",‘_ ~ * T W
permet d’associer à toute scission de ( 1 E ) une structure presque com-

plexe sur TW, dont l’intégrabilité est étudiée et on retrouve dans le cas

où la scission est définie par une connexion linéaire sur W, la condition

bien connue : la connexion doit être plate [ 5 ] .
La deuxième partie du chapitre II, étudie les fonctions holo-

morphes sur une variété presque complexe et les champs de vecteurs que
nous avons appelés holomorphes. L’existence de ces éléments permet
sous certaines conditions de régularité (par exemple : homogénéité locale)
de feuilleter la variété dans le premier cas en sous-variétés presque

complexes qui rendent constantes les germes de fonctions holomorphes
et dans le second cas en sous-variétés analytiques complexes. Lorsque la
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variété est le produit d’une variété analytique complexe par une variété

presque complexe sans germe de fonction holomorphe, les deux feuil-

letages ainsi définis sont transverses l’un de l’autre.

Dans le cas général, V est localement fibrée sur une variété

complexe qui permet donc (localement) d’obtenir les germes de fonctions

holomorphes sur V à partir des fonctions holomorphes sur une variété

complexe.
Un théorème d’intégrabilité est alors donné à la fin du chapitre II.

Le chapitre III commence par l’étude des transformations confor-

mes sur une variété pseudo-riemannienne et l’établissement de quelques
formules utiles pour la suite. On montre ensuite que si un tenseur de

type ( p , q ) ( p § q ) , de longueur partout non nulle est invariant par le

groupe des transformations conformes alors ce dernier est un groupe

d’isométries pour une métrique conforme à la métrique initiale, ce qui
constitue un pas dans la résolution du problème suivant dû à Lichnérowicz:( *~

si V est une variété de Riemann compacte dont le groupe des transfor-

mations conformes n’est le groupe d’isométries d’aucune métrique confor-

me alors V est isométrique à la sphère. Cette conjecture prouvée par

Goldberg et Kobayashi dans le cas où le groupe des isométries est sup-

posé transitif [ 12 J , est prouvée ici dans l’hypothèse où le groupe des

transformations conformes est supposé transitif et 7T, ( V) fini. Tout

récemment Lichnérowicz a résolu le problème avec des hypothèses plus

générales: il suppose R = cte (ce qui est loisible d’après Yamabé

[23]) et Ra~RaQ= cte [19J .
Nous étudions ensuite le cas d’une variété à bord et obtenons

notamment un théorème qui donne la cohomologie relative de ( V , 9 V )

en liaison avec les transformations conformes dans le cas riemannien.

Lorsque la structure pseudo-riemannienne est subordonnée à une

structure presque complexe on obtient dans les cas V à bord ou sans

bord des conditions sous lesquelles une transformation conforme est

presque complexe, une transformation conforme et presque complexe est

un automorphisme : les résultats se précisent mieux dans le cas presque

(*) A. AVEZ vient de résoudre ce problème (Cf. Comptes Rendus de l’Ac. des Sc.1964).
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kâhlérien.

Le chapitre IV étudie, pour les raisons indiquées plus haut, les
dérivations et pseudo-dérivations de l’algèbre bigraduée des tenseurs

naturellement attachés à un fibré E -~ V, les dérivations de l’algèbre

graduée des formes symétriques sur E et les dérivations des formes

antisymétriques sur E . Cette dernière étude donne naturellement comme

cas particulier, lorsque E = T’( V), la théorie de Frôlicher-Nijenhuis

[10].
Dans les cas cités, les dérivations et pseudo- dérivations sont

classifiées et on trouve le rôle important qu’ y j joue l’introduction d’une

connexion sur E qui permet ici encore de scinder des suites exactes

qui s’introduisent naturellement.

On trouve que dans les dérivations et pseudo-dérivations de

l’algèbre de tous les tenseurs et de l’algèbre symétrique il n’existe pas

d’opérateur cohomologique n’opérant pas trivialement sur les fonctions.

Dans le dernier cas au contraire (dérivations de l’algèbre exté-

rieure) on met en évidence l’existence d’opérateurs cohomologiques opé-
rant non trivialement sur les fonctions.

Certains des résultats contenus dans ce travail ont déjà été indi-

qués dans trois notes [ 2 ] .

Je tiens à exprimer ici ma profonde reconnaissance à Monsieur

le Professeur Lichnérowicz qui a bien voulu en dirigeant mes travaux

me donner tous les conseils et tous les encouragements sans lequels
ce travail n’aurait vu le jour.

J e remercie également Monsieur le Professeur Spencer pour l’aide

qu’il m’a procurée pendant l’année 1961- 1962 que j’ ai passée à l’Uni-

versité de Princeton.

Monsieur le Professeur Ehresmann a bien voulu me faire l’honneur

de présider le jury de cette thèse et de publier ce travail dans son sémi-

naire : je lui dois une profonde reconnaissance.

Je prie Monsieur le Professeur Bruhat, qui en me proposant un

sujet de deuxième thèse me fait l’honneur d’être membre du jury, de bien

vouloir accepter mes sincères remerciements.



CHAPITRE I

PRELIMINAIRES ALGEBRIQUES

1. Structure complexe sur un espace réel.

Pour tout espace vectoriel complexe E , on note ER l’espace
vectoriel réel sous-jacent. Une application f d’un espace vectoriel com-

plexe dans un autre E’ est appelée semi- linéaire si elle vérifie :

autrement dit si f E Hom C ( E , E’ ) où E’ désigne l’espace vectoriel

complexe conjugué de E’ . Une bijection ~7r’ : E -~ E semi-linéaire et invo-

lutive est appelée semi-involution.

Sur C ( 1 ), où 1 désigne un ensemble quelconque, l’application

(Za.) .. (Z a.) est semi-linéaire et involutive et est appelée semi-invo-

lution canonique. Toute base ( ei )i f I de E définit un isomorphisme de

C ~ I t sur E et par suite permet de définir par transport de structure une

semi-involution sur E. Soit ( E, ~" ) un espace vectoriel complexe muni

d’une semi-involution, alors sur E *, dual de E on définit une semi-

involution T* par la relation :

Le couple (E*,r*) est dit dual du couple (E, 7-). L’ensemble Eo des
éléments de E invariants par T est un espace vectoriel sur R , appelé

espace vectoriel réel de E , dont la dimension (sur R) est égale à la

dimension (complexe) de E . Plus précisément on a : E = E o + i E o
Eo r~ i Eo = f 0 ~ .
Soit F = Hom R ( E R , C R ) . Il est muni d’une semi- involution naturelle à

savoir l’application qui à tout f e F associe f défini par ~( x ) = f ( x ) .
Le couple ( F, .- ) admet comme espace réel F 0 un espace vectoriel qui
s’identifie canoniquement à E~ .
~Soit ~ un espace vectoriel sur R .
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10) Peut-on le considérer comme l’espace vectoriel Eo réel d’un

espace vectoriel complexe E , muni d’une semi-involution ? Si E existe

il est dit le complexifié de 5’,.

2°) Peut-on le considérer comme l’espace vectoriel sous-jacent à

un espace vectoriel complexe E ? Si E existe on dit qu’il définit une

structure complexe sur 5’,.

On voit facilement que le 1er problème admet toujours une solution:

en considérant F = HomR (5’" CR) muni de la semi-involution définie

précédemment 5’, s’identifie alors canoniquement à un sous-espace de

Fô . Le complexifié E de 5’, est donc simplement le sous-espace vecto-

riel sur C engendré par l’image canonique de &#x26; dans F *, sous-espace

qui est manifestement stable par la semi-involution de F *. Si dim ~  + ~

on a plus simplement E = F *. On peut encore remarquer que E is OR C ,
muni de la semi-involution x ® ~ -~ x ® 7.

En ce qui concerne le 2ème problème on a la :

PROPOSITION 1. Soit ( e.. i )= E 1 une base de ~ :
1) Pour qu’il existe une structure complexe sur 5’, il faut et il

suffit qu’il existe une partition de 1 en deux sous-ensembles Il et 12
et une bijection de 11 sur 12 . °

2) La donnée d’une structure complexe équivaut à celle d’un

automorphisme J de &#x26; vétifiant J 2 = -- Identité.
On voit donc que si dim ~ _ + 00 ou si dim ~  + 00 est paire il

existe une structure complexe et seulement dans ces cas.

L’opérateur J se prolonge au complexifié de 5’, en un automor-

phisme d’espace vectoriel complexe dont le sous-espace des vecteurs

propres correspondant à l’une des deux valeurs propres ( ± i) peut être

identifié à l’espace vectoriel E qui définit la structure complexe sur 5’,.

On dit encore que J définit la structure complexe de ê.

2. Algèbre extérieure sur un espace vectoriel complexe.
Soit E un espace vectoriel complexe. L’espace vectoriel F sur

R des applications linéaires de E R dans C R admet la décomposition
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naturelle

où E * désigne le dual (sur C) de E et désigne la conjugaison définie

au chapitre précédent, ce qui permet de considérer l’algèbre extérieure des

formes complexes sur E comme plongée dans l’algèbre extérieure (sur

R) A F, de F. De même A E * se plonge dans A F . On posera Fa ~ o -
_ 

a, ,’5

AaE* Fo~b = AbE* Fa~b = { u n v, u E Fa~o,v E Fo~b j } et on a donc

AF== S Fa ~ b . * La projection canonique de A F sur Fa ~ b est notée
a,b a, ,

p a, b · A F apparait comme une algèbre bi-graduée.
Tout automorphisme A de E définit par transposition un automorphisme
de E * et par transport au moyen de la bijection f -. f , un automorphisme
de E *, d’où un automorphisme de F. La représentation naturelle de GL(F)

IW

dans A F permet d’en déduire un automorphism e de A F , noté A . L’appli-
,."

cation A + A est une représentation du groupe GL ( E , C ) dans le groupe

opposé au groupe des automorphismes de A F. L’image de l’homothétie de

rapport i = Ci par cette représentation est notée C. On sait que cette

homothétie définit dans ER la (c structure complexe) J et on voit facile-

ment que si (D E Ap~ F on a

où

On peut maintenant considérer tout élément U 6 ~0772 ~(E, E ) , comme
r

élément de l’algèbre de Lie de GL ( E , C ) ; la représentation A -. A définie

ci-dessus induit une représentation de l’algèbre de Lie HomC ( E , E ) dans

~ F . L’image,par cette représentation, de l’homothétie de rapport i dans

E (ou ce qui revient au même de l’opérateur J de ER ) est noté M.
On a donc s i ~ 6À~F,

pour

et l’on vérifie que M = 1 (~-~ïP , tandis que C = 2 ia-b P 
b8a,b ~ a,b ’

Supposons que E R soit de dimension finie égale à 2 M. 8 Si (Z 0153) désigne
une base de E *, (Z CI,"z 4) sera une base de F et l’on vérifie que
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où

(resp. y 0153) désigne la partie réelle (resp. la partie imaginaire pure) de Z a~
est une 2n - forme réelle, dont le signe est indépendant de la base (Z 0153) et
détermine par suite une orientation de ER , que nous dirons canonique.
Désignons par ER le complexifié de E~ . D’ après ce qui précède il s’iden-
tifie à F*. Une base ( Za, Za) de F est dite adaptée à la structure com-

plexe de E ~ . » 
’

De même la base duale ( ~a, ~a*) de Ef est dite adaptée. L’ensemble

des bases de Ef adaptées à la structure complexe de ER est invariant

par le groupe des matrices de la forme, ( A ~) où A E GL ( n , C ) , tandis
- o A

que l’ensemble des bases de E ~ , de la forme (e4’- e ~*) duales des bases

réelles (xa, ya) de F est invariant par le groupe des matrices de la forme
( B C) où B E GL(n, R), C E GL(n, R).
~C -B

3. Structure pseudo-hermitienne sur un espace vectoriel réel.

Les notations étant les mêmes que plus haut, on sait qu’on entend

par forme hermitienne sur E une application H : E X E -. C telle que pour

tout t E E , l’application partielle t’ - H ( t, t’ ) soit linéaire et qu’on ait

de plus H ( t , t’ ) = H ( t’ , t ) ~I t et t’ E E .

Notons g ( t, t’ ) (resp. co ( t, t’ )) la partie réelle (resp. la partie imaginaire

pure) de H ( t , t’ ) .

On vérifie que g (resp. cv ) définit sur En une forme bilinéaire symé-

trique (resp. alternée), invariante par J et qu’on a :

de sorte que la donnée de l’un des trois éléments H, g, ú) suffit à déter-

miner les deux autres. Si l’une des trois formes est non-dégénérée, les deux

autres le sont également. On dit dans ce cas que E R est munie d’une

structure pseudo-hermitienne. La structure est dite hermitienne si g est

non seulement non dégénérée mais positive.

~Si ~ désigne une forme bilinéaire symétrique quelconque sur E ~ on en

déduit une forme bilinéaire symétrique g, invariante par J par la relation
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d’où une forme hermitienne sur E qui est positive définie si y l’est.

Soit ( g, j ) une structure pseudo _hermitienne sur E R de dimension finie;
~ 

A

Notons g et c~ les applications de ER dans son dual définies par les rela-
tions

on vérifie facilement qu’on a,

et que si deux formes bilinéaires g (symétrique) et co (alternée) non dégé-
nérées vérifient ( 1 ) sur E R , Y il existe une structure complexe J telle que

( g, cv , J ) définisse une structure pseudo.,hermitienne.
On dit que co et g sont échangeables lorsque la relation ( 1 ) est satisfaite.

PROPOSITION 2. Etant donnée une 2 - forme ú) de rang maximum (i. e. non

dégénérée) sur un espace vectoriel ER de dimension finie (donc paire), on

peut toujours construire une forme bilinéaire non dégénérée d’indice paire
donnée 2 p 5. dim ER , échangeable avec w .

(L’indice de la forme bilinéaire symétrique est par définition le nombre de

carrés négatifs de la décomposition en somme de carrés de la forme quadra-

tique associée à la forme bilinéaire).

Si p = 0 , on se donne arbitrairement une forme bilinéair-e symétrique définie
A

positive y , d’ où en notant y l’ application définie par

" 

1 
A

un automorphisme K = cv-1 o y de ER . * On vérifie que K est antisymé-

trique par rapport à y c’ est-à-dire que :

que K 2 est symétrique par rapport. à y , donc complètement réductible, a

toutes ses valeurs propres négatives. Soit ER = E E ~ la décomposition de
x

ER en somme directe de sous-espaces propres (la valeur propre associée à

Ex étant - ~.2 ). On définit alors et On
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vérifie que que pour tout

La forme bilinéaire symétrique

définit alors la forme quadratique cherchée car elle est somme de formes

quadratiques positives sur les E ~ orthogonaux deux à deux.
Si 0  2 p  ER , on décompose ER en somme directe de deux sous-espaces

E 1 et E 2 de dimensions 2 p et 2 ( n - p ), orthogonaux relativement à co

c’est-à-dire que ~x,y~==0,V~~E.et)/6~dc sorte úJ 1 Ei est non
dégénérée pour i = 1 , 2 . Sur Ei i il existe donc d’après ce qui précède une

forme bilinéaire symétrique définie positive gi , échangeable avec ú) 1 Ei .
La forme bilinéaire g 2 - g 1 est échangeable avec ce) , non dégénérée et a

l’indice voulu 2 p .

Si ER est munie d’une structure pseudo-hermitienne définie par g et Co on

sait que sur E * il existe une base ( Za) telle que l’on ait

H désignant la forme hermitienne sur E associée à g et Co -

Z (1 et Za considérés comme éléments de F , définissent ce qu’on entend

par base adaptée à la structure pseudo-hermitienne de E R . g et co s’ex-

priment au moyen de cette base par

en convenant d’identifier la forme bilinéaire alternée Ce) à la 2 - forme

qu’elle définit canoniquement. 
-

L’ens emble des bases adaptées (Z c1’ Z (1) est invariant par le groupe des

matrices de la forme ( A 0) où A E U ( n , p ) (groupe des matrices laissant
o X

invariante dans C" la forme hermitienne :

on a également :
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OPERATEUR *

Soit E R un espace vectoriel de dimension m , pseudo-euclidien
(c’est-à-dire muni d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée g )
orienté (c’est-à-dire muni d’une m - forme n 4 0 ) , g s’étend en une forme

bilinéaire symétrique non dégénérée, notée ~ , ~ sur A E R et A E R .
Ces données déterminent canoniquement une m - forme v, appelée élément

de volume, de même signe que ~i , telle que ~ v , v ~’ - ( -. 1 )p où p dési-

gne l’indice de la forme quadratique associée à g. Pour tout y e A q E*
on définit * ~ E A"‘ - q E R par la relation

On vérifie que * est un isomorphisme d’espace vectoriel et qu’on a

pour toutes q - f orme s ~p et cp’ .
Si ER est muni d’une structure pseudo-hermitienne, elle est canoniquement
orientée et par suite, au moyen de sa structure pseudo-euclidienne sous-

jacente et de son orientation, on peut définir un élément de volume dont
n

on vérifie immédiatement qu’il vaut - .
nl

L’indice de la forme quadratique étant nécessairement pair, on vérifie ici

que * est un isomorphisme d’espace vectoriel pseudo-euclidien à cause de

( 2 ~ . De plus on a

( 2 ) et ( 3 ) entraînent



CHAPITRE II

STRUCTURES PRESQUE COMPLEXES

Toutes les applications considérées sont de classe Coo.

1. Définitions.

Soit V une variété différentiable COO, de dimension paire 2 n .

Notons T ( V ) son fibré tangent et pour tout x e V, T x ( V ) l’espace vec-
toriel des vecteurs tangents en x à V, R ( V ) le fibré principal des repères
réels de V, Re ( V) le fibré principal des repères complexes. On a alors,
comme on le sait, le résultat suivant :

PRO PO SIT 10 N 1. L es assertions suivantes sont équivalentes:
a) Il existe sur chaque espace Tx( V) une structure complexe (voir

chapitre 1 ) de telle sorte que la condition suivante soit vérifiée.
Tout point y E V possède un voisinage U sur lequel est définie

une forme différentielle Q , à valeurs dans Cn dont la restriction à chaque

point p E U définit un isomorphisme d’espace vectoriel complexe de Tp (V)
sur Cn.

b) Il existe un champ différentiable J x E Aut T x ( V) de carré - Id ,
ce qui revient à dire que le fibré tangent T ( V ) possède une structure

complexe di f f érentiable. ,

c ) Il existe un champ différentiable de sous-espaces de dimension

n des complexifiés Tc( V) des espaces tangents.
d) Le fibré principal R ( V) contient un sous- fibré principal dont le

groupe structural est l’ensemble des matrices de la forme ( B C ) où
-C B

B E GL(n, R).

e ) Le fibré principal RC ( V ) contient un sous- fibré principal dont

le groupe structural est l’ensemble des matrices de la forme ( A 0 ) où
o A

A E GL(n, C).

DE FIN IT 10 N. Lorsque l’une des propriétés ( a ) - ( e ) est vérifiée par une

variété V , on dit qu’elle possède une structure presque complexe. On

appelle variété presque complexe une variété munie (par exemple) d’un
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champ différentiable x -~. Jx d’automorphismes des espaces tangents, de
c arré - Id .

Une structure presque complexe étant donnée sur V , à chaque

espace tangent on peut appliquer les considérations algébriques du chapitre
I. On en déduit en particulier que V est canoniquement orientée par la

donnée de J et que les opérateurs C et M définis  ponctuellement» s’éten-

dent au module des formes différentielles sur V . De même l’espace des

formes à valeurs complexes est bi-gradué et les opérateurs P a ~ b se défi-

nissent comme au chapitre I.

2. Exemples.
1 ) Soit V la variété réelle sous-jacente à une variété analytique

complexe. Les cartes locales complexes munissent canoniquement V d’une

structure presque complexe dite dérivée de la structure analytique complexe.

2) Sur l’ensemble II, e ~ ,..., e 71 1 considéré comme base de R e, la
table de multiplication :

permet par prolongement R - linéaire de munir R 8 d’une structure d’algèbre
(non associative) appelée algèbre des Octaves de Cayley. Si x = x= ei ,
y = yi ei sont deux éléments de R ~ (identifié au sous- espace de R 8 des

vecteurs de 1ère coordonnée nulle).

On définit

et on vérifie que l’application (x, y) .~xny est gne application bilinéaire

alternée de R 1 X R 7 dans R 1 telle que
et que

Autrement dit, sur on définit une structure

presque complexe j par J x y = x n y où l’ on a identif ié Tx(S6) avec
l’ensemble des points y E R ~ tels que ( y~ ~ =0.
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3. Structure presque complexe sur T ( W ) .

Soit W une variété différentiable de dimension m ; notons C le

fibré sur T ( W ) des vecteurs tangents à T ( W ) qui sont verticaux, c’est-à-

dire (en notant par 7T : T’ ( W ) -~ W la projection canonique) le noyau de

77 T T ( W ) -r· T ( W ) application tangente à 7r . On a donc la suite exacte

de fibrés vectoriels sur T ( W )

où 7T* T ( W ) désigne le fibré sur T ( W ) , image réciproque du fibré T (W )... W

par l’application 77 (fibré qui est, comme on le sait, le sous-ensemble de

T(W) X T(W) des couples (ti, t2 ) tels que ~(tl) _ 7T(t2 ».
Or si t E T ( W ), ’ 0~= T t( T~~ t )( W )) est l’espace tangent au point t à

l’espace vectoriel T7r(t) (W). On a donc un isomorphisme T r(t)(W)
au moyen de la translation u -~ u - t qui identifie tout vecteur tangent à un

espace vectoriel en un de ses points à un élément de cet espace. De même,

par définition, la fibre (7T*T(W»t de 7T*T(W) au point t 6 T ( W ) est

~ t ~ X T ~ ( t )( W ) c’est-à-dire isomorphe canoniquement à T~ ( t 3 ( W ) . ° Autre-
ment dit les deux fibrés 0 et 7T*T(W) sont canoniquement isomorphes.
Soit K;TT(W~-~!3 une scission quelconque de la suite exacte

qui permet par conséquent d’ écrire :

(Somme de Whitney).

En appelant j l’isomorphisme canonique de sur on

déf init pour , D’où

autrement dit

Nous voyons donc que toute scission de la suite exacte ( 1 ) définit

une structure presque complexe sur T ( W ).

Comme toute suite exacte de fibrés vectoriels sur un espace paracompact

se scinde, nous voyons donc que le fibré tangent à une variété différen-
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tiable quelconque possède une structure presque complexe. Une telle struc-

ture presque complexe est, comme on le voit, telle que J ~ ~~~ _ ~ 1 0 ~ .

Réciproquement, si J est une structure presque complexe sur T ( W ) telle

que C- r soit un sous - fibré réel de T T ( W ) (c’est-à-dire précisément

/ D « ~ _ ~ { 0 } ) alors elle définit une scission de ( 1 ).

PROPOSITION 2. Les structures presque complexes sur le fibré tangent à

une variété différentiable W telles que 0 soit un sous- fibré réel de TT ( W )
sont en correspondance biunivoque avec les scissions de la suite exacte :

REMARQUE. Dire que 0 est réel c’est également dire que les espaces

tangents à W qui sont les sous-variétés intégrales de la distribution t -. ci t
(t E T ( W ) sont des sous-variétés réelles de la variété presque complexe

T ( W ). (En appelant sous-variété réelle d’une variété presque complexe V

une sous-variété U telle que j T x ( U ) « T x ( U ) = ~ 0 ~ 1 y x EU).

SCISSIONS DE (lE) ET CONNEXIONS.
Nous allons dans ce paragraphe étudier les scissions de ( 1 ) en

liaison avec la théorie des connexions dans un fibré vectoriel.

Considérons plus généralement un fibré vectoriel E ( C (0) sur une

variété (Coo) paracompacte W. Notons p : E -~ W la projection, ~ le module

des sections de E et pour toute application IL d’ une variété dans une autre

IL * désigne l’ application tangente.
Notons Oc le sous-fibré de T ( E ) des vecteurs verticaux c’est-à-

dire tels que p*(t ) = 0 . Nous avons encore la suite exacte de fibrés vec-
toriels sur E

et l’isomorphisme ~E ,:‘_‘ p * E où p * E -~ E désigne le fibré vectoriel (sur

E ) image réciproque par p du fibre E (sur W ) . Le groupe multiplicatif R *

des nombres réels 4 0 opère sur E au moyen des homothéties et toute

scission K : T’ ( E ) -~ 0. de 1 E définit par le noyau de K une distribution

de sous-espaces tangents à E , appelée horizontale, qui est invariante par
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R * si et seulement si K o h À* b o K (où h ~ * désigne l’ application

tangente à l’homothétie h À de rapport ~ ~ 0 ) pour tout À E R *. Nous avons
alors le théorème :

T H E O R E M E. Il y a une correspondance biunivoque naturelle entre les scis-

sions de 1 E définissant des distributions invariantes par R * et les con-

nexions sur E .

Soit D une connexion sur E , c’ est-à-dire une application qui à tout

t E T ( W ), tout o- E .~ associe un élément D t a’ E E~ ( ~ ~ (où 7T : TW -~ W

désigne la proj ection) de f açon que l’ on ait :

pour toute fonction f, COO sur W et tout k E i~ . On en déduit une connexion

D sur le fibré p * E , dite image réciproque de D par p et comme D E ~ p*E,
N

on en déduit finalement une connexion (notée encore D ) sur CE *
Le fibré DE admet une section S dite canonique, qui à tout point

v E E associe le vecteur tangent à E en v , vertical et image de v par

l’isomorphisme (déjà mentionné au n~3 , ) entre vecteurs verticaux en v

et éléments de la fibre de E passant par v. On en déduit une application

définie par

On peut définir d’autre part une application K : T E -~ CE de la

manière suivante : pour tout v 6TE, soit cr E E une section (locale)telle

que cr* p*( u ) - u. On pose alors K ( u ) = D p ~ u ~o’ en identifiant comme* * * U

plus haut E p (v) à (ïj-,)V. Il faut naturellement vérifier que si or’ t est

une autre section (locale) vérifiant on a

D , , o- ce qui va résulter du lemme suivant :*
L E MM E. Soient cr et 0-’ deux sections (locales) du fibré E telles que

0~(~ ~=o’’(x ) alors les deux égalités suivantes sont équivalentes

pour tout

La propriété étant locale, nous pouvons supposer que E = G’ X F
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où U est un ouvert de R m et F un espace vectoriel de dimension finie.

On a alors une correspondance biunivoque entre le ~ ( v) - module des appli-
cations de U dans F et le ~ ( U ) - module des sections de E, où ~ ( U )
désigne l’anneau des fonctions différentiables sur U . Si une section o- est

représentée par l’application x -~ ( x, r( x )) l’application tangente 0- * est

évidemment représentée par t -~ ( t , f * ( t )) .
Posons où désigne la

proj ection ( x , y ) -~ y. Soit cp une forme linéaire sur F, 1 une fonction sur

C1 on a

à cause du caractère linéaire de ~, le premier membre désignant l’action

du vecteur ( l f ) * ( t ) tangent à F sur la fonction ~.

D’où

En tenant compte du fait que si deux vecteurs tangents à F prennent

même valeur pour toute forme linéaire, ils sont égaux.

Comme D est une connexion, on déduit finalement de ce qui précède que
co est une application vérifiant les égalités :

On a donc, en désignant par e i une base de F et par abus de notation en

désignant de la même manière les applications constantes de U dans F

définies par les e i ,

Soit finalement si

d’où
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Autrement dit l’équivalence des relations o’*( t ) = o’*( t ) et Dtor =

D t 0"’ . est démontrée.

Le lemme précédent montre également que les deux distributions

définies par K et 0 coincident.

En effet, si CT est une section de E, on peut considérer crp comme

une section du fibré p * E . La section canonique S et la section CT p véri-

fient alors les relations CT p (v) = S (v) et 0- *P* (U) = S *(u) pourvu que
c- soit une section vérifiant la condition o-* p*( u ) = u pour u E T ( E ),

section permettant justement de définir K ( u ) . Le lemme, appliqué à la
#III

connexion D, donne alors

d’ où i

Il faut enfin vérifier que pour tout vecteur u tangent en v à E , il

existe une section , locale c- telle que cr~(’t~=i~cr ~ ~~= ~ lorsque
u n’ est pas vertical, ce qui résulte aus sitôt du fait si y E F , v E T F, il

existe toujours une application f : .’ U -+ F telle que f ( xo ) = y, f*( t ) = v
où t E T x ( U ) est donné non nul. Si u est vertical on posera simplement

o 

K ( u ) = u . On voit d’ ailleurs facilement que si u est vertical D u S = u car
si ( o-~ ) est une famille de sections de E , formant une base en chaque

point de U, S ~ Sk e k où les Sk ( v ) pour v E E sont justement les coor-

donné.es de v par rapport aux o’k ( p ( v )) tandis que c- 0-,P désignent
les sections images réciproques des cJ’~ par ~ . On a donc

wr

Comme p * ( u ) = 0 et que 5r = CT k P on a finalement D u S = CM.~ )5~, or

u.Sk = Sk ( u ) par définition même de la section canonique ce qui démontre
,."

bien que D u S = u pour u vertical.
Il reste à démontrer que la distribution définie par K est invariante

par R * et réciproquement.
Or soit h ~ l’homothétie de rapport ~ ~ 0 on a

si o- vérifie o-* p *( u ) - u, on en déduit
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et encore .

et comme on en déduit que

soit

Ce qui montre la première partie du théorème.

Réciproquement, soit une distribution invariante par R *, définie

par K. On pose

pour

et l’on vérifie immédiatement à l’aide du lemme et de l’invariance par R *

que la relation précédente définit une connexion (on utilise en particulier
le fait que si h est une fonction telle que h ( xo ) = 0 alors

Notons E’ le fibré des vecteurs non nuls.

Soit maintenant 0 une connexion quelconque dans le fibré CECF p*E’.
Elle est dite connexion de vecteur sur E’ . Elle permet de définir encore

une fonction 0 : TE’ -~ ÏJEI par la relation

Mais cette fois O ne définit pas nécessairement une scission de la suite

~ E . * Lorsqu’ on a Ker e e C) Et = TE’ , on dit [ 1 ] que 0 est une connexion

régulière. Il est clair que pour qu’il en soit ainsi il faut et il suffit que pour
tout vecteur u =1= 0 vertical on ait 8 ( u ) ~ 0 . En effet on a déjà

La condition e ( u) =1= 0 pour tout vecteur vertical entraîne en outre

d’où l’égalité dim TE = dim et comme

on a bien Ker
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Si D est une connexion sur E , les considérations précédentes mon-
-

trent que D est une connexion régulière.

Réciproquement, soit une distribution horizontale, supplémentaire
de CE" c’est-à-dire une scission de 1 E, , est-elle induite par une con-

nexion régulière au moins ? Nous avons le

THEOREME. Toute scission de la suite exacte ( 1 E, ) peut être définie

par une connexion régulière :
La section canonique S est un champ de vecteur sur E’ , non nul

partout. Une métrique riemanienne sur E’ permet donc de décomposer
TE’ = T 1 E’ ® T 2 E’ où T 1 E’ est le fibre de rang 1 , engendré par S , T 2 E ’
le fibré orthogonal à S . Sur le fibré T 2 E’ soit S une connexion. En

--

posant D t Y = ( t , f ) S ~- ~t H pour tout Y = f S -f- H (H E T 2 E’ ) et tout

~ 6 TE’, on définit une connexion linéaire sur E’ telle que D t S = 0 pour

tout vecteur t .

Soit K : .’ TE’ -~ UEI l’application qui définit la scission de la suite

( 1 E, ) . Pour toute section cr : E’ -~ DE, (qui est donc un champ de vecteur
sur E ) on pose Vtc- = K ( D ta) relation dont on vérifie facilement qu’elle
définit bien une connexion sur le fibré Op. et l’on a i7 t s = 0 y t 6 TE’.

Soit enfin V une connexion sur C., telle que V 1S 4 0 pour tout vecteur

vertical t, connexion dont l’existence est évidente (il suffit de prendre par

exemple l’image réciproque par p d’une connexion sur E’ ) . On définit

finalement la connexion D sur CE’ par la relation

Pour tout vecteur t = v + h (v E ~E, , h horizontal) D ainsi dérini est bien
A A

une connexion telle que D v S ~ 0 pour tout vecteur v ~ 0 et D h S = 0 pour
tout h horizontal de sorte que la distribution définie par la connexion régu-

lière D est bien celle qui était donnée.

En conclusion nous voyons donc qu’à toute scission de ( 1 E ) on

peut associer d’une infinité de manière une connexion régulière qui la défi-

nit et que toute connexion régulière définit une scission de ( 1 Er). Lorsque
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la distribution est invariante par l’action de R * la connexion régulière

peut être choisie d’une seule manière de façon à être l’image réciproque

par p : E’ -~ W d’une connexion sur le fibré E .

Lorsque E = T’ ( W ), toutes ces scissions correspondent à des

structures presque complexes sur TW.

3. Intégrabi I ité d’une, structure presque complexe.
Les notations étant les mêmes qu’au paragraphe I , on sait qu’on

a la proposition suivante :

P R O P OS IT IO N . L es assertions suivantes sont équivalentes :

1 ) Quels que soient a et b, la différentielle de toute forme biho-

mogène de bidegré ( a, b ) est somme de formes de bidegré ( a + 1 , b ) et

(a,b~- 1).

2 ) P o ~ 2 ( d a. ) = 0 pour toute f orme a, de bidegré ( 1 , 0 ) .

3) P o ~ 2 ( d 6 °‘ ) = 0 pour les formes 8 °‘ définissant localement la

structure.

pour tous champs de vecteurs X et Y. (1/4 T est appelée forme de

tors ion) .

Chacune des assertions précédentes est trivialement vérifiée par
la structure presque complexe dérivée d’une structure analytique complexe
et il résulte d’un théorème de Newlander- Nirenberg que, réciproquement,
toute structure presque complexe vérifiant ( 1 ) ... ( 5 ) dérive d’une struc-

ture analytique complexe. On dit alors que la structure presque complexe
est intégrable.

A) Considérons la structure presque complexe définie sur S 6 par
les octaves de Cayley. Tout champ de vecteur sur S 6 sera identifié à

une application de S 6 dans R 7 de sorte que si X et Y désignent deux

champs de vecteurs on a ( X , Y ~ - d Y ( X ) -. d X ( Y ) où dX (resp. d Y )

désigne la différentielle de l’application X : S 6 -~ R 7 (resp. Y ) . On en

déduit aussitôt :
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Or en un point de sorte que

En calculant de même les autres termes, on trouve qu’en un point x E S 6

et pour deux vecteurs y et z tangents en x à S 6 on a

En particulier, avec les notations du ( 2 , 2 )

Pour des raisons d’homogénéité on voit que la torsion n’est nulle

en aucun point de S 6 qui se trouve donc munie d’une ~structure presque

complexe non intégrable.

B ) Considérons maintenant la structure presque complexe définie

sur TW par une scission de ( 1 ) . A tout champ de vecteur X sur W, on

peut associer un champ de vecteur horizontal X h tel que 7T (Xr) = X et

un champ de vecteur vertical, noté Xv , image de Xh dans l’isomorphisme
j de à sur 7T*TW. Le champ Xv ainsi obtenu est d’ailleurs constant le

long des fibrés de t de sorte que si Y est un champ de vecteur sur W on

a immédiatement ~ Xv, Y ] = 0 .
Les modules sur 5(W) des sections (locales) du type Xh et Xv

engendrent localement (sur 5:(TW» les sections des fibrés t et 7T*TW.

Il suffit donc pour déterminer la torsion de la structure presque complexe
de calculer On a

Il résulte de la définition même de j que

et comme [ Xh, Yv J est vertical comme on le voit aisément,

De même
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On en déduit que la structure presque complexe définie par la

scission est intégrable si et seulement si l’on a

ce qui entraine en particulier que la distribution horizontale définie par

la scission est intégrable. On peut énoncer :

THEOREME. Pour que la structure presque complexe définie par une

scission de ( 1 ) soit intégrable il faut et il suffit que pour tous champs de

vecteurs X et Y sur W on ait

Supposons la distribution horizontale définie par l’image réciproque
d’une connexion linéaire sur W . Elle est alors, comme on l’ a vu, invariante

par le groupe R * opérant sur T ( W ) par les homothéties. Or le champ

canonique S est précisément le champ de vecteur sur T ( W ) , générateur
du groupe à un paramètre R *, comme on le vérifie facilement, il en résulte

que si X h est le champ horizontal déterminé par X, ( S, Xb 1 est à la

fois horizontal et vertical donc nul. Si { X t ,... , 1 Xn ~ 1 désigne une base

locale définie sur un ouvert U de W , on a S = S’~ ( Xk )v , autrement dit

-

Or, D étant la connexion dans r1 déterminée par la connexion

linéaire D, on a, puisque Xh est horizontal 
--

On en déduit donc

ou ce qui revient au même

pour tous champs X et Y.
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De la relation

On déduit aussi

et par suite

Mais on a

Soit

Et comme

on a finalement

Pour que la distribution horizontale obtenue soit intégrable il faut

donc et il suffit que ~ X h , 1 Yé 1 = [ X , Y ~ h soit R ( X , Y ) = 0 pour tous

champs de vecteurs sur W (où R désignera la courbure de la connexion).
La structure presque complexe est intégrable si de plus

c’est-à-dire si de plus

Le théorème précédent devient alors, ce qui est bien connu (cf [ 5]) :

T H E O R E M E . Pour que la structure presque complexe définie par une con-

nexion linéaire soit intégrable, il faut et il suffit qu’elle soit sans cour-

bure et sans torsion.

Nous voyons donc que la condition d’ intégrabilitP de la distribution

horizontale est plus faible que celle de l’intégrabilité de la structure

presque complexe. La condition R = 0 entraîne simplement qu’on a une
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structure de produit local déterminé par la distribution des champs de

vecteurs verticaux et celle des champs horizontaux. Dans le cas général
d’une scission de ( 1 ) définie par une connexion de vecteur nous avons

également les deux tenseurs

que l’ on peut considérer comme 2 formes sur T ( W ) à valeurs dans 0 et

qui sont des invariants de la scission.

4. Fonctions holomorphes sur une variété presque complexe.

DEFINITIONS.

V (resp. V’) étant une variété presque complexe, de tenseur j

(resp. J’ ), on appelle application presque complexe de V dans V’ une

application di f férentiable f : V -~ V’ telle que f *( Jt ) = J’ ( f *( t )) pour

tout t E T(V).

On appelle automorphisme de la variété presque complexe V tout

diffé omor~hïsme de V qui soit presque complexe ( f-1 est alors évidemment
presque complexe). Une fonction holomorphe cp sur V est par définition
une application presque complexe de V dans C muni de sa structure

presque complexe canonique. Pour que y: V -~ C soit presque complexe
il faut et il suffit que, avec les notations du § 1, on ait P o. 1(d Y) = 0 .

Pour tout ouvert U de V, soit p ( G’ ) le nombre maximum de fonc-

tions holomorphes sur U dont les différentielles soient linéairement indé-

pendantes en chaque point de U et soit P ( x ) = lim p ( U ) lorsque U

parcourt l’ensemble des voisinages de x EV". La fonction x -~ ~b (x) est

évidemment semi continue inférieurenlent car si x0E V il existe un voisi-

nage U ( "0) tel que ~b(xo) = p(U(xo)).~Si x E U(xo),on a p(x) &#x3E;_ p(U~

p ( xo ).. Cn a alors le résultat suivant :

T H E O R E M E . Soit V une variété presque complexe telle que ~ ( x ) soit

constant. Alors V possède un feuilletage tel que tout germe de fonction

. holomorphe soit constant sur ses feuilles.
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Pour tout x E V, soient en effet U un voisinage tel que ~ ( U ) -

~ ( x ), f ~ , ..., fp 1 p fonctions holomorphes linéairement indépendantes sur

U. ,

Toute autre fonction holomo~phe cp sur un voisinage U’ de x, est

telle que sur U’ n U on ait d ~p = ~ Ykdfk.le = 1 1 " "

Il en résulte aussitôt que le sous-espace de 7" fV~ définipar d cp= 0 =

dçp lorsque cp parcourt l’ensemble des germes de fonctions holomorphes au

voisinage de x est de dimension constante lorsque x parcourt V . On

définit donc ainsi un champ de sous-espaces des espaces tangents, champ

qui est évidemment intégrable et définit par suite un feuilletage de V.

Tout germe de fonction holomorphe est, par construction, constant sur les

feuilles de V ainsi obtenues.

Remarquons d’ailleurs que le voisinage U, muni de la structure presque

complexe induite par celle de V, vérifie la proposition suivante :
-

PROPOSITION. Il existe une variété analytique complexe V et une appli-
cation presque complexe f : U -~ U telle que toute fonction holomorphe

-

sur U se factorise en ~ = ~o f où ép: U -~ C est une fonction analyti-

que complexe sur U .
_w ,

Si (V’, f’) est un autre couple constitué d’une variété analytique

complexe et d’une application fl presque complexe vérifiant les conditions
--

de la proposition alors U’ est isomorphe (en tant que variété analytique

complexe) à U . Appelons variété presque complexe régulière toute variété

presque complexe vérifiant la proposition précédente, on a alors le

T H E OR E M E. Soit V une variété presque complexe telle que p ( x ) soit

constant. Alors V est localement isomorphe à une variété presque com-

plexe régulière.
Notons que si le feuilletage de V est régulier alors V est régulier

-

on prend alors pour V la variété obtenue à partir de V par passage au

quotient par la relation d’ équivalence qui identifie deux points de V s’ils
-

appartiennent à la même fe.uille et pour f : V - V la projection naturelle.
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A quelle condition une variété presque complexe donnée est-elle

régulière ? Il faut évidemment commencer par voir sous quelles conditions

la fonction p ( x ) est constante. Le faisceau des germes de fonctions holo-

morphes étant invariant par les automorphismes de V, on voit que pour

que p ( x ) soit constant il suffit que le pseudo-groupe des automorphismes
locaux de V soit transitif, c’est-à-dire que deux points quelconques de V,
m et n, étant donnés, il existe une transformation presque complexe d’un

voisinage de m sur un voisinage de n .

On peut se demander si la condition p ( x ) = constante n’entrafne

pas, réciproquement, que le pseudo-groupe des automorphismes locaux de

V est transitif. Lorsque p ( x ) = n = 112 dim V , la variété est analytique

complexe et on voit qu’il en est ainsi dans ce cas.

Soit

la 2 - forme dont la nullité assure l’intégrabilité de la structure presque

complexe. Pour toute fonction holomorphe f on a T ( X , Y ) f = 0 . En effet

Autrement dit les sous-espaces x = ~ T’ ( t , t’ ) pour t é T ,,( V ),
t’ E T x( V ) ~ 1 sont tangents aux feuilles du feuilletage défini précédem-
ment. Plus précisément considérons la distribution de sous-espaces défi-

nie par les champs de vecteurs de la forme T (X, Y), [T (XX, Y ), T (Xi Y1 ) ]
etc.... En supposant qu’une telle distribution soit de rang constant ( ce

qui est notamment le cas lorsque le pseudo-groupe des automorphismes
locaux est transitif) elle définit un feuilletage de V telle que toute fonc-

tion holomorphe soit constante sur ses feuilles. Tout point possède un

voisinage U sur lequel le feuilletage précédent induit un feuilletage régu-
_.. 

,

lier. La variété quotient U’ obtenue à partir de la variété feuilletée U est

naturellement munie d’une structure presque complexe car les espaces

tangents aux feuilles sont invariants par J ( J T ( X , Y ) = T’ ( JX , Y ) et la
_..

projection naturelle U - U’ est presque complexe. Comme T ( X , Y ), pour

tous champs de vecteurs X et Y sur U , est tangent aux feuilles de U,
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,."

il en résulte que la torsion de la structure presque complexe de U’ est
11I -

nulle. Localement U’ possède donc 112 dim U’ fonctions holomorphes
dont les différentielles sont indépendantes, fonctions holomorphes qui,

,." -

composés avec U -· U, donnent 1/2 dim U’ fonctions holomorphes sur U,
".,

dont les différentielles sont indépendantes. On en déduit que 2p &#x3E;_ dim U’.

Comme d’autre part T(X, Y ), ( T ( X ~, Y 1 ), T’ ( X , Y ) ] ,..., sont tangents1 ’ 1 ’ ’ ’ 
w

aux feuilles définies par les fonctions holomorphes on a dim U - dim U’ ~
-

2 ( n - p ) (c’ est-à-dire que les feuilles de la fibration U- U’ sont contenues

dans les feuilles définies par les fonctions holomorphes). Finalement il
,."

en résulte 2 p = dim U’ .

Autrement dit le champ de sous-espaces engendrés par les champs de vec-

teurs de la forme T ( X , Y ), ~ T ( X 1, Y 1 ), T ( X , Y ) ] ,..., définit le même

feuilletage que le champ de sous-espaces défini par { t I d cp ( t ) = 0 , pour
cp holomorphe 1 . On peut donc énoncer :

P R O P O SIT IO N . Soit V une variété presque complexe dont le pseudo-groupe
des automorphismes locaux opère transitivement : alors le feuilletage dé-

terminé par les germes de fonctions holomorphes est identique au feuil-

letage déterminé par les germes de champs de vecteurs de la forme

Considérons la variété V , feuilletée de la façon ci-dessus indi-

quée. Soit W une sous-variété presque complexe de V , transverse aux

feuilles du feuilletage.
Si t et t’ sont deux vecteurs tangents à W, T’ ( t, t’ ) est un vec-

teur tangent aux feuilles et par suite, puisque la torsion de la structure

presque complexe de W est la restriction à W de la torsion de la struc-

ture presque complexe de V , T ( t, t’ ) est également tangent à W donc

T (t, t’ ) = 0 . Autrement dit, d’ après le théorème de Newlander-Nirenberg,
W est une variété analytique complexe, d’où

P R O P OS IT IO N. Toute sous- variété presque com plexe de V , transverse

aux feuilles, est une variété analytique complexe.
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Il résulte également des considérations précédentes qui si ?’ con-

sidéré comme application de T x ( V ) X T x ( V ) dans T x ( V ) est surjec-
tive en chaque point x E V, il n’existe aucun germe de fonction holo-

morphe sur y . Comme on vérifie aisément que la sphère S 6 , munie de sa
structure presque complexe précédemment définie, vérifie précisément la

condition ci-dessus indiquée, on retrouve ainsi un résultat d’Ehresmann

[ 9 ] . Sur S 6 il n’existe aucun germe de fonction holomorphe.

CHAMPS DE VECTEURS HOLOMORPHES ET PRESQUE COMPLEXES.

D E F IN IT IO N . Nous appelons champ de vecteur presque complexe, tout

champ X qui engendre un groupe local à un paramètre d’automorphismes
locaux.

Lorsque X et JX sont tous les deux presque complexes, nous

disons que X est un champ holomorphe.
Pour que X soit un champ de vecteur presque complexe il faut et

il suffit comme on sait, que L ( X ) J = 0 ce qui s’écrit :

j [ X , Y ] = [ X , JY 1 pour tout champ de vecteur Y.

Pour que X soit un champ de vecteur holomorphe il faut et il suffit

que l’on ait en plus de la relation précédente, T’ ( X , Y ) = 0 pour tout

champ Y. 

Si y = V ~ X y 2 où Vi est une variété presque complexe, on munit
V d’une structure presque complexe évidente, produit des structures pres-

que complexes de V, et V 2 . En notant C ( V ) (resp. C ( V i ), i ~ 1, 2 )
l’ensemble des champs de vecteurs de V (resp. V,, i = 1, 2 ), on définit

de façon évidente une injection C ( Vi) -+ C ( V ) pour tout i , injection qui
transforme d’ailleurs les champs de vecteurs presque complexes de Vi
dans les champs de vecteurs presque complexes de V . Si V 1 est analy-

tique complexe, tout champ presque complexe est holomorphe, et l’injec-
tion C ( V t ) .~ C ( V ) transforme précisément les champs holomorphes de

y 1 en champs holomorphes sur V . Pour le voir il suffit de considérer

T ( X , Y ) lorsque X est l’image par C ( V i ) -· C ( V ) d’un champ holo-
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morphe sur V 1 et Y un champ sur V, bi-projetable, car localement, l’en-

semble des champs bi-projetables engendre (sur ~ ( V )) le module des

champs de vecteurs sur V . On a alors

où

Comme X provient d’un champ holomorphe sur V1 on a T ( X, Y1) =0
et comme X E C ( V 1 ) tandis que Y 2 E C ( V 2 ) on a ~ X, Y 2 J = 0 d’ où

il résulte que T ( X , Y 2 ) = 0 c’est-à-dire ?’ ( X , Y ) ~ 0 .

Nous voyons donc que sur une variété qui est localement le pro-

duit d’une variété analytique complexe par une variété presque complexe
il existe des germes de champs holomorphes. De façon générale on a la :

PROPOSITION. L’algèbre de Lie des champs de vecteurs holomorphes
est un idéal de l’algèbre de Lie des champs de vecteurs presque com-

plexes.
Soit en effet Z un champ de vecteur presque complexe, et X un

champ de vecteur holomorphe. Il résulte facilement du fait que L ( Z) J = 0

que l’on a

condition qui exprime tout simplement que
On en déduit que si X est holomorphe, T’ ( ( Z , X ~ , Y ) - 0 pour

tout Y, autrement dit que [ Z , X ] est holomorphe.
Il en résulte en particulier que le champ S de sous-espaces de

T ( V ) , ~ déf ini par ,S x = t , t = X x où X est un germe de champ holo-

morphel , supposé de rang constant (ce qui est notamment le cas lorsque
le pseudo-groupe des automorphismes locaux opère transitivement sur V )

est intégrable et ses variétés intégrables sont des sous-variétés presque

complexes de V qui sont en fait des variétés analytiques complexes. On
a donc :

THEOREME, Soit V une variété presque complexe dont le pseudo-groupe
des automorphismes locaux est transitif. Alors le faisceau des germes de

champs holomorphes détermine sur V un feuilletage dont les feuilles sont
des sous-variétés analytiques complexes.
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Si PA (V) désigne le pseudo-groupe des automorphismes locaux

de V, appelons groupe d’isotropie linéaire en xo le groupe des automor-

phismes ~u * : : T x 0 ( V ) -· T x 0 ( V) où Jl E PA ( V ) est un automorphisme
local, d’un voisinage de xo sur un voisinage de xo avec ~c,~ ( xo ) --- xo .
On a alors le

T H E O R E M E . Soit V une variété presque complexe telle que l’on ait :

A ) PA ( V ) transitif

B ) Le groupe d’isotropie linéaire irréductible.

Alors les conditions suivantes sont équivalentes : ."

1 ) V est analytique complexe

2 ) 3 un germe de champ de vecteur holomorphe non nul (au moins)

3 ) 3 un germe- de fonction holomorphe non constante (au moins) .
Il est évident que ( 1 ) entraîne ( 2 ) et ( 3 ) car toute variété ana-

lytique complexe possède localement des champs holomorphes et des

fonctions holomorphes.
Les sous-espaces

et

sont invariants par le groupe d’isotropie linéaire. Si donc ce dernier opère
irréductiblement sur T x ("V~ c’ est que N ( T ) (resp. im T) est nul ou

o

égal à Tx ( V ) tout entier. La condition ( 2 ) (resp. ( 3 ) ) entraîne évi-
o

demment N ( T ) =1= 0 (resp. im T ~ T x ( V ) ) d’ où dans le cas ( 2 ) (resp.
0

3 ) , la nullité de la torsion, autrement dit l’ intégrabilité de la structure

presque complexe.



CHAPITRE III

TRANSFORMATIONS CONFORMES

I . Transformations conformes de variétés riemaniennes.

1. Cas général.

S,i V désigne une variété différentiable C°° , de dimension m,

5:(V) le module des fonctions Co sur V , ~ ( V ) ie ~ ( V ) -module des

champs de vecteurs, on sait qu’on entend par structure pseudo-riemanienne
sur V , la donnée d’une forme bilinéaire symétrique g sur le 5:(V)-module
~( V ) telle que gx définisse pour tout x E V une structure pseudo-eucli-
dienne sur l’espace T x ( V ) des vecteurs tangents en x à V . (On rappel-
le que si t, t’ E T x ( V ), il existe X et X’ E ~ ( y ) tels que X x = t,
X x = t’ on définit alors gx ( t , t’ ) par g ( X , X’ ) ( x ) et l’on vérifie que la

définition ne dépend pas des champs de vecteurs X et X’ prolongeant t

et t’ ) .

Chaque espace de tenseurs se trouve ainsi muni canoniquement
d’une structure pseudo-euclidienne dont le produit scalaire est noté
On en déduit une forme bilinéaire symétrique non dégénérée sur le ~ ( V ) -
module des champs de tenseurs, noté encore ~ 1 ~ -

Si V est orienté, il existe alors une seule m - forme différentielle,
définissant l’orientation de V, appelée élément de volume, notée v et

telle que ~ v , v &#x3E; - E où E = t 1 dépend de l’indice de la forme quadra-

tique associée à g . ( e = (- 1 ) indice de g ) ,
En chaque point x E V , l’espace pseudo-euclidien orienté T" ( V )

est muni de l’ isomorphisme * (chap. I , ~ 3 ) d’où un isomorphisme noté

encore * sur les champs de p - formes locales ou globales et par suite

l’opérateur S défini par :

où p désigne le degré de c~ .
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D E FINITIONS.

Une transformation différentiable /.~ : V .... V est dite conforme (ou

g- conforme s’il y a risque de confusion) s’’il existe une fonction f E 5: (V ),

f &#x3E; 0 telle que J.L g = f g. ..

Un champ de vecteur X E e( V ) est dit conforme (ou transforma-
tion infinitésimale conforme) s’il existe À E ~(V ) telle que

où ~ (X ) g désigne la dérivée de Lie du tenseur g . Il revient au même de

dire que les transformations du groupe local engendré par X sont conformes.

PROPOSITION 1. Soit Jk (resp. X ) une transformation (resp. un champ
de vecteur) conformé. Pour tous tenseurs de type ( p , q) sur V on a :

(resp.

où f désigne la 1 - forme associée à X par l’isomorphisme entre champs
et formes, défini par g ) .

Supposons d’abord que q = 1 et p = 0, c’est-à-dire que t et T

soient des champs de vecteurs, on peut écrire, puisque JL est conforme,
et par définition de ~6~ / 

~ 

,

-1
ce qui n’ est rien d’ autre que ( 1 ) où i-t est remplacé par -1 . . ( p = 0,

q = 1 ) . Supposons maintenant que q = 0 , p = 1, c’ est-à-dire que t et T

s oient des 1 - f orme s alors on a :

Soit Y le champ de vecteur associé à t par l’isomorphisme entre champs
et formes défini par g ; on peut donc écrire à l’aide de ce qui précède

Autrement dit j( ~u ) ~,c Y est le champ de vecteur correspondant à la 1 -
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forme J..L t. De même si Z est associé à ’~’’ , r( /..~. ) p.~ Z est associé à ~L7- on

peut donc écrire

et, en raison de ce qui a déjà été prouvé pour les champs de vecteurs

De la relation ~,~. g - f ( ~u, ) g on déduit

pour toutes transformations conformes ~c,c et v , et par suite

ce qui permet décrire finalement

Autrement dit ( 1 ) est démontré pour les 1 - formes et les champs de vec-

teurs. Supposons maintenant que

où les ti et les T. J sont des 1 - formes, tandis que les 0’ et les If i sont
des champs de vecteurs, on en déduit

La formule ( 1 ) étant vraie pour les tenseurs décomposables et étant addi-

tive et locale, il en résulte qu’elle est toujours vraie puisque tout tenseur

est localement somme de tenseurs décomposables. (Remarquer qu’elle est

trivialement vraie pour p = q = 0, c’est-à-dire pour les fonctions).

La formule ( 2 ) s’en déduit par dérivation, en considérant le groupe
local à 1 paramètre engendré par X , on trouve alors
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Pour déterminer k, faisons t = T = v (élément de volume) on trouve : .

d’où

d’où la formule ( 2 ) .

Supposons qu’un tenseur t soit invariant par toutes les transformations

conformes et qu’on ait ( t , t ) 4 0 en chaque point de V.
1

P osons ~x = 1 , t, t ~~p . . La proposition 1 donne alors

ou encore

pour toute transformation conforme

D’où

Autrement dit la métrique a g est invariante par le groupe des transforma-

tions conformes.

Réciproquement, supposons qu’une métrique î conforme à g soit

invariante par le groupe des transformations conformes, on a bien ~g, g~ -
0 en chaque point car D’où

COROLLAIRE 1. Pour que le groupe de trans formations conformes d’une

métrique g, soit le groupe des isométries d’une métrique conforme a, g ,

il faut et il suffit qu’il laisse invariant un tenseur de longueur non nulle

partout, de type ~, ~ ~ 4: q ) .
Remarquons qu’il en va de même de tout sous- groupe du groupe des

transformations conformes, c’est-à-dire que si un sous-groupe du groupe

des transformations conformes laisse invariant un tenseur de longueur non

nulle en chaque point ( p ~ q ) , il laisse invariant une métrique conforme à

la métrique donnée.

Nous voyons également que si le tenseur invariant a une longueur
constante les transformations conformes sont des isométries pour la métri-

que donnée.

On sait que le tenseur de courbure conforme de Weyl d’une variété

de Riemann est invariant par le groupe des transformations conformes. Il
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en résulte que le corollaire 1 s’applique à toute variété de Riemann dont

le tenseur de courbure conforme ne s’annule en aucun point car il est de

type(3,1).D’où

C O R O L L A IR E 2. Si sur une variété de Riemann le tenseur de Weyl ne

s’annule en aucun point, le groupe des transformations conformes laisse

invariant une métrique conforme à la métrique donnée.

Supposons que V soit une variété de Riemann compacte dont le

groupe K ( V ) des transformations conformes n’est pas compact, il en

résulte qu’il n’existe pas de métrique invariante par K ( V ) puisqu’on sait

que le groupe des isométries d’une variété compacte est compact; donc le

tenseur de Weyl possède au moins un zéro.

Si le pseudo-groupe des transformations conformes de V est tran-

sitif, on en déduit que la variété est conformément plate (localement) si

dim V &#x3E; 3 . Si 77 fV), groupe de Poincaré de V , est fini, on en déduit
N

que V est conforme à une sphère, d’après Kuiper [ 14 ] *. ~On peut donc

énoncer

PROPOSITION 2. Soit V une variété de Riemann compacte de dimension

m &#x3E; 3 , à groupe de Poincaré fini, dont le pseudo-groupe des transforma-
tions conformes est transitif, et dont le groupe des transformations con-

~

formes est non compact, alors V, revêtement universel de V est conforr.ze
à la sphère.

Cette proposition permet donc de classifier les variétés de Riemann

compacte et simplement connexes (ou à ~~ fini), de dim &#x3E; 3, dont le

pseudo-groupe des transformations conformes est transitif, relativement à
~

leur groupe de transformations conformes. Si K ( V ) est non compacte la
N

variété simplement connexe V est une sphère.
Si K ( V ) est compact, alors K ( V ) est le groupe des isométries

de V, pour une métrique g , conforme à la métrique donnée, définie par

où d IL désigne une mesure de Haar bi-invariante sur K ( V ), de masse

*
N. H. KUIPER. On conformally flat spaces in the large, Ann. of Math ( 2 ) 50 (1949), pp.

916- 924 .
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totale 1 . Comme f-L g = f (~c,c)g on a bien g = C ÎK ( V ) f (/rc)d/.,c)g’
On peut préciser un peu mieux la classification des variétés à 7T 1

fini, en supposant non seulement le pseudo-groupe des transformations

conformes transitif ,mais le groupe Ko ( V ) transitif sur V.

Supposons en effet Ko( V ) transitif sur V , soit 1 ( V ) un sous-

groupe compact maximal deK fV), opérant transitivement sur V , dont

l’existence est assurée par un théorème de Montgoméry [ 20 ] ~l ~ puisque
-

7~1( V ) est fini. Le revêtement universel V de V est compact et conforme

à la sphère, d’après ce qui précède. Notons p la projection de V sur V,

g la métrique de Riemann invariante par 1 ( V ), construite à partir de la

mesure de Haar de 1 ( V ) et conforme à la métrique de V , p *g la métrique
- -

qu’ielle définit sur V par image réciproque, g la métrique de V, conforme
,.,

à p *g telle que V , muni de î soit une sphère,dont l’existence est assu-:
rée par le théorème de Kuiper [ 14 ] ~2 ~ , 1 ( V , p *g ) et I ( V , g ) les grou-

,.,

pes d’isométries de V muni respectivement des métriques p *g et g ,
N N ,

enfin K ( V ) le groupe des transformations conformes de V . (V, i) étant
N

une sphère, on sait que 1 Z) est un sous-groupe compact maximal de
~ ~ 

i~

K ( V ) et par suite, 1 ( V , p *g ) étant également compact, il existe /i E K (V)
tel que 1(V,p*g)C ~.~.‘~1.1(V, g).~c.c. 

_

Il en résulte que ~c,c, g est invariant par I ( V , p *g ) . Or il existe une fonc-
N N

tion f sur V telle que ~t,c g = f p *g; p *g et f p *g étant invariants par le
- -

groupe transitif 1 ( V , p *g ) on a f = Cte . Il en résulte que ( V , g ) étant
- N

une sphère, (V, f-L g) est aussi une sphère et de même pour ( V , p *g ) . La
-

variété ( V , g ) qui admet ( V , p *g ) pour revêtement est donc une variété

d’Einstein. Comme Ko ( V ) ~ 1 ( V , g ) il résulte d’un théorème de Yano-

Nagano [ 24 ] ~3 ~ que ( V , g ) est une sphère. D’ où :

T H E OR E M E 1. Soit V une variété de Riemann compacte, à groupe fonda-
mental fini dont le groupe Ko( V ) des transformations conformes est tran-

sitif et non compact. Alors V est conforme à la sphère, si dim V &#x3E; 3 . 
’

~1 ~ MONTGOMERY. Simply connected homogeneous spaces. Proc. Ann. Math. Soc. 1- 1950
p. 467 - 469.

~2 ~ N. H. KUIPER. Loc cit. plus haut.

~3 ~ K. YANO and T. NAGANO. On Einstein spaces admitting a one parameter group of con-
formal transformations. Ann. of Math. ( 2 ) 69 - ( 1959 ) p. 451- 461.
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R E M A R QU E . Le raisonnement précédent montre d’ailleurs que si ( j!V, g )
est une sphère, il en est de même de ( V , ~g ) pour toute fonction stricte-

ment positive f telle que 1 ( V , fg ) opère transitivement sur V . Le théo-

rème 1 entraîne alors le corollaire suivant :

COROLLAIRE 3 (Goldberg-Kobayashi [12]~. Soit V une variété de Rie-

mann homogène de dimension m &#x3E; 3 telle que Ko ( V ) ~ 1 0 (V). Alors V
est isométrique à une sphère.

K 0 ( V) et 10 ( V ) désignent les composantes connexes de l’iden-

tité de K ( V ) et I ( V ) . K ( V ) est transitif et l’hypothèse Ko ( V ) ~
1 Ç) (V) entrafne comme nous le verrons plus loin [ corollaire 5 ] que le

1er nombre de Betti de V est nul, ce qui entraîne [ 12 ] que ~1 ( V )
est fini et le théorème 1 et la remarque ci-dessus entraînent alors que V

muni de sa métrique initiale est isométrique à la sphère.

UN EXEMPLE DE VARIETE HOMOGENE SANS CONNEXION LINEAIRE INVARIANTE.

Supposons que V soit riemannienne compacte, simplement con-

nexe et munie d’une connexion linéaire invariante par le groupe K ( V ) des

transformations conformes supposé non compact et transitif sur V . La

courbure et la torsion de la connexion étant des tenseurs de type ( 3. 1 )

et (2.-l ) sont donc nulles. Un repère Z 0 au point x 0 E V définit par trans-

port parallèle le long d’une courbe arbitraire joignant x 0 à x un repère

Z au point x qui ne dépend pas de la courbe choisie, du fait de la cour-

bure et de la simple connexité de V . Le champ 0 de corepères, dual du

champ x - Z de repères ainsi construit, est à dérivée covariante nulle et

donc fermée à cause de la nullité de la torsion :

Enf in b I ( V ) = 0 entrafne l’existence d’une fonction f : V - R"’

telle que d f = 8 , autrement dit à jacobien bijectif en chaque point, ce qui
est impossible puisque V est compact (sans bord).

Sm, (pour m ? 2 ) , vérifiant les conditions voulues, est un exem-

ple de variété homogène (relativement au groupe K ( V )) dépourvue de
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connexion linéaire invariante:

Sur l’espace des tenseurs à support compact, introduisons le pro-
duit scalaire global

où V est supposé de nouveau munie d’une métrique pseudo-riemannienne
(non nécessairement définie positive).

Si u est une isométrie, on a :

Or si cp est une fonction quelconque on a,J.L étant une isométrie

donc

Prenant ici ~ t , t’ ~ - ~p on en déduit que ( /rc t , ~c,c t’ j = ( t , t’ )
autrement dit le produit scalaire global ( , ) sur l’espace des tenseurs à

support compact est invariant par le groupe des isométries, d’où la" propo-
sition suivante bien connue dans le cas riemannien, en restreignant ( , )
aux champs de Killing.

PROPOSITION 3. 1 ) Le groupe des isométries d’une variété pseudo-
riemannienne compacte est réductif. (Il est même réductif dans le groupe
des transformations con f orme s) .

2 ) L’algèbre de Lie des champs de Killing à support

compact sur une variété pseudo-riemannienne est réductive. (Elle est même

réductive dans l’algèbre de Lie des transformations infinitésimales con-

formes à support com pact) .
Le produit scalaire global ( , ) n’est plus invariant si l’on consi-

dère les transformations conformes., Toutefois, si l’on se restreint à l’es-

pace vectoriel des champs de tenseurs à support compact de type ( p, q)
avec 2 (p -’ q) = m - dim V (ce qui suppose dim V paire) on trouve que
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et comme et on trouve finalement

( J.Lt, J.Lt’ ) = ( t, t’ ) , en remarquant comme plus haut que si 77 est une m -

forme quelconque sur V , à support compact,

oyu, désigne un difféomorphisme quelconque de V , d’ où :

P R O P O SIT IO N 4. Soit V une variété de dimension paire, ~ l’espace des
tenseurs de type ( p , q) avec 2 ( P -: q ) = m, à support compact. Alors la

représentation naturelle du groupe K ( V) des transformations conformes
de V, dans Î est complétement réductible.

Soit cp une p - forme harmonique c’ est-à- dire telle que d cp == 8 cp = 0 .

La forme i-t y est encore fermée pour tout difféomorphisme 4; *~c,c cp est

déf ini par la relation :

La proposition 2 permet alors d’ écrire :

et d’autre part :

En tenant compte de ‘ce que on déduit

D’ où l’ on déduit :

P R O P O SI T I O N 5. 1 ) Les formes harmoniques sur une vari été ps eudo-
riémannienne quelconque sont transformés en formes harmoniques par toute

homothétie.

2) L’espace Hm ( V ) des formes harmoniques de degré
2

1 sur une variété de dimension paire est invariant par le groupe des trans-
2

formations conformes.

3 ) Supposons que ~c,c appartienne à la composante con-

nexe de l’identité du groupe des transformations conformes, alors J.L y et cp
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sont homologues, comme elles sont toutes deux harmoniques (dans l’hypo-
thèse deg cp = .~ ) on en déduit que IL cp = cf, autrement dit que toute for-

2
me harmonique de degré ~‘ est invariante par la composante connexe de

2

l’identité du groupe K ( V ), pourvu que V soit riemannien, compact, car

c’est dans ce dernier cas seulement que le théorème de décomposition de

de Rham est valable.

Considérons maintenant des transformations infinitésimales con-

formes. Soit ~ ( X ) le transposé de ~ ( X ) relativement au produit scalaire
global. De même que pour les formes on a 2-(X) = d i ( X ) + i ( X ) d, de
même on voit facilement que ~ ( X ) ~ _ ~ ( ~ n ~p ) + ~ A 8 y, formule qui
peut servir à définir ~~ X cp que c~ soit à support compact ou non.

P R O P OSITION 6. Pour tout tenseur t de type ( p, q) et toute transforma-
tion infinitésimale conforme X on a

Il suffit de vérifier la proposition pour les tenseurs à support com-

pact étant donné que 2(X) + ~ ( X ) est un opérateur local. Or si t et T

sont deux tenseurs ( p , q ) à support compact on a, compte tenu de la

propos ition 1

et comme et que 1 on en déduit :

à support compact, d’où la proposition.
On en déduit aussitôt, en appliquant la proposition précédente aux

formes le corollaire suivant : -.-

COROLLAIRE 4. Soit V une variété pseudo- riemannienne véri fiant la
condition ( R ) suivante :

( R ) Pout toute forme di f férentielle ~ à support compact il existe une

suite tj; k de formes différentielles à support compact admettant la
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décomposition est harmonique, telle

que

Alors :

1 ) Toute forme harmonique est invariante par les homothéties infi-
nitésimales.

2 ) S’il existe une forme harmonique non nulle sur V de degré ~,
2

toute homothétie infinitésimale est une isométrie.

1. En effet, si X est une homothétie infinitésimale, Se est cons-
tant et par suite ~ ( X ) ~p= 8A + h . Il résulte alors de l’hypothèse ( R )

que ~ ( X ) cp est orthogonal (relativement à ( , ) ) à toute forme à support

compact, donc nulle car (SA + h , d cx ) = 0 Va et ~ ( X ) ~ = d i ( X )cp
est orthogonal à 8~k + hk pour tous les 1./; le et hk ( h et hk désignent
par hypothèse des formes harmoniques).

2. Si ~, ( deg cp 4= !!:.) est une f orme harmonique non nulle et X
2

une homothétie, on a

D’après cet qui précède donc ~ ~ cp= 0 c’ est-à-dire

bç- = 0 .

R E M A R Q UE S. Si V est une variété de Riemann compacte, ( R ) est véri-

fiée (c’ est le théorème de Hodge-De Rham) et on retrouve les résultats

classiques.
Si V est compacte sans être nécessairement riemannienne,

on a un résultat plus fort que le 2 ) du corollaire car

donc f ( /.~, ) = 1, si u désigne une homothétie quelconque.
Si V est riemannienne non compacte les conclusions du

théorème sont vraies en remplaçant forme harmonique par forme harmo-

nique à support compacte (ou de carré intégrable), comme le montre un

calcul aisé.
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2. Transformations conformes de variétés riemonniennes à bord.

Dans ce paragraphe, nous supposerons que la métrique g de V est

définie positive. Soit M une sous-variété ouverte de V, relativement com-

pacte dont le bord 3 M est une sous-variété différentiable de codimension

1, compacte de V.

En tout point du bord 3 M , l’espace tangent à V est somme directe

de l’espace tangent à a M et de son orthogonal (relativement à g ) , de

sorte que l’espace des tenseurs sur V, se décompose en chaque point de

’~M en somme directe de l’espace des tenseurs sur 5 AI et de son ortho-

gonal relativement au prolongement canonique de g aux tenseurs.

Il en résulte que si T désigne un tenseur en un point de 3 Ai, on

peut écrire : T’ = tT + nT où tr est un tenseur sur 3 M et ’ tr, M ) = 0;
tT (resp. nr est appelée composante tangentielle (resp. composante nor-
male) de r.

Si t.,. = 0 (resp. nT = 0 ) on dit que ’r est normal (resp. tangentiel).

( , ) désignera dans la suite le produit scalaire global sur M . On a alors

la proposition suivante :

PROPOSITION 7. S’il existe sur M une transformation infinitésimale con-

forme tangentielle qui n’est pas une isométrie, toute forme harmonique

tangentielle ou normale de longueur constante est nulle.

Une forme harmonique désigne toujours une forme cp vérifiant d cp =

à y = 0 et non la condition (plus faible) 0 cp = ( d ~ + S~~=0.
Soit y une forme harmonique de longueur constante ( ~ cp , cp~ =

Cte) ; la formule de Stokes permet d’écrire, si X désigne une transforma-

tion infinitésimale conforme

d’où

Soit, compte tenu de la proposition 5 et de la proposition 1



44

Ainsi si cp est normale, X étant tangentielle, i ( X ) cp est normale; si cp

est tangentielle, on a

car e A cp est tangentielle et par suite * ( f A y) est normale. Dans les

deux cas on a donc

La métrique étant positive on voit qu’on en déduit, si ~ ~ ~ 0 , ~ ~ 0 pour-
vu que

Si 2 deg on a et çp étant supposé harmo-

nique tangentielle (ou normale) * cp est harmonique normale (ou tangen-

tielle). Enfin ~ cp , cp ~ = Cte entrafne / * If , * cp) = Cte . D’ où la pro-

position.

P ROP OSITION 8. Les formes harmoniques tangentielles ou normales sont

invariantes par les isométries infinitésimales tangentielles.
En effet, la proposition 6 appliquée à l’isométrie infinitésimale X

permet d’écrire

D’où par intégration, en supposant y harmonique

et on conclut comme plus haut que
d’où la proposition.

Remarquons que dans les deux propositions qui précèdent, ce sont

les transformations infinitésimales tangentielles qui interviennent, ce qui
se justifie dans une certaine mesure par le fait que ce sont elles qui sont

 compatibles » avec la structure de variété à bord = . On sait ( 1), en effet

( 1) Mme J. LELONG- FERRAND. Application des méthodes de Hilbert à l’étude des trans-
formations infinitésimales. Bull. Soc. Math. de France ( 1958 ).
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que seules les transformations infinitésimales tangentielles engendrent
un groupe global à un paramètre de difféomorphismes de M u -aM.

Les transformations infinitésimales isométriques tangentielles
laissant invariantes les formes harmoniques, on voit que sur une variété

M pour laquelle l’espace des isométries tangentielles est transitif (c’est-
à-dire que par tout vecteur tangent à M il «passe» un champ de vecteur

définissant une isométrie infinitésimale tangentielle) toutes les formes

harmoniques sont de longueur constante. On a en effet, à cause de la pro-

position 1 et de la transitivité :

Toutes les formes harmoniques tangentielles ou normales sur un tel

espace sont donc nulles pourvu qu’il existe une transformation infinitési-

male conforme qui ne soit pas une isométrie. Or il résulte d’un théorème

de Duff-Spencer ~~ que l’espace ~(AI,3AI~ de cohomologie de
AI relative à -8M est isomorphe à l’espace des formes harmoniques norma-

les de degré p. (Remarquer que nous appelons ici formes harmoniques ce

que Duff et Spencer appellent champ harmonique). Autrement dit si toutes
les formes harmoniques normales sont nulles on a ~ ( Ai, ’~M = 0 et

comme en vertu de la dualité de Lefschetz ~~AI,3A~ = ~ ~ "~(M)
on a donc le

THEOREME 2. Soit M une sous-variété de Riemann relativement compacte

de V, orientable, dont le bord -àM est une variété compacte de codimen-

sion 1, telle que l’algèbre de Lie des isométries infinitésimales ~M~CM-
tielles soit transitive sur Ai alors on a l’une (au moins) des possibilités
~M~~~~e~ :

pour

2) Toute transformation infinitésimale conforme, tangentielle est

isométrique.

(1 ) DUFF et SPENCER. Harmonic tensors on Riemannian manifolds. Ann of Math 56

(1962) 128 - 156 .
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Dans le cas où la variété est sans bord 8M = Sô on retrouve bien

entendu le résultat suivant dû à Goldberg-Kobayashi (1 )
COROLLAIRE 5. Soit M une variété de Riemann compact sans bord, homo-

gène. Alors si Ko(M) ~ lo(M), Hp(M) = 0 pour 0  p  m.
Nous avons vu (cor. 3) que cette proposition entrafne en fait que

M est une sphère si dim M &#x3E; 3.

11 . Transformations conformes de variétés presque hermitiennes et presque

kâhleriennes.

1. Cas général.

Si V est une variété presque complexe, de tenseur J ( J 2 = -1 );
de dimension 2 n, on entend par structure presque pseudo-hermitienne sur

V, la donnée,si elle existe, d’une structure pseudo-riemannienne définie

par une métrique g vérifiant la relation :

pour tous vecteurs t et t’ .

Il résulte des considérations algébriques du chapitre 1 que g est néces-

sairement d’indice pair 2 p . Les deux tenseurs g et 1 déterminent une

structure presque symplectique sur V définie par la 2 - forme co au moyen

de la relation :

Alors que sur toute variété presque complexe il existe une structure pres-

que hermitienne (c’ est-à-dire une structure presque pseudo-hermitienne
dont la métrique g est définie positive), il n’ est pas vrai que toute variété

presque complexe puisse être munie d’une structure presque pseudo-hermi-
tienne d’indice donné 2 p . Pour qu’une telle structure existe il faut et il

suffit qu’il existe un champ différentiable de sous- espaces de dimension

2 p des espaces tangents à la variété, invariants par j autrement dit un

sous-fibré de rang 2 p , du fibré tangent, invariant par J .
De même, étant donnée une structure presque symplectique (définie par co)

( 1 ) S. GOLDBERG and S. KOBAYASHI. The conformal transformation group of a compact
Riemannian manifold (Amer. J. of Math. 84 ( 1962 ) 170 - 174 .
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sur V, pour qu’il existe une structure presque pseudo-hermitienne subor-

donnée, d’indice 2 p (nécessairement pair) il faut et il suffit qu’il existe

un sous-fibré E de rang 2p du fibré tangent, sur lequel la restriction de

w soit non dégénérée (c’est-à-dire de rang maximum). Cela résulte aisé-

ment des considérations algébriques du chapitre 1 en remarquant que le

cas particulier p = 0 est classique ou ce qui revient au même que tout
2

fibré vectoriel E muni d’une 2 - forme ( cv : A E -~ !~ ) de rang maximum,

peut être muni d’une structure presque complexe compatible, à partir d’une

métrique (définie positive) arbitraire sur E . (Le calcul formel est le

même que dans le cas d’un espace vectoriel, traité au chapitre I ) .
Soit V une variété presque pseudo- hermitienne, de métrique g, de tenseur

de structure presque complexe J et de 2 - forme Cù. Une telle variété est

canoniquement orientée par cvn et l’élément de volume défini par cette
, , 

n 
,

orientation et la métrique g est ~2013, comme il résulte de ce qui a été vu
n! / p ~ B

au chapitre I . On sait alors que pour 0  p  n , ~ Co ,(.ùP 1 = Cte .
On déduit immédiatement de la 2ème remarque du ~I , corol. 1 le résultat

suivant :

T H E O R E M E 1. 1 ) Pour qu’une trans formation g - con forme d’une variété

presque pseudo-hermitienne soit une isométrie il faut et il suffit qu’elle
conserve l’un des ~p pour 0  p  n .

2 ) Pout qu’une trans formati’ôn conforme soit un automor-

phisme de la structure presque pseudo-hermitienne il faut et il suffit qu’elle
- ..

conserve cv (autrement dit qu’elle soit un automorphisme de la structure

presque symplectique).
Dans le cas des transformations infinitésimales on peut améliorer

ce dernier résultat. En effet si une transformation infinitésimale conforme

X conserve coP , on a ~ (X) cvp = 0 soit ~ (X) cv /~ cvp ‘i = 0 . Or on sait ( 1 )
[ 17 ] qu’une telle relation entra~ne ~ ( X ) cv = 0 pourvu que p  n -~l .
On en déduit donc :

( i)
A. LICHNEROWICZ. Théorie globale des connexions p. 218 - th. 2.
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THEOREME 2. Pour qu’une trans formation infinitésimale con forme soit un

automorphisme de la structure presque pseudo- hermitienne il faut et il

suffit qu’elle conserve l’un des coP pour 0  p  n . ,

Etudions maintenant les relations qui existent entre les transfor-

mations conformes et les automorphismes de la structure presque complexe.

Remarquons que J étant un tenseur de type ( 1 , 1 ) , nous ne pouvons appli-

quer le corollaire 2 , ~ 1 , chap. III aux transformations conformes qui con-

servent J.

Toutefois, lorsque la structure presque complexe n’est pas inté-

grable, la torsion de la structure, qui est un tenseur de type ( 2 , 1 ) est

non nulle et invariante par le groupe des transformations conformes et

presque analytiques. Or si la structure presque complexe est localement

homogène (ou transitive) la non intégrabilité de la structure presque com-

plexe entraîne la non nullité de la torsion en tout point. Il en résulte que

les transformations conformes et presque analytiques sont des isométries

relativement à une métrique conforme à la métrique initiale. Lorsque la

structure presque complexe n’ est pas transitive, la non intégrabilité en-

traîne toutefois la non nullité de la torsion sur une sous-variété ouverte

V * de la variété V . Sur V * il existe alors une métrique conforme à la

métrique initiale qui est invariante par les transformations conformes et

presque analytiques. Appelons structure presque pseudo-hermitienne con-

forme à une structure ( g, J , c~) donnée, la structure définie par ( a.g , J , aco)

où oc. est une fonction strictement positive sur V , on a le résultat suivant:

T H E O R E M E. 1 ) Le groupe des trans formations con f ormes et presque ana-

lytiques d’une variété presque pseudo- hermitienne V, dont la structure

presque complexes est non intégrable est un sous-groupe du groupe des iso-

métries d’une sous- variété ouverte V * de V , munie d’une structure presque

pseudo-hermitienne conforme à la structure induite par celle de V .

2 ) L e groupe des transformations conformes et presque ana-

lytiques d’une variété presque pseudo-hermitienne V, dont la structure

presque complexe est non intégrable et transitive est un sous-groupe du
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groupe des automorphismes d’une structure presque pseudo-hermitienne sur

V , conforme à la structure initiale.

Cette deuxième partie du théorème implique en particulier que dans

le cas presque hermitien, V étant supposé compact, le groupe des trans-

formations conformes et presque analytiques est compact lorsqu’on suppose
la structure presque complexe non intégrable et transitive.

Ainsi sur la sphère S 6, la structurée presque hermitienne définie

par la métrique habituelle et la structure presque complexe donnée par les

nombres de Cayley est homogène. Le groupe des transformations confor-

mes et presque analytiques est donc compact. En fait içi, comme les iso-

métries laissent la structure presque complexe invariante et opèrent tran-

sitivement on voit que le tenseur de torsion de la structure presque com-

plexe est de longueur constante.

D’après ce qui a été vu (2ème remarque. Corol. 1, §I , chap. III)
la métrique naturelle de S d est donc invariante par les transformations

conformes et presque analytiques.
Plus généralement le raisonnement précédent permet d’énoncer :

C OR O L L A IR E 1. Si V est une variété presque pseudo-hermitienne tran-

sitive (c’est-à-dire que le pseudo- groupe des automorphismes locaux est

transitif) dont la structure presque complexe est non intégrable, toute

transformation conforme et presque analytique est un automorphisme.
On remarque donc ici une différence essentielle entre le cas ana-

lytique complexe et le cas presque complexe non intégrable. On peut toute-

fois se demander (bien que la méthode employée ne s’applique pas au cas

intégrable), si la conclusion subsiste, c’ est-à-dire si pour une variété her-

mitienne, homogène, toute transformation conforme et analytique est un

automorphisme. Nous avons vu précédemment que si une variété rieman-

nienne homogène compacte possède une transformation conforme qui ne

soit pas une isométrie, c’est une sphère. Autrement dit, dans le cas her-

mitien homogène a compact » le problème posé est à résoudre uniquement
dans le cas des sphères. Mais il reste entier dans le cas pseudo-hermitien
localement homogène (ou transitif).
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Remarquons seulement pour bien illustrer la différence entre le cas

analytique complexe et le cas presque complexe non intégrable que C"

munie de sa métrique canonique est localement homogène (ou même homo-

gène). Cependant les homothéties (réelles) sont des transformations con-

formes, analytiques (en ce sens qu’elles commutent avec i ) et ne sont

pas des isométries.

Pour toute 1 - forme vectorielle (tenseur ( 1 , 1 ) ) A , définissons

A g par la relation

y t, t’ champs de vecteurs.

On peut ainsi écrire co = - jg .
Soit ii une transformation quelconque de V , pour tous champs de vec-

teurs X et Y on peut écrire :

d’ où (

Autrement dit

Supposons donc que it soit une transformation Cd- conforme et g- conforme.

On a alors ~C,ccv = ~ c~ et iig = f ( ~,c ) g où X est une fonction et f (/.~ ) la

fonction déjà introduite au § 1(chap. III) et l’on sait que l’on a, avec les
mêmes notations

d’où l’on déduit que À 2 = f ( p,c ) 2 . Soit k = f f ( /.~ ) et par suite uj = i/.
On peut remarquer directement que la relation ( 1 ) entrafne ¡’;"úJ = ± f (~C,i, ) w

s i /.~,g = f (~c,c ) g et J.LJ = f j . D’ où :

PROPOSITION 1. Sur une variété presque pseudo-hermitienne, toute trans-

formation úJ - conforme et g - conforme est presque analytique ou presque

antianalytique (en appelant ainsi une transformation i-i transformation j
en son opposé). Réciproquement toute transformation g -conforme et presque
analytique ou presque antianalytique est úJ - conforme.
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Si X est une transformation infinitésimale, exp u X ( J ) et J sont

homotopes et par suite si exp u X est w - conforme et g - conforme, on ne

peut avoir que exp uX J = J . Autrement dit :

PROPOSITION. Toute transformation infinitésimale w-conforme et g-

conforme est presque analytique.
On peut encore obtenir cette proposition en remarquant que de la

relation j.LúJ = - ( ~c,cJ ) ( ~u,g ) on déduit, si X est une transformation infinité-

simale

La relation ( 2, prop. 1 ) donne alors

Si X est conforme on a donc :

d’ où
,. ,.

c’est-à-dire f.( X) ] = 0 . 
’

Si co est fermée, toute transformation cv- conforme est telle que k est

constant; en effet :

entraine

Comme d ~ /~ c~ = 0 entrafne d ~. = 0 pourvu que 1 :~. n - 1 , d’après (1)

on a donc la proposition suivante, compte tenu de la proposition 2 :

PROPOSITION 3. Sur une variété pseudo presque kdblerienne i. e. dco = 0

de dimension 2 n ( n ? 2 ) toute transformation g - conrorme et presque ana-

lytique (ou W - con jorme et g - con forme) est une homothétie.

Dans le cas presque k~hlerien, c’ est- à-dire si la métrique est défi-

nie positive, on sait que si la variété est complète et non localement eu-

clidienne toute homothétie est une isométrie. D’où le corollaire :

COROLLAIRE 2. Sur une variété presque kâhlerienne complète non loca-

(1)
A. LICHNEROWICZ. Loc cit. p. 218
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lement euclidienne de dimension 2 n ( n &#x3E; 2 ), toute transformation conforme
et presque analytique est un automorphisme.

Remarquons que ce corollaire est encore valable pour toute variété

presque pseudo-kâhlérienne compacte, car alors si g est une homothétie,
on a 

.

donc

Soit X une transformation infinitésimale conforme. En posant ~ ( X ) J = u,
nous avons :

ou encore

En supposant co fermée et en désignant par C l’opérateur déjà introduit

( chap. I ) on peut écrire, si e désigne la 1 - forme associée à X dans

l’isomorphisme entre champs de vecteurs et formes, défini par g,

Or

car la relation j2= -I entraîne Ju + uJ - 0 . D’où, puisque

On voit donc qu’une condition nécessaire et suffisante pour qu’une trans-

formation conforme soit presque analytique est que l’on ait :

Condition qui équivaut en effet à ug = 0.

Or, on sait ( 1 J([ 17]p. 228) que si e désigne 1 - forme et T la torsion de la
structure presque complexe, on a :

Donc si e est fermée onaAI~C~=4f~oT~ or la relation M ~ --- 0 pour
une 2 - forme équivaut à C y= cp comme on le voit immédiatement :

( 1 )
A. LICHNEROWICZ. Loc. cit.
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Autrement dit f o T = 0 équivaut, pour toute 1- forme fermée à C d c f =
= d Ce. D’où :

P R O P O SIT IO N . 1 ) Une transformation infinitésimale conforme fermée est

presque analytique si et seulement si ~o T = 0.

2 ) Si sur une variété presque pseudo-kâhlérienne le fais-
ceau des germes de transformations infinitésimales conformes fermées et

presque analytiques est transitif, la structure presque complexe est inté-

grable.
En effet, sous cette dernière hypothèse, on aurait e o T’ = 0 pour

2 n - formes linéairement indépendantes donc T = 0 .

3) En supposant au contraire la structure presque com-

plexe intégrable on voit que toute transformation conforme fermée est pres-

que analytique. Dans le cas kâlérien, notamment, toute transformation

conformée fermée est donc un automorphisme pourvu que la variété soit

complète et non localement euclidienne.

2. Variétés presque kîlériennes à bord.

Supposons désormais que M soit une sous-variété ouverte de V,

dont le bord aM est une sous-variété compacte de codimension 1. Nous

notons, comme plus haut M = M td âM , que nous supposons compact. Nous

supposons enfin que la métrique est définies positive et que dcv = 0.
i

On sait que *cv p - ~ Cù n - fi pour tout entier . p _ &#x3E; 0. On en
(n ·p )I

déduit alors que si co est fermée, elle est harmonique ainsi que cvp pour
tout p . Il résulte alors de la prop. 7, §1, Ch. 3 que si 3AI = 0,toute
transformation infinitésimale conforme est une isométrie, car co est une

forme harmonique de longueur constante, non nulle. C’ est le théorème de

Goldberg ( 1 J .

THEOREME. Sur une variété presque kalérienne compacte ( aM = ~),
toute transformation infinitésimale conforme est une isométrie, donc un

automorphisme (car ce, forme harmonique est invariante par les isométries).
Si 3AI =t= 0, pouvons-nous appliquer les résultats de la prop. 7 , §1 ,

( 1 ~ GOLDBERG. Bull. of Amer. Math. Soc. 1960 , p. 54 .
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champ.. III ? Il faut pour cela que wp soit tangentielle ou normale, or si

cv = tcv -f- núJ, en désignant par ~cv et "co les composantes tangentielles

et normales de Cù, en un point du bord, on a

D’où l’on déduit que si cv p est tangentielle (ou normale pour un n ? p ~ 0

on aurait ncv /~ tc~ p -i = 0 ou ’ce fi = 0 , or 
’

On aurait donc cvn = 0, ce qui est impossible.
Finalement cvp pour tout n  p  0 n’est ni tangentielle ni normale. Soit

X une transformation infinitésimale conforme, il résulte de ( 1 ) que l’on

a

ou encore puisque d Ce est de degré 2 ,

Et compte tenu de la relation ( 2 ) , ~II , 1, chap. III :

Prenons le produit scalaire global des deux membres avec ~ ( X ) w =
- - d C ~ et notons

v pour toute p - forme cP ,

or

Comme on a

n

puisque J~ est l’élément de volume, on en déduit
n!

D’autre part, la formule de Stokes donne, si cp et ~ désignent deux formes

(1 )
A. WEIL. Variétés kâhlériennes, Hermann - p. 42 , th. 1.
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d’où ici, en prenant

soit finalement

or

Il en résulte donc :

On en déduit la proposition

P R O P O SIT IO N 5. Pour qu’une trans formation in f initésimale con f orme soit

un automorphisme d’une variété presque kâhlérienne à bord il faut et il

suffit si n &#x3E; 2, que l’on ait sur le bord

Or si JX est normale au bord on a

pour t tangent au bord. Autrement dit C f est normale et par suite

D’où le corollaire :

COROLLAIRE 3. 1 ) Toute trans formation in f initésimale con forme dont

l’image par J est normale est un automorphisme.

2) Toute transformation infinitésimale conforme laissant
la 2 - forme co invariante le long du bord est un automorphisme.

Nous savons que toute transformation infinitésimale cv- conforme

et g - conforme est une homothétie. C’est-à-dire qu’on a d S ~ = 0 . La
formule de Stokes donne alors
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Si e est tangentielle, ~,. ~~ ( * ~ ) = 0 car *ç est normale, d’où

PROPOSITION 6. Toute transformation infinitésimale conforme et presque

analytique tangentielle d’une variété presque kâhlérienne à bord, com-

pacte est un automorphisme.

Lorsque la variété est kâhlérienne nous avons vu que les trans-

formations conformes formées sont presque analytiques. Lorsqu’elles sont

tangentielles ce sont donc des automorphismes infinitésimaux.

3. Champs de vecteurs presque analytiques de variété à bord.
Soit X une transformation infinitésimale presque analytique, c’est-

à- dire telle que l’ on a ~ ( X ) J = u = 0 ou encore

On en déduit soit

D’où finalement

Or on a ~ ( ~ n cv ) + C d C ~ = c~ . ~ ~ ce qui, compte tenu de la relation
ci-dessus qui entraîne :

donne

Par intégration sur M et tenant compte de lai formule de Stokes on trouve

Si donc X conserve l’élément de volume on a

~ 

D’où le :

THEOREME 4. Sur une variété presque ~~/~nc~y2~ ~ bord compact, une

~~M~/Or~~~OT! infinitésimale presque analytique conservant l’élément de
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de volume est un automorphisme si et seulement si

C O R O L L A IR E 4. Toute transformation in f ini tésimal e presque analytique
conservant l’élément de volume dont l’image par j est normale est un

automorphisme.
Toute transformation infinitésimale presque analytique

consèrvant ev le long du bord est un automorphisme : on retrouve ici, dans

le cas aM = 0 , une généralisation d’un résultat de Lichnérowicz ( 1 ) :

T H E 0 R E M E . Toute trarts formation infinitésimale presque analytique d’une

variété presque klihlérienne compacte ( âM = (/;) conservant l’élément de

volume est un automorphisme.
On peut d’ ailleurs remarquer sur la formule ( 3 ) qu’ il suffit que 8 ç

soit constant (toujours sous l’hypothèse aM = ~) pour que la transfor-

mation presque analytiques soit un automorphisme; on aurait en effet

où cv . ~ ~ est harmonique, d C ~ exacte est 8(ç /~ cv ) co-exacte,ce qui en-

trafne co ôç= 0 = dCç.
On peut encore dire que pour qu’une transformation infinitésimale

presque analytique soit un automorphisme il faut et il suffit qu’elle con-

serve l’un des cvp pour 0  p ~ n car ~ ( X ) cvp - 0 pour 0  p  n en-

tra~ne ~ ( X ) cv = 0 .

( 1 ) .

A. LICHNEROWICZ. Géométrie des group es de transformations, Dunod, p. 147 .



CHAPITRE IV

DERIVATIONS DE TENSEURS

Dans ce chapitre nous étudions les dérivations de tenseurs sur une

variété différentiable, étant donnée leur importance dans la plupart des

questions de géométrie différentielle.

1. Dérivations d’algèbre bigraduée.
ê désigne une k - algèbre bigraduée où k est un anneau commu-

tatif unitaire. On a donc la décomposition en somme directe :

avec ~ a· b ~ ~ a , b C ~ a + a , b + b où ~ a· b est un k - sous-module de iS

pour tout ( a, b ). En particulier &#x26; 0 ,0 est une sous-algèbre de ê.

DEFINITION, Une application D : ~ -+ ~ est dite dérivation (où k-déri-

vation pour bien préciser l’anneau k ) de bidegré ( a, b) si l’on a :

1 ) D(~ ~,s) C ~s+a,b +s .
2) D(t, t’) = Dt.t’ + t.Dt’.

3 ) D ~~0772~~ê,ê~
L’espace des dérivations est muni de façon évidente d’une struc-

ture de k - module et si l’on pose [ D,DI] t = D ( D’t ) - D’ ( Dt ), D et D’

désignant deux dérivations quelconques, on constate immédiatement que

[D,D’] est une dérivation, et par suite que sur l’espace g) le ( &#x26; ) des

k - dérivations on a une structure naturelle d’algèbre de Lie bigraduée.
Si l’ algèbre ~ possède une unité, on plonge naturellement k dans &#x26; et

l’on vérifie que Dk = 0 pour toute k - dérivation D .

Si &#x26; est libre (algèbriquement) avec pour base xi , yl, tk où les xi E ~ l’ o

Yi E ~°’ ~ et tk E &#x26; 0 , 0, soient dxi E ~ 1 +p’ q, dy~ E ~p · q +~, dtk E ~p’ q/ . k 9 / ?

des éléments arbitrairement choisis correspondant respectivement aux xi ,

y~ et tk ; alors il existe une dérivation et une seule d de &#x26; prenant pour

x i (resp. y., tk ) la valeur dx i (resp. dy., dt~ ) .
En effet, tout élément T E ~p’ q s’écrit d’une manière et d’une seule



59

comme combinaison linéaire finie (à coefficients dans k ) des produits
(finis) d’éléments xi, Y;, tk de la forme :

où p éléments xi et q éléments y~ figurent dans la suite (le nombre

d’ éléments tk étant arbitraire). On posera

formule que l’on étend par k - linéarité sur ~p ’ q .

On vérifie bien que d ainsi définie est une k - dérivation répondant à la

question et est unique. Il existe donc sur toute algèbre bigraduée libre

des dérivations de bidegré quelconque et elles s’obtiennent toutes par le

procédé précédent.

2. Dérivations de tenseurs.

Soit E un fibré vectoriel localement trivial sur une variété diffé-

rentiable (1) V , paracompacte, 5 l’algèbre (sur R) des fonctions C°°

sur V, E p ~ q 1 e f ibré

où E * désigne le dual de E , E *, * le fibré somme directe des Ep ~ q , ~
la Ï - algèbre des sections Cet) de E *, * .

Nous nous proposons d’étudier les dérivations de ê. Notons ~R ( ~ ) (resp.
19~ ( iS ) les R - dérivations (resp. les j= - dérivations) .
On a naturellement l’ inclusion g)j= ( ff,) C ~ R ( [, ). Plus précisément 3)r(ê)
est le sous-module de Dp(ê) des éléments nuls sur 9:, comme on le voit
immédiatement.

Remarquons d’ abord que V étant paracompacte, toute dérivation de

possède le caractère local. C’est-à- dire que si t e é et U est un ouvert

de V, alors t 1 U = 0 entrafne Dt 1 U = 0 pour toute dérivation D. Soit

en effet x E U. Il existe une fonction C°° telle que f ( x ) = 0 et f = 1 en

dehors de ~7. Donc si t ~/ = 0, on a t = /~. D’où :

~1~ différentiable signifie toujours indéfiniment différentiable.
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Il en résulte que pour tout t 6 ê, Dt ~ 1 U ne dépend que des valeurs de t

dans U.

On voit donc que toute dérivation D de é définit naturellement une déri-

vation du faisceau des germes de sections du fibré E *~ *. La réciproque
étant trivialement vraie, nous voyons qu’il n’y a pas de distinction à faire

entre les points de vue  germes de sections » et « sections».

Nous avons le théorème suivant :

THEOREME.

2 ) La suite de 5- modules

est exacte, (où ~p ~ q( ~ ) désigne l’ensemble des k - dérivations de bide-

gré ( p, q ), (pour k = 5: ou R ) et D R(5:) désigne le ~ - module des déri-
vations de ~, c’est-à-dire des champs de vecteurs sur. V).

La première partie du théorème exprime que toute dérivation de bi-

degré non nul est triviale sur 9:. En effet, soit D une telle dérivation, on

a t, f = f t, si f E ~ ~ tE6. D’où :

D’ où t . D f = D f ~ t égalité qui n’ a lieu si t ~ ~ que si D f E ~ . Si donc D

est de bidegré ( p , q ) ~ ( 0 , 0 ) on a nécessairement D f = 0 ce qui entrafne

que D ( f t ) = f Dt d t di;, c’ est-à-dire D ~~’~(ê).
P our démontrer la deuxième partie du théorème, remarquons que

l’ on a déjà la suite exacte :

Il suffit donc de voir qu’à tout champ de vecteur sur V, X E ~R ( ~ ) , on
peut associer naturellement une dérivation V.. E ~R · ° ( ~ ) telle que

~xf=X·f pour f e: j= .

Or on sait que sur un fibré vectoriel localement trivial E il existe une

connexion c’ est-à-dire précisément une application :
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telle que l’ on ait de plus

pour

Pour cp E ~° ~ 1 définissons ’7X cp par la relation

et pour T E ~p · q , que nous identifions à une application 9: - multilinéaire de

dans y, posons

Vx T ainsi défini est une dérivation de bidegré ( 0 , 0 ) (vérification immé-

diate). En posant enfin ~7X f = X . f , on a défini finalement une dérivation

de bidegré ( 0 , 0 ) qui prolonge X D R (5:). L’application ~7 : 3l ~ ( if ) -
~o ,0 ( ~) étant d’ailleurs ?- linéaire on voit que la suite exacte du théo-

rème est en fait scindée, par la donnée d’une E - connexion.

Dans le cas particulier où E = T ( V ), fibré tangent à V , il existe une

autre manière (canonique) d’associer à chaque X e DR (5:) une dérivation
de ~ . C’ est la dérivation de Lie : l’application 6 : ~R ( ~ ) -~ ~ R· ° (
que l’on obtient ainsi est comme on sait R - linéaire mais n’est pas 5-
linéaire. Elle permet toutefois de dire, sans utiliser une connexion que la

suite considérée plus haut est exacte.

Le théorème nous montre que les seules dérivations sur 6 qui ne sont pas

«purement algébriques » sont de bidegré ( 0, 0 ).. Les autres ne font pas

intervenir la structure différentiable de V.

Les dérivations de é de bidegré ( p , q ) ~ ( 0 , 0 ) s’identifient à la somme

directe
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Soient en effet A : ~ l’ ° -~ ~p’ q et B : ~°’ 1-· ~p’ q deux applications
if - linéaires. Si r est un tenseur de &#x26;a,, b @ on peut écrire pour un ouvert
convenable U de V,

pour une base ( ti ) de &#x26; 1,0 et (yi) de ~° ~ 1. On définit alors

On vérifie qu’à cause du caractère 9:- linéaire de A et B, dT ainsi défini

ne dépend pas des bases locales choisies et par suite définit une dériva-

tion de 6. On peut considérer parmi les dérivations précédentes, celles

pour lesquelles B est défini à partir de A par transport de structure, puis-

que ( &#x26; 0 , 1) *. 3)o’(ê) est ainsi identifié aux sections d’un fibré

vectoriel, plus précisément ~p ~ q( ~ ) s’identifie aux sections du fibré

E ® E . Existe-t-il des opérateurs cohomologiques parmi les

dérivations due 6? Soit D une telle dérivation, de carré D 2 = 0 ; on a

alors :

ce qui n’est possible que si Dt = 0 .
Nous voyons donc que toute dérivation de carré nul est triviale.

L’algèbre tensorielle possède deux quotients importants, l’algèbre symé-

trique et l’algèbre extérieure dont nous allons étudier les dérivations.

3. Dérivations de l’algèbre symétrique.
E étant toujours un fibré vectoriel localement trivial sur V, no-

tons ~ l’algèbre des tenseurs covariants symétriques sur E , c’est-à-dire

la j= - algèbre des applications multilinéaires symétriques de ff, 1,0 dans
. Tout élément c~ E ~ s’identifie comme on le sait à un tenseur symé-

trique et si ik (resp. cp ) est le symétrisé d’un tenseur t (resp. t’ ) on a,

pour la loi d’algèbre sur 4&#x3E;, cp. tjJ = le symétrisé,de t 8 t’ .D’ où l’on déduit
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facilement que si V est une connexion sur E , X un champ de vecteur sur

V

Ces préliminaires étant remarqués, nous avons le théorème :

T H E O R E M E . Soient Dp ~ (res p. 5);rJ» le 5 - module des R - dérivations

« de degré p ~ (resp. des 5 - dérivations) de ~, ~R ( 5’ c~p ) le ~ - module
des applications D de if dans ~p vérifiant D ( fg ) = g - D f -~- f . Dg .
Alors on a la suite exacte :

Remarquons que 0 est simplement une algèbre graduée et que les

dérivations de 0 sont munies d’un degré et non d’un bidegré. Nous avons

d’abord le :

LE MME. 3)pf?,~,)’~f isomorphe au ~ - module des applications p -

linéaires symétriques de &#x26;1,0 dans ~ R ( ~ ).
En effet si D E ~R ( ~ , ~p ) , t 1, ... , t p E ~ l’ ° , l’application

~ -· Dr( t 1 , ... , t p ) est une dérivation de if de degré 0 , c’est-à-dire un

champ de vecteur sur V . En effet

Autrement dit il existe une application p - linéaire de &#x26; 1,0 dans

~R(~)) soit X,telle que X(tl,..., tp)f = Dj(tl,..., tp). *
Comme D f E ~p , X est symétrique. Réciproquement, si X est une appli-
cation p - linéaire symétrique de &#x26; 1,0 dans DR (~)) la relation ci-dessus
définit D E ~R ( ~ , ~p ) .
Soit 7 une connexion dans E , D E ~R ( ~ , ~p ) , nous allons définir une
dérivation (notée encore D ) de degré p , de 4$ , dont la restriction à ?

est D.

Si Cf&#x3E; é ~ 1 nous définissons D cp E ~p +1 comme étant le symétrisé de l’ap-
plication p -~ 1- linéaire ( où X

est l’application p- linéaire symétrique de iS’,’ dans 2)n(?) associée
à D EDR(9r"&#x3E;P)’
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On vérifie facilement que

Si cP E ~ p , U est un voisinage muni d’une base locale Cf&#x3E; 1 ,.· ·, q&#x3E; n
on a

On définit alors

où
~

Du fait que 0 est commutative, on vérifie que cette définition ne dépend

pas de la base choisie et par récurrence que

Autrement dit à tout élément D E ~R ( ~ , ~~ ) la connexion associe une
dérivation qui coïncide sur 5 avec D . La suite du théorème est non seule-

ment exacte mais scindée. (On remarque trivialement que toute ?-dérivation

définit une R - dérivation nulle sur les fonctions).

La classification des dérivations de ~ se complète en remarquant que

) s’identifie aux applications de I&#x3E; 1 dans OP + 1 qui sont 5 - liné-

aires. Comme pour les dérivations de tenseurs quelconques on voit faci-

lement que

On voit encore ici qu’il n’existe pas d’opérateur cohomologique non nul, du

fait que (,.,. E ~, 7-2 = 0 ) entraîne T = 0 .

Si E = T ( V ), on peut remarquer que la donnée d’une connexion linéaire

permet non seulement d’associer à tout élément D E ~R ( ~ , ~p ) une déri-
vation qui le prolonge, mais même de déterminer une dérivation de degré l .

si cp E ~ 1, posons

et s i ~
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On vérifie que l’on a ainsi une application D : ~ 1 .... ~ 2 telle que

que l’on peut donc prolonger comme plus haut en une dérivation de 0 de

degré ~- 1 . Nous disons que D est induit par la connexion ’7.

Réciproquement, toute dérivation de degré 1 est-elle induite ainsi par une

connexion linéaire ?

On voit d’abord que pour qu’il en soit ainsi, il est nécessaire que

l’on ait :

autrement dit que D f = dl où d désigne la dérivée extérieure. Supposons
donc que D vérifie la condition D f = d f . Posons pour tout cp é ~ 1 :

en désignant par d cp la dérivée extérieure de la 1 - forme cp , ce qui a un

sens puisque E = T ( V ). On vérifie alors facilement que

autrement dit que t - Ot y est une dérivation covariante, ce qui définit

donc, comme on le sait, une connexion linéaire d’où :

T H E O R E M E . La condition nécessaire et suffisante pour qu’une dérivation

D de degré 1 de ~ , soit induite par une connexion linéaire est que Df =

d f pour f E ~ .

La méthode ci-dessus permet également de déterminer les connexions

linéaires dont on s’est donné les valeurs ~7X X , pourvu que l’on ait

question liée à la recherche des connexions ayant les géodésiques données.

4. Antidérivations de l’algèbre extérieure. 
’

E désigne toujours un fibré vectoriel localement trivial sur V . ~P

désigne la ?-algèbre des applications multilinéaires alternées de ~
dans 5. Comme il est immédiat que toute dérivation D : uu - T de degré

impair est nulle. nous étudions ici les applications R - linéaires D : T - ’II
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vérifiant

que nous appelons antidérivations, étant entendu que si q est pair, une

antidérivation est automatiquement une dérivation. Nous étudions donc les

opérateurs non triviaux, antidérivation lorsque le degré est impair, dériva-

lorsque le degré est pair. Dans le cas E = T ( V ), les anti-dérivations ont

été entièrement classifiées par Nijenhuis et Frôlicher sous le nom de déri-

vations [ 10 J . En ce qui concerne le cas général d’un fibré E quelconque
nous avons le :

T H E O R E M E. Soient ~ p ( ~y ) (resp. D p (IF » le 1- module des R - antidéri-R 9:
vations (resp. ~ - antidérivations) de ’F, J~R(5’qfp) le ~ - module des

applications D de ~ dans ~p vérifiant

Alors la suite

est exacte.

Nous avons d’abord, comme dans le cas de l’algèbre symétrique (D,
le lemme suivant :

LEMME. » module des applications p - liné-
J

aires alternées de &#x26; 1,0 dans ~R ( ~ ).
La démonstration est exactement la même que dans le cas de (D,

algèbre symétrique (voir § 3 ) .
Soit 0 une connexion dans E, D E Dp ( j= , ’II p ). Si cp E ~ 1, définis-

sons D cp comme étant l’antisymétrisée de l’application ( p -1- 1 ) - linéaire

où X est l’application p - linéaire alternée de &#x26; 1,0 dans DR ( ~ ) associée
à D E ~R ( ~ , ~Yp ) par l’isomorphisme du lemme.
On vérifie facilement que si f E ~ , D ( / cp) = D //B cp + / D cp ce qui permet,
si Cpeyq de définir D cp au moyen d’une base locale définie dans un voisi-

nage de coordonnées locales :
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d’où

On vérifie que, du fait que ~ est anticommutative, cette définition

ne dépend pas de la base locale choisie, et par récurrence que si cP E ,pq @

~ E ~r, on a

Enfin la restriction de D à 3 est l’élément dont on est parti, autrement dit

la connexion 7 permet de scinder la suite du théorème qui est donc exacte

(on remarque trivialement que ~~ (’P ) ~ Sp (’1’) est injective) .
La classification des dérivations est achevée si l’on remarque en plus que

OPERATEUR COHOMOLOGIQUE.

Supposons que-D soit une antidérivation de carré nul, on peut alors

écrire .

pour

Si et on a

Enfin, pour

Autrement dit, pour qu’une antidérivation soit un opérateur cohomologique
il faut que l’on ait, en désignant par p son degré
Si p est pair :

pour

Si p est impair :
Ces conditions sont de plus suffisantes puisque 9 est localement engendré

par Y 1 et 5 et que les antidérivations sont des opérateurs locaux.
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Du fait que %P" +1 = 0 si le rang de E est n , on voit qu’il existe triviale-

ment des opérateurs de carré nul; il suffit que le degré de D soit supérieur
à n

à~.
2

Dans le cas p pair, les conditions D f /~ D cp = D c~ /~ D ~ = D f /~ Dg = 0 en-

trainent l’existence d’une forme 6c) ~~F, pour chaque dérivation de degré

p &#x3E; 0 telle que Dl= cv /~ cv f, Dcp= waco y * Du fait que D est une dériva-

tion, on déduit aus sitôt que f -~ úJ ¡ est une application vérifiant cv jg 
=

( c~f) g + lúJg et que cp-+ w y vérifie úJ¡CP= ( cv f) A cP + f cv~ , autrement dit
qu’il existe une antidérivation (de degré p - 18 telle que S f = colt S?= úJ cp. .

Réciproquement il est immédiat que si 8 est une antidérivation de degré

impair, f .~ D f = co /~ 8f et c~-~ cv /~ Scp définissent pour ú) donné, une déri-

vation de degré pair et de carré nul si ú) A 8co = 0 . Enfin pour p = 0, on

voit aisément que les conditions

entraînent D f = D cp = 0 pour toute fonction f E 5 et tout cp E tP .
’ 

Autrement dit toute dérivation de degré nul, de carré nul, est nulle. On peut
résumer :

TH E O R E M E. 1 ) Pour qu’une antidérivation de degré impair soit de carré

nul il faut et il suf fit que D 2 f = D2çf= 0 pour f E 5: et cP E ~ 1. 
’

2 ) Toute antidérivation de degré nul et carré nul est nulle. Les

antidérivations de degré pair ( =1= 0 ) de carré nul sont de la forme f -~ ú) A 8 f
et y- cO /~ 8ep où 8 est une antidérivation de degré impair et ú) un élément

de ’II 1 donné tel que ú) /B 8ú) = 0.

Considérons le cas particulier E = T ( V ) . Comme pour 1&#x3E;, il est

immédiat que la donnée d’une connexion linéaire détermine canoniquement
une antidérivation D de degré + 1 dans IF et telle que D f = d f . Récipro-

quement, soit D une antidérivation de degré + 1 dont la restriction à f est

égale à la différentielle df . On en déduit qu’il existe une 2 - forme antisy-

métrique T ( X , Y ) telle que D cp -: d cp = cp o T pour toute 1 - f orme. Or on sait

qu’il existe toujours une connexion linéaire ayant une torsion donnée. Si S
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est l’ antidérivation dans ’II, définie par cette connexion, on a S cp = D c:p
donc D = S puisque ? et ’II 1 engendrent localement IV. D’où

T H E O R E M E . Pour qu’une antidérivation D de degré ~- 1 soit induite par une

connexion linéaire il faut et il suffit que D f = df pour toute fonction f E ~ .

5. Pseudo-dérivations de ~ .

Parmi les opérateurs différentiels d’ ordre 1 dans é (avec les nota-

tions du début de ce chapitre), nous avons vu que l’espace des dérivations

est assez pauvre puisqu’ en particulier toute dérivation de bidegré ( p , q ~ ~
( 0 , 0 ) est 5: - linéaire.

Appelons pseudo-dérivation de ê, de bidegré (p, q) tout opérateur D : 6 -~ é

vérifiant les égalités

pour

En particulier une dérivation est une pseudo-dérivation et il est immédiat

que toute pseudo-dérivation est un opérateur différentiel en ce sens qu’elle

possède le caractère local ( t ~ U = 0 --~ Dt 1 U = 0 si U est un ouvert de

V ). Toute pseudo-dérivation donne par restriction à 5 = ~°’° une appli-
cation R-linéaire D de ? dans ~p’ q vérifiant la relation :

Notons ~R ( ~ , ~p’ q ) le 5 - module de telles applications. Nous avons alors
THEOREME. La suite

est exacte.

où ~0772~’~(ê) désigne le 5 - module des éléments de Hom~ ( ~ , ~ ) de
bidegré ( p , q ) et _1 p ’ q ( ~ ) le ?-module des pseudo-dérivations de ~ de

bidegré p , q . Comme aux paragraphes précédents, on démontre aisément le

L EMME. 
*
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en remarquant que le dual (sur ?) de ~ q’ p est ~p ’ q .

Une connexion 0 , dans E , J étant alors donnée, il s’agit de définir, pour
tout D 6Ï)p(?,ê~’~) une pseudo-dérivation de 5; dont la restriction à 9:
est D.

Soit X E Hom~ ( ~q’p , ~R ( ~ )) l’élément associé à D au moyen du

lemme, t E ~ a’ b , appelons D t l’application de 5;q,p dans ~ a’ b définie

par

pour

Il est clair que on a

Soit

Autrement dit l’application D ainsi définie sur é est une pseudo-dérivation

qui prolonge bien l’ é lément D E ~ R ( ~ , ~p ’ q ) donné.
Finalement comme Homp’ q( ~ ) -~ ~p’ q( ~ ) est injectif et que toute pseudo-
dérivation nulle sur ? est un élément de Hom~ ( ~ , ~ ) , le théorème est

établi.

On voit que par le procédé précédent les éléments de ~R (j= ,&#x26;’0,0) don-

nent en fait des dérivations (de bidegré ( 0 , 0 )) , tandis que si ( p , g ) ~
( 0, 0 ) on n’obtient pas des dérivations.

Lorsque l’on se restreint aux tenseurs covariants symétriques (resp. anti-

symétriques) les pseudo-dérivations de bidegré ( 0 , q ) donnent par symé-
trisation (resp. antisymétrisation) les dérivations de 4J (resp. antidériva-

tions de T). Dans le cas particulier E = T ( V ), toute connexion définit

canoniquement une pseudo-dérivation de bidegré ( 0, 1 ) dont la restriction

à 3 est égale à la différentielle extérieure d. La réciproque est ici immé-

diate ; toute dérivation D de é de bidegré ( 0 , 1 ) dont la restriction à J
est égale à d définit une connexion linéaire 0 par la relation :

D E FIN IT IO N. A ppelons connexion de bidegré ( p , q) toute scission de la
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suite exacte :

Nous voyons qu’une connexion de bidegré ( 0, 0 ) est tout simplement une

connexion dans le fibré E * ,* qui détermine naturellement une connexion

dans le fibré E (car la loi de dérivation covariante qu’elle définit conserve

EP, q V p et q ) mais qui n’est pas nécessairement le prolongement naturel

à E * ~ * d’une connexion dans E .

Supposons E = T ( V ) . De même que toute connexion linéaire détermine

canoniquement une pseudo-dérivation de bidegré ( 0, 1 ) , nous allons voir

que toute connexion de bidegré ( p , q ) détermine canoniquement une pseudo-
dérivation de bidegré ( p + q, p + q + 1 ) . En effet soit ’7x la pseudo-
dérivation définie par l’élément X E ~R ( ~, ~p’ q) ~ Hom~ ( ~p’ q, ~R (~ ))=
- ~p +l’ q. Si t E ~’’s, soit Dt l’application de &#x26;P +1, q dans &#x26;r+p,s+q

définie par :

car vx est de bidegré ( p , q ) .
On a donc :

Dt

On vérifie qu’avec ces identifications :

Autrement dit D est une ps eudo-dérivation de bidegré
Avant d’examiner la réciproque, remarquons que l’isomorphisme

1 

montre que tout élément t E ~ 1 + p’ q définit lorsque p ? 0 un élément de

) ce qui permet de définir une famille d’éléments . 

’ 

,

par la relation :
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où l’on a identifié

à un élément de et à un élément de

). *
Ceci étant, si 7 est une connexion de bidegré ( p , q ), la pseudo-dérivation
D de bidegré ( p -f- q , p -I- 1 ) qu’elle définit est telle que D j = d p ~ , q 1 car par
définition, on a :

pour

Réciproquement, soit D une pseudo-dérivation de bidegré ( p H q, p -~ q + 1 ~
telle que Dj = dp ~ q f . Définissons 7 par -

pour tout t E ~’’’ S , avec les identifications déjà faites plus haut. On a

alors et

C’est-à-dire

pour tout et

Autrement dit 7 est bien une connexion de bidegré ( p , q ) . D’ où :

T H E O R E M E. Pour qu’une pseudo-dérivation D de ~ soit dé finie par une

connexion de bidegré ( p, q) il faut et il suffit que l’on ait :

OPERATEURS COHOMOLOGIQUES.

Soit D une pseudo-dérivation de carré nul. On a donc par un calcul

facile

D’où D f ~ D f = 0 pour f = g et par suite D f - 0 . Autrement dit toute

pseudo-dérivation de carré nul est triviale sur les fonctions c’est-à-dire

que D E Hom~ ( ~ , ~ ) . Par exemple s’il existe sur le fibré tangent un opé-
rateur de carré nul il définit une pseudo-dérivation de bidegré ( 0, 0 ) , de

carré nul.
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