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Introduction

Soit D un domaine borné de C" de classe 2, défini par: D =

{z;03BB(z)0}, où À est une fonction de classe C(62 telle que |~03BB(z| # 0
sur aD = {z; À(z) = 01. Si a désigne la mesure euclidienne sur aD, le
projecteur de Szegô est défini comme le projecteur orthogonal de
L2(aD, du) sur 2(~D, d03C3), c’est-à-dire sur le sous-espace de L2(aD)
formé des valeurs au bord des fonctions holomorphes. Il est donné

par:

si S(z, 03B6) désigne le noyau de Szegô du domaine. 
Lorsque D est un domaine strictement pseudo-convexe, le noyau

S(z, 03B6) et le projecteur S sont maintenant bien connus ([12], [8], [15]):
S est en gros un opérateur intégrale singulière sur dD muni d’une
métrique adaptée. Par contre, lorsque D est seulement pseudo-con-
vexe, on ne sait rien en général sur S(z, 03B6) et sur S.
Le but de cet article est d’étudier les noyaux de Szegô de certains

domaines pseudo-convexes particuliers, en partant de l’exemple le

plus simple, le domaine {|z1|2 + |Z2|4  1}. Plus généralement, soit

avec 03B11, a2, ..., an compris entre 0 et 1. Le domaine Da est pseudo-
convexe, strictement pseudo-convexe en tout point z tel que zj ~ 0
pour tout j = 1, 2,..., n. Pour ces domaines Da, nous calculons expli-
citement les noyaux de Szegô, du moins après avoir remplacé la

mesure euclidienne sur aDa par la mesure d03BC03B1 = 2du,,, : la mesure ilaIVA" 
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possède des propriétés remarquables d’homogénéité dans R2" qui
rendent le calcul possible. Le noyau de Szegô correspondant, S,(z, C)
est donné sous forme d’une intégrale faisant intervenir la fonction de
Mittag-Leffler, puis développé en faisant apparaître ses singularités
(propositions (2.2), (2.3), (3.1)). Donnons une idée des formules

obtenues pour le domaine D = {z E C2; |z1|2 + |Z2|4  1}: alors, à un

noyau uniformément intégrable près, S03BC(z, C) vaut:

On reconnait dans le premier terme le noyau de Szegô de la boule pris
en (z1, ZI 2) (03B61, 03B622) et pondéré comme il se doit par le jacobien de la
transformation (zl, Z2) ~ (zl, z22). Le second terme a pour support
singulier l’ensemble des (z, z) E aD x aD tels que z soit non strictement

pseudo-convexe.
La technique de calcul utilisée pour S,(z, 03B6) est intéressante en

elle-même, et nous montrons brièvement comme elle pourrait être
utilisée pour d’autres noyaux liés à des fonctions hypergéométriques.
Nous calculons également le noyau de Bergman de Dco et étudions
l’analyticité de S03BC(z, e) au passage (§3).
Les inégalités LP pour le projecteur S03BC s’obtiennent, grâce aux

formules obtenues, comme conséquences d’inégalités à poids sur la
boule pour les projecteurs de Szegô et Bergman. Nous montrons
ensuite que le projecteur S03BC s’exprime comme dans le cas de la boule
par

da désignant une distance convenable, lorsque f est une fonction de
classe 16’. L’étude de da (§6) est particulièrement intéressante puisque
elle jette une lumière sur la géométrie du noyau de Szegô, et donne
peut-être un moyen pour aborder d’autres domaines non strictement
pseudo-convexes. En fait, nous montrons qu’on peut prendre, comme
dans le cas strictement pseudo-convexe, d03B1(z, 03B6) = |S03BC(z, 03B6)|-1. Les

points de non stricte pseudo-convexité de Da sont des points de
continuité de S03BCf comme les autres.

S03BC étant ainsi défini, nous montrons qu’il envoie continûment L’
dans L’ fa ible: là-encore, c’est une conséquence d’inégalités à poids sur
la boule, inégalités qui sont non standards à notre connaissance (cf.
l’appendice).
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Il nous reste à revenir au projecteur de Szegô S : l’astuce de N.

Kerzman et E. Stein ([15]) permettant d’écrire le projecteur ortho-
gonal S à partir d’un projecteur oblique (ici S03BC) presque orthogonal
(S03BC - S*03BC est régularisant) permet de déduire les inégalités LP pour S
des inégalités LI pour S03BC (§ 7). Le fait que le projecteur de Bergman
soit un opérateur borné dans LP découle également immédiatement
des inégalités LP pour S03BC.
Dans un dernier paragraphe, nous construisons des formules de

représentation de Cauchy-Fantappié sur les domaines Da qui ont à la
fois l’avantage d’être d’expression très simple et d’avoir leur analogue
dans tout domaine pseudo-convexe qui s’envoie holomorphiquement
dans un domaine strictement pseudo-convexe. L’intérêt de telles

formules est évident pour de nombreux problèmes: solutions de a,
étude des espaces WP, zéros de la classe de Nevanlinna.... Nous
montrons que le projecteur associé est, dans certains cas, borné dans
LP, p &#x3E; 1. Toutefois il n’est pas, même dans les cas les plus simples,
presque orthogonal: il est donc loin du projecteur de Szegô.
Une partie des résultats de cet article a été annoncée dans [6] et [7].

1. Etude des domaines Da : Choix d’une mesure sur aD.

Soient ai, a2, ..., an n nombres réels de l’intervalle ]0, 1]. On ap-
pelle Da le domaine de C n :

Le bord aDa de Da est de classe C(ij2 (de classe ~ si les aj sont des
inverses d’entiers), et la forme de Levi de Da est strictement définie
positive en tout point’ E aDa tel que ei 0 0 pour tous les indices j
pour lesquels aj ~ 1, semi-définie positive ailleurs.

Appelons cra la mesure euclidienne de aDa. Comme oa est in-

variante par les rotations zi ~ ei03B81z1, Z2 ~ ei03B82Z2, ..., zn ~ ei8nzn, les
fonctions:

forment une base orthogonale de l’espace de Hardy ;¡e2(aDa). Le
noyau de Szegô de Da est donc connu sous forme de série:
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si m désigne le multi-indice m = (m1, m2, ..., mn), zm = Zm11, ..., zmnn,
m = m11, ..., mnn, la somme est prise sur tous les multi-indices m tels
que m1 ~ 0, m2 ~ 0,..., mn ~ 0, et

Malheureusement, cette intégrale n’est nullement une fonction simple
de m, aussi nous allons choisir sur aDa une mesure ayant des pro-
priétés d’homogénéité remarquables, et qui apparaît comme pro-
venant de la désintégration de la mesure de Lebesgue de C" par
rapport aux lignes de niveau de la fonction 03BB03B1. Cette mesure, est
donnée par le lemme suivant; dV(z) (ou dVn(z) s’il peut y avoir

confusion) y désigne la mesure de Lebesgue dans C".

LEMME 1.1: Il existe une mesure Ma, et une seule, sur aDa telle que,
quelle que soit la fonction f continue à support compact dans Cn:

|03B1| désigne évidemment ai + a2 + ... + an.

Lorsque Da est la boule unité B (c’est-à-dire lorsque a, = a2 =
... 2022 = an = 1) il est clair que jla est la mesure euclidienne sur la sphère
unité, que nous noterons simplement u. Nous allons utiliser ce cas
particulier pour calculer lla dans un paramétrage convenable de aDa :
posons z = 03A6(z’) si

Alors

la première égalité étant due au théorème de changement de variables
dans C", la seconde étant l’égalité (1.2) dans le cas de la boule unité.
Comme l’image par 03A6 de aB est aD", et l’image par 4) de rz’ est

(ratzl, r"2z2, ..., ranzn) si z = 03A6(z’), il en résulte que l’accolade s’exprime
justement comme l’intégrale sur aD,,,, de la fonction f(r03B11z1,, ..., ranzn),
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prise par rapport à la mesure:

Nous allons voir que la mesure 03BC03B1 est, dans tous les cas,

équivalente à la mesure euclidienne Ua. Plus précisément:

LEMME 1.4: La mesure euclidienne Ua et la mesure 03BC03B1 sont liées par
la relation : dua(z) = 1 2 |03BD03BB03B1(z)| d03BC03B1(Z).

Désignons par 03B4 la distance à aDa, par 03BD03B6 la normale extérieure à ~D03B1

en 03B6 et D~03B1 le sous-ensemble de Da formé des points à distance
inférieure à e de aDa. Si e est assez petit, tout z E D~03B1 s’écrit d’une

manière et d’une seule sous la forme 03B6 -~03BD03B6, avec’ E aDa et 11 E

]0, ~ [, et

si F désigne la fonction à support dans Dâ, et telle que F(03B6- ~03BD03B6) =
f(03B6) (cf [ 11]). Mais, en vertu de (1.2),

Pour conclure, il suffit de montrer que:

ou encore, f étant supposée de classe 1, que

Montrons donc (1.4). Soit tout d’abord z~D~03B1=03B6’-~03BD03B6’, avec
~  e. Montrons que z ne peut s’écrire sous la forme

(r03B1103B61,ra203B62,...,r03B1n03B6n), avec 03B6 = (03B61, ..., 03B6n) ~ ~Da, que si r ~

1-|~03BB03B1(03B6)|~ 2 +03C3 (~). ou encore, comme r2 = 03BB03B1 (z), si 03BB03B1(z) ~ 1-

|~03BB03B1(03B6)|~ + 03C3(~). Mais il suffit de développer 03BB03B1 au voisinage de 03B6’:
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En particulier la distance de z à 03B6, qui est de l’ordre de 1 - r, et donc
la distance de 03B6 à 03B6’ en vertu de l’inégalité triangulaire, sont O(~).
Comme 03BB03B1 est de classe cg2:

et finalement

Soit réciproquement z = (r03B1103B61, ra2’2, ..., r03B1n03B6n), avec’ E aD"
et 1 - q  r  1. Montrons que la distance de z à aD", 8(z), est

inférieure à 2~ |~03BB03B1(03B6)| + 17(71): puisque V5a) = - ve,

tandis que:

REMARQUE: La démonstration ci-dessus est une démonstration

"naïve": on pourrait évidemment définir 03BC03B1 en termes de formes

différentielles.

Nous aurons également besoin de l’expression de 03BC03B1 lorsque aDa
est identifiée à Da’ x ~D03B1", avec 03B1’ = (a l, a2, ..., 03B1m), a" =

(am+l, ..., an) au moyen de la bijection If suivante: étant donnés

Z’ ~ D03B1 et Z" ~ ~D03B1", Z’ = (Z’1, ..., Z’m) et Z" = (Z"m+1, · · ·, x"n), notons

03C8(Z’, z") le point:
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LEMME 1.5:

Il suffit d’utiliser (1.2) pour Da’ et D03B1" pour écrire:

puis, utilisant le fait que:

Utilisant encore (1.2) dans Cm, on reconnait dans l’accolade l’intégrale
dans Da’ de:
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C’est dire, étant donnée la définition de 03BC03B1, que

Le lemme est démontré.

Nous calculons dans le paragraphe suivant (cf. (2.1)) la mesure de
aDa. Il résulte de ce calcul et du lemme (1.5) que:

LEMME 1.6: Soit m  n, f une fonction définie dans Da,, avec

03B1’ = ((03B11, ..., am). Alors

avec

2. Calcul du noyau de Szegô relatif a la mesure lu,a

Les fonctions zm = zm11zm22, ..., z n n formant encore une base ortho-

gonale de l’espace 2(~D03B1) pour le produit scalaire

le noyau de Szegô S03BC(z, 03B6) donnant la projection orthogonale pour ce
produit scalaire est donné par la série:

avec

Utilisons (1.2) pour calculer b -1m:
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d’une part; d’autre part:

Donc

En particulier la mesure de aDa, égale à b-1(0,...,0), est encore égale à

avec c 1. 1 = 203A0n03B1 ... 03B1n.

On peut obtenir une expression explicite de S,(z, C) lorsque tous les
aj sont égaux à 1 sauf l’un, par exemple an :

LEMME 2.2: Si a = (1, 1,..., 1, an), il existe des constantes Ck telles
que

Il suffit, en effet, d’utiliser le fait que:

avec 03B2 = anmn + an + n - 1 pour faire d’abord la sommation en
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ml, m2, ..., m.-I et obtenir que:

On conclut en remarquant que 0393(03B1nm+03B1n+n-1) 0393(a-m+03B1) est un polynôme
en m qui s’exprime, si n &#x3E; 1, comme:

or:

d’où le lemme.

En particulier, si n = 2 et a = (1, 03B2),

Revenons au cas général, pour lequel il n’y a pas de formule explicite.
Nous allons donner une expression intégrale pour SIL (z, e). Les prob-
lèmes de convergence de série, d’interversion d’intégrales,..., ne
présentent, on le verra, aucune difficulté.
Comme:

si F03B2 désigne, lorsque 13 &#x3E; 0, la fonction entière d’une variable com-

plexe



[ 11]

Fi est évidemment la fonction exponentielle, tandis que Ff3 en général
est liée à la fonction de Mittag-Leflier

exactement, F¡3 = PE’. La fonction E¡3 a été étudiée dans [17] par
Mittag-Lefner, qui en donne une représentation intégrale dont

découle le comportement asymptotique de E¡3. Reprenant sa démon-
stration, on obtient immédiatement pour F¡3 la représentation intégrale
suivante lorsque j3  1:

lorsque u est à droite du contour 03B4 formé des deux demi-droites
= tei03B403B2, t &#x3E; 1 et u = te-i03B403B2, t &#x3E; 1, et d’un arc du cercle unité:

avec

si u est à gauche de 03B4. Ici u 1/13 désigne évidemment la détermination
principale.
De cette représentation intégrale, on déduit immédiatement que:
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LEMME 2.5: Si 0  1, quel que soit 5 E il, fi il existe une con-03A0 2, 03A0
stante Cs telle que F03B2 s’écrive :

avec |~03B2,03B4 | ~ C8.
Il suffit de montrer que:

Mais, si 03B4’ &#x3E; 8 et u à droite de 03B4, |u| &#x3E; 2,

D’où la seconde majoration lorsque |u|&#x3E;2. La première majoration
s’obtient de la même manière, lorsque |u| &#x3E; 2, en écrivant F03B2(M)
comme l’intégrale sur le contour 03B4", avec 03B4" 03B4. Lorsque 1 u |~ 2, les
deux majorations découlent immédiatement de la continuité de Ff3 et
du fait que u1/03B2-1eu1/03B2 tend vers 0 quand u tend vers 0.
Revenons à la representation intégrale (2.4) de S03BC(z, 03B6). Soit q &#x3E; 0.

Il résulte du lemme (2.5) que, quel que soit u E C:

et donc (*):

lorsque

(*)Les constantes, lorsqu’elles ne sont pas explicates, sont susceptibles de varier d’une
ligne à l’autre.
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S03BC(z, z)  00 lorsque z appartient à Da. Soit maintenant z E D«, C E Da :

la série définissant S,(z, 03B6) est absolument convergente, et les inter-
versions faites de sommations et intégrations légitimes.

Si par contre z ~ Da, la minoration de F03B2(u), pour u réel positif, par
Ceu1/03B2 permet de montrer que

vaut + 00: la série définissant S03BC(z, z) diverge.
Nous allons montrer qu’en fait l’intégrale (2.4) a un sens lorsque z

et C appartiennent à aDa, z ~ 03B6, ce qui nous permettra de conclure que:

PROPOSITION 2.1: Le noyau de Szegô S03BC(z, C) se prolonge en une
fonction ~ de Da x Da privé de la diagonale de aDa.

Il suffit de montrer que la fonction:

qui est analytique dans:

possède un prolongement analytique au voisinage des points u E a Da
tels que u1, u2, ..., Un soient non tous réels positif s ou nuls : en effet
S,(z, Ç) = caAa(z¿) si zi désigne le point (Zlil, Z22, ..., znn)· Or z
appartient, nous l’avons vu, à 0a lorsque z ~ 03B1, 03B6 ~ a, et

Zlil, Z2i2, - - -, Znn sont tous réels positifs et tels que |z11|1/03B11 + ··· +
|znn|1/03B1n = 1 si et seulement si Zl = ’1, Z2 = 03B62, ..., Zn = Cn-

Soit donc par exemple uo E ada tel que u01 soit non réel positif ou nul:

IArg u01 &#x3E; 8al, avec 0  8  03C0 2.
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forme un voisinage de u°. Mais, comme en vertu du lemme (2.5), si

IArgull&#x3E; 8a¡,

sur V,. La fonction Aa est donc bien définie sur V,. Il est aisé de

montrer qu’elle y est analytique.
Nous allons maintenant déduire du lemme (2.5) des estimations

précise de S,(z, e). Fixons tout d’abord quelques notations, que nous
utiliserons dans l’énoncé des propositions suivantes:

NOTATIONS: Nous appellerons Jo l’ensemble des indices j pour
lesquels 03B1j ~ 1. Soit 0  8  03C0. Nous noterons, pour toute partie finie J
de Jo, XJ,8 la fonction caractéristique dans C" de

En particulier XJ,03B4(z) vaut 1 si et seulement si |Arg(zjj)|  5aj quel
que soit j E J. Remarquons qu’alors (zjij)’/"j est bien défini (comme la
détermination principale).
Rappelons que la forme de Lévi de Da en 03B6 ~ aDa est la forme

hermitienne

restreinte au plan complexe:

Elle est de rang n - 1 en 03B6 si 03B6j ~ 0 quel que soit j E JO: C est alors un
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point de stricte pseudoconvexité. Plus généralement, si Ci = 0 lorsque
j E J C 10 et ’j F 0 lorsque j E JoBJ, elle est de rang n - 1 - IJ 1.

PROPOSITION 2.2: Si e est un point de stricte pseudo-convexité de
8D«, quel que soit 8 E ] 03C0/2, 03C0[, sur Da :

avec

Si e est un point de non stricte pseudo-convexité de aDa : 03B6j = 0
lorsque j E J C Jo, 03B6j ~ 0 lorsque j E JoBJ, alors, quel que soit 8 E llT/2,
1T [, sur Da :

avec 

Remplaçons F03B1j par son expression (2.6) lorsque 03B1j  1, par sa
valeur comme exponentielle lorsque aj = 1 dans l’expression intégrale
(2.4) de S03BC(z, 03B6): après avoir développé on trouve

En particulier, ;

Soit C un point de stricte pseudo-convexité: 03B6j ~ 0 lorsque j E Jo. Il

s’agit de montrer que si K 4 0, IK est borné. Mais alors
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La majoration de IK s’en déduit immédiatement.
Soit maintenant 03B6 ~ D03B1, 03B6j = 0 lorsque j E J C J0, 03B6j ~ 0 lorsque j E

JoBJ. Comme alors, si j E J, F03B1j(t03B1jzjj) = Faj(O),

avec 03B3J = ca (ri 0393(03B1j))-1. . Si l’on écrit comme précédemment S03BC(z, e)
en remplaçant chaque Fa,, pour j E JoBJ, par son expression (2.6), on
voit que le terme principal de S,(z, e) est

avec

tandis que le reste est majoré comme précédemment.
Dans l’expression (2.7), le reste 6(1) augmente évidemment lorsque

e s’approche des points de non stricte pseudo-convexité. La pro-
position suivante donne un contrôle de ce reste, et c’est elle qui nous
permettra de démontrer des inégalités LP :

PROPOSITION 2.3: Quel que soit 5 E ]03C0/2, 03C0[,

étant prise sur toutes les parties non vides J de Jo, et

la sommationavec



175

En particulier, si n = 2 et 03B1(1, 0), cas où l’on connait explicitement

S03BC(z, 03B6) = 1 2 (1- z11)03B2-1[(1- z11)03B2- Z2j]-2, on trouve la décom-

position:

Cette proposition est une conséquence du lemme (2.5) et du lemme
suivant.

LEMME 2.9: Soit cp une fonction holomorphe dans le domaine

{z E C; IArg zl  ~} du plan complexe et bornée par A. Alors, il existe

une constante C ne dépendant que de A, E E ]0, 03C0 2 [ et f3 &#x3E; 0, telle que,

quel que soit u de partie réelle positive,

Démontrons tout d’abord le lemme. Si I désigne l’intégrale ci-

dessus, |I|~A0393(03B2) |Re u|03B2 lorsque Arg u |~ 03C0 2 - ~ 2 et donc Re u ~ sin ~ 2|u|. Si
maintenant |Arg u| &#x3E; 03C0 2 - ~ 2, si par exemple Arg u est compris entre

03C0 2 - ~ 2 E et 03C0 2, on utilise le fait que:

où DE est la demi-droite {z = re-iE/2, r &#x3E; 0}: on est alors ramené au cas

précédent puisque |Arg ue-i~/2| ~ 03C0 2 - ~ 2.
Revenons à la démonstration de la proposition (2.3), et considérons

tout d’abord le cas de z, 03B6 dans Da tels que:

quel que soit j E Jo, |Arg(zj03B6j)|  Sa;.
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Fixons 03B4’ &#x3E; 8, 03B4’  7T’, et écrivons S03BC(z, C) en recourant au lemme (2.5)
comme au début de la démonstration de la proposition (2.2), le rôle de
5 étant cette fois joué par 03B4’. Nous allons montrer que:

est majoré par:

Mais c’est une conséquence immédiate du lemme (2.9) puisque Re(1-
03A3j~K (zjj)1/03B1j) est positive, nulle seulement si 1- 03A3j~K (zjj)1/03B1j = 0, et
"Ziii est, comme fonction de t, holomorphe bornée dans le domaine
{t; larg tl  8’ - 8}, la fonction. cp«;,s-, étant holomorphe bornée dans le
domaine {u; larg ui  8’aJ.

Considérons maintenant le cas où: quel que soit j E J C Jo,
|Arg(zjj) ~ 8aj; quel que soit j E JoBJ, |Arg(zjj)|  Sa;.

Fixons encore 03B4’ &#x3E; 03B4, 03B4’03C0, et fixons de plus 03B4"  03B4, 03B4" &#x3E; 03C0 2.
Remplaçons encore F«; par son expression (2.6) pour j E JoBJ dans
l’expression intégrale (2.4) de S03BC(z, C): après avoir développé, on
trouve

On utilise encore le lemme (2.9) pour majorer IJ, K par:

Il suffit de vérifier que la fonction
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est une fonction holomorphe bornée de t dans le domaine

3. Remarques et compléments à propos du noyau de Szegô S,(z, C)

REMARQUE 1: Développement asymptotique de SIL (z, 03B6).

La proposition (2.3) peut être considérée, nous l’avons dit, comme
un développement à l’ordre 1 de S03BC(z, 03B6), avec majoration du reste
L(z, C). Les singularités de L(z, e) se trouvent (proposition (2.2)) sur
la partie de la diagonale de aDa x aDa qui se projette sur l’ensemble
des points de non stricte pseudo-convexité de aDa. Remarquons que
L(z, 03B6) n’est pas, comme fonction de z, uniformément intégrable en
C: nous allons considérer le cas où n = 2, a = (1, 13): alors

Mais, en vertu du lemme (1.6), il en résulte que:

intégrale tendant vers +00 lorsque ICII tend vers 1(*).
Il est tentant, dans ce cas particulier, de faire un développement

asymptotique de L(z, 03B6):

(*) Il nous faut montrer que:

est fini ou infini selon queq &#x3E; 0 ouq - 0. Après intégration par rapport à l’argument de u,
il s’agit encore de

ou, après changement de variables de
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Le reste d’ordre k, |z203B62|k |1-z103B61|(k+1)03B2+1 est plus régulier, en ce sens qu’il est
le noyau d’un opérateur continu dans L1(|z2|03B3d03B3(1,03B2) quel que soit

y  k : en effet il suffit de montrer que:

est borné indépendamment de C, ce qui est immédiat après s’être

ramené à une intégrale dans le disque unité (*). En particulier, le

premier reste, |z203B62| |1-z103B61|203B2+1, est, comme fonction de z, uniformément
intégrable par rapport à 03B6, contrairement à L(z, C).
Nous avons ici parlé d’un cas particulier seulement, et même

uniquement de L(z, 03B6)X{|Arg(z22)|&#x3E;03C0/2}(z22). En fait, on peut, dans le cas
général, obtenir un tel développement de L(z, e), de sorte que le reste
soit le noyau d’un opérateur continu dans

L1(|z1|03B31|Z2|03B32, ..., |Zn|03B3n. d03BC03B1(z)). Il suffit, plutôt que d’utiliser le lemme
(2.5), d’utiliser un développement asymptotique de FI3. Etant données
les difficultés d’écriture, nous nous contenterons de donner le premier
développement de S03BC(z, e) à reste intégrable, conséquence du

développement de FI3:

PROPOSITION 3.1: 

(*) Voir la note de la page précédente.


