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(c) 1982 Martinus Nijhoff Publishers - The Haque
Printed in the Netherlands

Einleitung

Die gute Reduktion von Shimurakurven wurde von Eichler, Shi-

mura, Ihara u.a. untersucht, um die 03B6-Funktionen dieser Kurven zu
bestimmen. Sie zeigten, daB die e-Funktionen bis auf endlich viele
Eulerfaktoren Produkte automorpher L-Reihen sind und bestâtigten
so die Vermutung von Hasse und Weil für diese Kurven (siehe:
Shimura [22] Chapt. 7).
Im hôherdimensionalen Fall erhâlt man Shimuramannigfaltigkeiten

auf die folgende Weise. Es sei G eine reduktive Gruppe über Q und
h:C* ~ G(R) ein Homomorphismus, der gewissen Bedingungen
genügt. Der Zentralisator von h in G(R) sei Coc und C C G(Af) sei eine
genügend kleine offene, kompakte Untergruppe. Man weiß, daB

Mc(G, h) = Coo x CBG(A)/G(Q)

die Struktur einer glatten, quasiprojektiven Mannigfaltigkeit über C
besitzt. Man kann nach Deligne [4] ein kanonisches Modell dieser

Mannigfaltigkeit über einem Zahlkôrper E(G, h) definieren und weiß
in vielen Fâllen, daß es existiert.
Es sei t eine genügend gute Primstelle des Shimurakôrpers E(G, h)

und k(f) der Restklassenkôrper. Langlands [9] hat für eine geeignete
Reduktion von Mc eine hypothetische Beschreibung der Menge der
k()-wertigen Punkte MC(k()) zusammen mit der Aktion des Fro-
benius gegeben, die nur von (G, h) abhângt. Die Beschreibung ist

bestâtigt, wenn G die multiplikative Gruppe einer total indefiniten
Quaternionenalgebra über einem total reellen ZàhlkôrpeT ist (Milne
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[15]). Mit Hilfe der Beschreibung hat Langlands [10] für Shi-

muramannigfaltigkeiten, die zu Quaternionenalgebren gehôren ein

analoges Resultat über C-Funktionen bewiesen wie Eichler und
Shimura für Kurven.

Über die Reduktion von Shimuramannigfaltigkeiten an schlechten
Primstellen ist weniger bekannt.
Cerednik [2] hat den Fall einer indefiniten Quaternionenalgebra D

über 0 und einer Primstelle p des Shimurakôrpers Q betrachtet, an
der D verzweigt ist. Mc ist dann eine Kurve, die in p schlechte

Reduktion hat. Ceredniks Satz besagt, daB Mc ~Op eine der Kurven
von Mumford [18] ist.
Wir wollen dieses Resultat genauer beschreiben, da es im weiteren

eine wichtige Rolle spielt. Wir verwenden einige der Bezeichungen,
die am Anfang von § 1 zusammengestellt sind.
Es sei C = CPCP C D*(Af) eine offene, kompakte Untergruppe, so

daß CP C D*(A00FF) und Cp C D*(Op) die maximale kompakte Un-
tergruppe ist. D- sei die Quaternionenalgebra, die man aus D erhàlt,
indem man in p und im Unendlichen twistet. Wir fixieren Isomor-

phismen D-(Apf) ~ D(A00FF) und D*(Qp) ~ G12(0p)-
Es sei F die unverzweigte quadratische Erweiterung von Qp und Op

der Ring der ganzen Elemente. Es sei gc eine geeignete Reduktion
der Shimuramannigfaltigkeit Mc über OF.
Es sei â2 die p-adische obere Halbebene über Zp. Das ist ein

formales Schema über Zp. Seine allgemeine Faser kann man als eine
projektive Gerade interpretieren, aus der alle über Op rationalen
Punkte entfernt sind.

Nach Cerednik hat man einen Isomorphismus

itc bezeichnet das formale Schema von «c. D* operiert auf n2 über
die Einbettung D* c Gl2(Op).

Drinfeld [6] hat dieses Resultat folgendermal3en bewiesen.
Rc ist ein Modulproblem abelscher Mannigfaltigkeiten. Da sie den

p-Rang 0 haben, sind ihre Barsotti-Tate Gruppen formale Gruppen.
Es zeigt sich, daß sie alle isogen sind. Es sei A eine abelsche

Mannigfaltigkeit des Modulproblems und X ihre formale Gruppe.
Jede Isogenie formaler Gruppen Y ~ X wird durch eine Isogenie
abelscher Mannigfaltigkeiten B ~ A induziert. B ist ein Punkt des

Modulproblems gc. Umgekehrt erhâlt man jeden Punkt auf diese
Weise. Anstatt abelsche Mannigfaltigkeiten zu klassifizieren, hat man
daher das einfachere Problem der Klassifikation von Isogenien formaler
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Gruppen zu lôsen. Es führt in diesem Fall auf das formale Schema 2C.
Rapoport hatte die Idee, Ceredniks Satz auf hôherdimensionale

Shimuramannigfaltigkeiten zu verallgemeinern. Wie er mir zeigte, ist
das leicht môglich, wenn D eine total indefinite Quaternionenalgebra
über einem total reellen Zahlkôrper K ist, in dem p total zerfâllt und
wenn D an den Primstellen über p verzweigt ist.

Langlands hat anschlieBend an Diskussionen mit Rapoport in

einigen Briefen an ihn den Fall betrachtet, wo p in K unverzweigt
und unzerlegt ist, und wo D in p verzweigt ist. Der Inhalt dieser

Briefe ist in [11] zusammengfaBt. Es zeigt sich, daB es nicht mehr
môglich ist, eine p-adische Uniformisierung zu finden, d.h. das for-
male Schema zu berechnen. Das wichtigste Hindernis dafür ist das
Vorhanden sein mehrerer Isogenieklassen formaler Gruppen. Man
kann das Modulproblem nicht mehr wie in Ceredniks Fall auf ein
Problem über formale Gruppen zurückführen.

Langlands hat im Fall [K : 0] = 2 jedoch eine Beschreibung von
Rc ~Fp gegeben. Sein Beweis enthâlt ernsthafte Lücken, die in [11]
diskutiert sind.

In dieser Arbeit betrachten wir den Fall eines total reellen Zahl-

kôrpers vom Grad n über Q, in dem p prim ist. Wir geben eine
Beschreibung von Rc, die im Fall n = 2 die Beschreibung von Lan-
glands noch etwas verbessert.

Ich môchte mich bei Langlands und besonders bei Rapoport für die
geduldige Unterstützung bei dieser Arbeit bedanken.
Wir geben jetzt eine zusammenfassende Beschreibung des Modul-

schemas. Dabei beschrânken wir uns auf das Wichtigste und ver-
weisen für Details auf die entsprechenden Stellen der Arbeit.
Es sei OD eine Ordnung in D, die in p maximal ist. In §3 zeigen wir,

daB Mc die allgemeine Faser des folgenden feinen Modulproblems
über Z(p) ist. Ein Punkt des Funktors R c über einem Z(p)-Schema T
besteht aus:

(a) einem abelschen Schema A über T bis auf zu p prime Isogenie
und einer Einbettung

TrOT((d)| Lie A) = TrK/Q Tr0D d für d E OD,

(b) einer Âquivalenzklasse von OD-Modulisomorphismen

Dabei bezeichnet p(A) das eingeschränkte Produkt über die Tate-
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moduln

Wir bemerken, daß der Funktor Rc nicht von der gewâhlten
Ordnung OD abhàngt. Rc bezeichne das entsprechende Modul-

schema. Es ist projektiv und hat die allgemeine Faser gc Q9 Z(p) C =
Mc. Es sei F C D ein total imaginärer Zerfàllungskôrper, in dem p
prim ist. Wir betrachten das Schema .ÂIlc Q9 OF/pOF.

Eine Teilmenge S C Z/2nZ hei6t zulâssig, wenn i oder i + n E S für

alle i E Z12nZ. Die zulàssigen Teilmengen klassifizieren die môgli-
chen Darstellungen von OD auf Lie A über OF/pOF. Wir erhalten eine
Stratifizierung des Modulraumes.

Satz (3.10): Einer zulässigen Menge S entspricht ein glattes ab-
geschlossenes Unterschema JUc,s C MC ~ OFIPOF der Dimension card
(Z/2nZBS). Die Unterschema JUc,s schneiden sich transversal, d.h.

der Tangentialkonus von MC Q9 OFI pOF in einem geometrischen
Punkt ist der induktive Limes der Tangentialräume der ,«c,s. Es gilt:

(1) MC,S C MC,S’ ~ S’ C S,
(2) MC,S n MC,S’ = «c,sus,,
(3) Rc Q9 OFIPOF = U JUc,s.
Wir betrachten Funktionen t : Z/2nZ~{-1,0,1}, so dal3

Jeder Funktion t entspricht eine zulâssige Menge:

Eine zulâssige. Menge heiBt gesâttigt, wenn S = Z/2nZ oder S = St für
ein t.

Wir assoziieren zu einer gesättigten Menge eine Quaternionen-
algebra über K. Dazu fixieren wir Einbettungen Q~C, Q~Cp, K
0. Es bezeichne 0’ E Gal(Õp/Op) ein Frobeniuselement. Dann sind

die archimedischen Stellen von K.
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Wenn S = St, so assoziieren wir die Quaternionenalgebra D, über K
mit den folgenden Invarianten:

invp Dt = 0, inv03C5i Dt 1 2 it(i)1, invv Dt = invv D
für die übrigen Stellen von K

Wenn S = Z /2n Z, so assoziieren wir D-/K mit den folgenden In-
varianten :

invp D- = 2 (n + 1), invv, D- = 1 2, invv D- = invv D sonst.

Wir fixieren Isomorphismen Dt(Apf) ~ D-(Apf) ~ D(Apf). Es seien

Ct = Ct,pCP C Df(Aj) und C- = C-pCP C Dtf(Aj) offene, kompakte
Untergruppen, so daB CP = Cp- = CP und so daB Ct,p und C-p maximal
kompakt sind.
Zu den Gruppen D* und D gehôren Shimuramannigfaltigkeiten

MDT,Ct und MD.,c_, die über Fp definiert sind und gute Reduktion

besitzen, d.h. es existieren glatte, projektive Schemata JUDT,Ct und JUD!.c-
über OFp mit den allgemeinen Fasern MD*t,Ct und MD*,c_ (4.21).

K*(Aj) operiert auf diesen Schemata. Es sei k = 03A3i~Z/nZ It(i)l. Das
Idèle hpk k = (1, ..., pk, ..., 1) (bzw. l6pn) aus K*(Af), das an den von p
verschiedenen Stellen gleich 1 ist, definiert einen Automorphismus
endlicher Ordnung von MD*t,Ct (bzw. MD*,C).
Es sei D*t,Ct die Form von MD*t,Ct, so dal3

und so daB der Frobenius auf der linken Seite wie hpk multipliziert mit
dem Frobenius auf der rechten Seite operiert.

Analog ist D*C definiert.

Satz (4.21, 4.8): Es sei |t| ~ 1. Dann existiert ein eigentlicher,
radikaler, surjektiver Morphismus (universeller Homôomorphismus)
von OplpOp-Schemata

Für variables C ist das ein Morphismus von Proschemata, der die
Wirkung von D*(Af) = D*t(Apf) auf beiden Seiten respektiert.

In jeder geometrischen Zusammenhangskomponente von Rc liegt
genau eine geometrische Zusammenhengskomponente von NC,St
(4.22).
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Wenn S = Z/2nZ, so hat man einen Morphismus

der ein Isomorphismus für gerades n und eine Etaleüberlagerung vom
Grad pn + 1 für ungerades n ist (4.7).

In jeder geometrischen Zusammenhangskomponente liegt ein Punkt
von .ÂtC,Z/2nZ (4.7).
Wenn S nicht gesâttigt ist, so gibt es in MC,S. Untermannigfaltig-

keiten der Dimension ~ 1, làngs denen der Isogenietyp der abelschen
Mannigfaltigkeiten konstant ist. Wie im Fall von Cerednik kann man
diese Untermannigfaltigkeiten berechnen.

Satz (5.15): Es sei S eine zulàssige Menge und S’ = S U {i1, ..., im
eine minimale gesâttigte Menge, die S umfaBt. Dann gibt es eine
Folge von P1-Faserungen (im Sinne von 5.14)

wenn S U {i1, ..., im} ~ Z/2nZ. Wenn S U {t1,..., iml = Z/2nZ, so hat
man den letzten Pfeil durch

zu ersetzen.

Grob gesagt sind alle «cs (P1)m-Faserungen über guten Reduktionen
von Shimuramannigfaltigkeiten.
Man kann «C ~ OFIPOF einen simplizialen Komplex zuordnen, der

eine geometrische Vorstellung von diesem Schema vermittelt. Die
zugrundeliegende Menge ist Z/2nZ und die Simplexe sind die Kom-
plemente von zulässigen Mengen.

Für n = 2 ergibt sich folgendes Bild:

Die Eckpunkte entsprechen den gesâttigten Mengen. Die assoziierten
Schemata MC,Z/4ZB{i}, i = 0, ..., 3 sind annâhernd gute Reduktionen von
Shimurakurven. Die Seiten entsprechen Flàchen mit einer P1-

Faserung.
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Die Fasern der P1-Faserung schneiden MC,Z/4Z/{0} mit der Multiplizitât p
und MC,Z/4ZB{1} mit der Multiplizitât 1 (5.15). Die Schnittpunkte der
Kurven MC,Z/4ZB{i}, i = 0, 1 sind die Punkte von MC,Z/4Z.

Für n = 3 erhâlt man ein Prisma:

Die gesättigten Mengen entsprechen den Kanten, die die Grundflâche
mit der Deckftâche verbinden. Die P1-Faserungen verlaufen horizon-
tal. Insbesondere sind die der Grund- und Deckftâche entsprechenden
Jaec,s universell homôomorph zu (P1)3.

§1. Das Modulproblem

Wir werden die folgenden Bezeichnungen verwenden:

K ein total reeller Zahlkôrper,
OK der Ring der ganzen Elemente von K,
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n = [K : Q],
p eine rationale Primzahl, die in K prim ist,
D eine Quanternionenalgebra über K, die in p verzweigt ist,

und in allen archimedischen Stellen von K unverzweigt ist,
d ~ d*, d e D die Hauptinvolution von D,
Tr° d, Nm° d, d E D die reduzierte Spur und Norm von D,
 = lim Z/mZ die totale Vervollstàndigung von Z,
2p = lim Z/mZ,

Z(p) die Lokalisierung von Z in dem Primideal pZ,
A der Adèlering von Q,
,
gR = RC/RGm,C die Weilrestriktion der multiplikativen Gruppe.

Wir fassen die multiplikative Gruppe D* als algebraische Gruppe
über Q auf und definieren

Die Konjugationsklasse von ho ist unabhângig von dem gewâhlten
Isomorphismus D*R ~ H G12(R).
Nach Deligne [4] gehôrt zu dem Paar (D*, ho) eine Shimuraman-

nigfaltigkeit MD*. Genauer sei C~ ~ D*(R) der Zentralisator von

ho(1/-1) und C C D*(,Af) eine offene, kompakte Untergruppe. Der
Quotient MD*,c = C~  C/D*(A)/D*(Q) besitzt die Struktur einer

quasiprojektiven Mannigfaltigkeit über C. Auf dem projektiven Sys-
tem MD* = lim MD*,c operiert die Gruppe D*(Af) von links.

Wir betrachten offene, kompakte Untergruppen der Form C =

CPCp C D*(Af), wobei CP C D*(Apf) und Cp C D*(Qp) die maximale
kompakte Untergruppe ist. In diesem Paragraphen definieren wir die
Reduktion der Mannigfaltigkeiten MD*,c modulo p. Dazu erinnern wir
daran, daB MD*,c die Lôsung eines Modulproblems abelscher Man-
nigfaltigkeiten ist.
Wir wâhlen einen total reellen Zerfâllungskôrper E von D der in p

unverzweigt ist. Es sei T der nichttriviale Automorphismus von E
über K. Nach dem Satz von Skolem-Noether finden wir ein a E D, so
daB ae = e03C4 · a für e E E. Es gilt a2 ~ K. Da a nur bis auf Multi-
plikation mit einem Element aus E bestimmt ist, kônnen wir es so
wâhlen, daß a2 = -8 E OK, wobei 5 ein total positives Element ist und
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ordps = 1. Es sei OE der Ring der ganzen Elemente von E. Dann ist
OD = OE[a] eine Ordnung von D, die in p maximal ist. Man sieht

leicht, daB à = ad * a -’, d E D eine positive Involution auf D ist. Es
sei V = OD aufgefaBt als OD-Linksmodul. Wir definieren auf V eine
Bilinearform

1.1 LEMMA: 41: V X V - OK ist eine nichtausgeartete alternierende
Bilinearform, die an allen in E unverzweigten Primstellen von K

perfekt ist. Es gilt

BEWEIS: Wir definieren eine Einbettung OD 4 M2(OE) durch die

Zuordnung e ~ (e 0) a- 0 0 1 Dann gilt:

Es sei v = ( XI x2 x03C41), W = ( y1 03B4y03C42 y, . Y2) Das Lemma folgt unmittel-
bar aus der Formel 03C8(03C5, w) = TrE/KxIY2 - TrE/Kx2Yl. 

1.2 LEMMA: Es sei F ein Kôrper der Charakteristik 0 und VF =

V Q9 zF. Dann ist t/1F = t/1 Q9 F eine Bilinearform auf V Q9 zF mit Werten
in OK Q9 zF. Es sei tÍ1 eine alternierende nichtausgeartete Bilinearform
auf VF mit Werten in OK Q9 zF, so dal3

Dann existiert eine Konstante f E (OK Q9 zF)*, so daß  = ftpf.

BEWEIS: Als K-Algebra ist OK Q9 F ein direktes Produkt von

Erweiterungskôrpern L von K. Auf W = V Q9 OKL indu ziert gi eine
L-Bilinearform 03C8L und  eine L-Bilinearform .j;L. Offenbar genügt es
zu zeigen, daB tÍ1L = f03C8L, f E L. Wir kônnen dafür L als algebraisch
abgeschlossen voraussetzen. OD Q9 OKL = M2(L) operiert auf W. Wir
identifizieren W mit M2(L) und schreiben
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Da  alternierend ist finden wir c = -c. Wegen Troc = Tr°c, folgt
c + c* = 0. Die Gleichung c = c* besagt, daB die Matrizen a und c
vertauschbar sind. Da a und c halbeinfach sind, kann man sie

gleichzeitig auf Diagonalform bringen. Daraus erhâlt man unmittelbar
die Behauptung.
Es sei G die Gruppe aller D-linearen Transformationen g aus

G1D(V Q), für die ein 03BC(g) ~ K existiert, so daß 03C8(gv, gw) =
03BC(g)03C8(v, w) für v, w E Va. Nach dem letzten Lemma gilt G = G1D( V 0)
Wenn wir ein d E D durch Rechtsmultiplikation mit d* auf Va = D
wirken lassen, so erhalten wir einen Isomorphismus GlD(VQ) ~ D*.

1.3 LEMMA: Es existiert ein k E K, so daB

(1) kgi ist alternierend,
(2) k03C8(03C5, wh0(-1)) ist eine symmetrische, positiv definite Bilinear-

form auf VR.

BEWEIS: Offenbar genügt es ein k E K ~ R zu finden, so daB

k03C8(03C5, whoCV -1) positiv definit ist. Da K 0 R 03A0R, finden wir eine
03C8-orthogonale Zerlegung

Identifizieren wir Vp mit M2(R), so hat die Einschrânkung gi’ von gi
auf Và die Form

Dabei ist ai eine Matrix deren Spur Null ist und deren Eigenwerte
total imaginâr sind. Wir finden nach Skolem-Noether ri E R und

di E M2(R), so daB riai = di (01 -10)d-1i. Dann gilt

Man sieht, daB man k = TIrididi E 03A0R wâhlen kann. ho definiert eine
Hodgestruktur vom Typ (-1, 0), (0, -1) auf VR, die mit der OD-
Modulstruktur vertauschbar ist. Man sieht leicht, daß ho durch diese
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Eigenschaft bis auf Konjugation mit einem Element aus (D 0 R)*
eindeutig bestimmt ist. Es sei

Dann gilt to(d) + to(d) = TrC(d/Vc) = 2 TrK/Q Trod. Da K total reell ist,
muß t0(d) reell sein. Wir erhalten t0(d) = TrK/Q Tr°d.
Wir sind jetzt in der gleichen Situation, wie Deligne [4] 4.13 und

kônnen ein grobes Modulproblem definieren, dessen Lôsung MD*,c
ist. Wir wollen dazu noch einige Bemerkungen über Polarisierungen
abelscher Mannigfaltigkeiten machen.
Es sei B ein abelsches Schema über einem lokal noetherschen

Basisschema T. Das duale abelsche Schema bezeichnen wir mit B*.

Unter einer Polarisierung von B verstehen wir eine Quasiisogenie
À E Hom"(B, B *) = Hom(B, B *) 0 0, so daB eine natürliche Zahl m
existiert, für die mÀ durch ein amples Linienbündel induziert wird.
Wenn À eine Isogenie ist, so nennen wir À effektiv. Wenn À einen

Isomorphismus der p-dividierbaren Gruppen von B und B * induziert,
so heiBt À in p prinzipal. Es sei t eine Primzahl, die verschieden von
den Restklassencharakteristiken von T ist. Es sei T~(B) = lim Ben der

Tatemodul von B und V~(B) = T~(B) ~ Q der rationale Tatemodul.
Wenn T ein 0-Schema ist, so sei (B) = 03A0 Te(B), (B) =

,eespec Z

(B)~Q. Wenn T ein Z(p)-Schema ist, so sei P(B) = il T~(B),

p(B) = p(B)~Q. Eine Polarisierung À induziert auf dem

rationalen Tatemodul eine Riemannsche Form.

Es sei t : K ~ End°B eine Einbettung und À eine Polarisierung auf
B, so daß 03BB   (k) = (k)*  À, wobei k E K und t(k)* die duale Abbildung
bezeichnet. Wir schreiben dafür À E Hom’(B, B *). Dann gilt für die
Riemannsche Form

Wir definieren eine K Q9 Q~-Bilinearform

durch die Gleichung TrK~Q~/Q~kKE03BB(x, y) = E03BB(kx, y). Die Bilinearform
KE03BB ist alternierend und nichtausgeartet.
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Unter einer K-homogenen Polarisierung über einem zusammen-
hângenden Schema T verstehen wir ein Element aus

Hom’(B, B*)/K*, das durch ein amples Linienbündel induziert wird.
Eine K-homogene Polarisierung À definiert eine positive Involution
auf EndKB. Es seien 03BB1, 03BB2 ~ 03BB zwei Polarisierungen. Nach dem
folgenden Lemma unterscheiden sich die Riemannschen Formen KE03BB1
und KE03BB2 um eine total positive Konstante aus K.

1.4 LEMMA: Es sei K ein total reeller Zahlkôrper und B ein abel-
sches Schema auf dem K operiert. Es seien À E Hom’(B, B *) eine

Polarisierung und k E K. Dann ist kÀ genau dann eine Polarisierung
von B, wenn k total positiv ist.

BEWEIS: Man kann sich auf den Fall eines algebraisch abgesch-
lossenen Grundkôrpers beschrânken. In Charakteristik 0 folgt das
Lemma aus den Riemannschen Periodenrelationen.

Offenbar dürfen wir annehmen, da8 À durch ein amples Linien-
bündel JK und kÀ = À Ot(k) durch ein Linienbündel L induziert wird.
Nach Mumford [17] (Beweis des Theorems aus §17) ist 5£ genau dann
ample, wenn der Index von Y gleich 0 ist. Der Index von Y ist gleich
der Anzahl der positiven Wurzeln des Polynoms P(s) = ~(Ms Q9 L),
s E Z([17] 16). Nach dem Satz von Riemann-Roch folgt

Da deg auf K eine Potenz der Norm induziert, hat P2(s) genau dann
keine positiven Wurzeln, wenn k total positiv ist. Q.E.D.
Wir definieren einen Funktor auf der Kategorie der C-Schemata.

Ein Punkt mit Werten in einem C-Schema T ist:

MI

(a) ein abelsches Schema A über T bis auf Isogenie,
(b) ein Homomorphismus t: D ~ Endo A, so daB

(c) eine K-homogene Polarisierung À von A, so daß  involutionstreu
ist, d.h. () ist die Rosatiinvolution von (d),

(d) eine C-Âquivalenzklasse von D Q9 Aj-Molulisomorphismen
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die die K Q9 Ay-Bitinearformen auf beiden Seiten bis auf eine

Konstante erhalten.

MD*,c ist ein grobes Modulschema für diesen Funktor. In der Tat, es
sei (A, t, À, fi) ein C-wertiger Punkt des Funktors. Wir finden einen
D-linearen Isomorphismus 03B1: VQ ~ H1(A, Q). Es sei 11 E ~. Dann ist
11 0 (a Q9 Af) : V Q9 Aj - V Q9 Af die Rechtsmultiplikation mit einem

endlichen Idèle x*f ~ D*(Af). Es sei hA die Hodgestruktur auf

H1(A, R). Nach der Bemerkung hinter Lemma 1.3 finden wir ein

XocE D*(R), so daB 03B1-1RhA03B1R = x*~h0x*-1~. Die Klasse von (xf, xx) in

ist unabhângig von der Wahl von a und q. Umgekehrt bestimmt
(xf, xoe) den Punkt (A, t, À, ~), da ç die Bilinearformen auf H,(A, Q)
und Va nach 1.2 respektiert.

BEMERKUNG: Prâziser kann man (c) folgendermaBen formulieren.
Es sei T zusammenhângend und to E T(C). Dann ist - eine Klasse

von D~Af-Modulisomorphismen ~:(At0) ~ V ~ Af mod C, die

invariant unter der Wirkung der Fundamentalgruppe nj(T, to) ist. D.h.
für g E 03C01(T, to) und q E ij gilt ’Tl 0 g = qc * für ein c e C.
Es sei A eine abelsche Mannigfaltigkeit über C der Dimension 2n

auf der D operiert. Die Lemmata 1.2 und 1.3 zeigen, daB A eine
eindeutig bestimmte involutionstreue K-homogene Polarisierung
besitzt. Jeder D-Modulisomorphismus q : (A) ~ V 0 Aj erhâlt nach
1.2 die Bilinearformen auf beiden Seiten bis auf eine Konstante.

SchlieBlich haben wir bereits gesehen, daB die Spurbedingung unter (b)
erfüllt ist. Über einem beliebigen Basisschema T, das kein Q-Schema
ist, ist die Spurbedingung im allgemeinen nicht erfüllt.

1.5 DEFINITION: Es sei B ein abelsches Schema über T und

t : OD - End B ein Homomorphismus, so dag

Dann nennen wir (B, t) ein spezielles abelsches (s.a.) OD-Schema.
Es sei CN C AutOD(V Q9 Z), N ~ Z die Untergruppe aller

Automorphismen, die auf V ~ Z/NZ trivial wirken. Wir betrachten
im weiteren nur offene kompakte Untergruppen C C D*(Af), die den
folgenden Bedingungen genügen.
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(1.6)
(a) C = CPCp, wobei CP c D*(Aj) und Cp = GloD(V 0 Zp).
(b) C C CN für ein N - 3.

Es sei (A, t,À, ij) ein Punkt von Ml. Dann ist q-’(V (D Z) C V(A)
unabhângig von der Wahl von q E Ty und definiert ein abelsches

Schema B aus der Isogenieklasse A. Wir erhalten eine Klasse von
OD 0 Z-Modulisomorphismen ij: (B) ~ V 0 Z mod C. Man kann ij
aus ~p : p(B) ~ V~p mod Cp rekonstruieren. In der Tat sind

Tp(B) und V0Zp als torsionsfreie OD 0 Zp-Moduln vom Rang 1

isomorph. Da nach der Wahl von Cp die Äquivalenzklasse ~p aus
sämtlichen OD Q9 Zp-Modulisomorphismen besteht, folgt die Behaup-
tung.

Deshalb ist ein T-wertiger Punkt des Modulproblems Ml daselbe
wie:

M2

(a) ein s.a. OD-Schema (B, t) über T,
(b) eine involutionstreue K-homogene Polarisierung À von (B, t),
(c) eine Cp-Aquivalenzklasse von OD 0 p-Modulisomorphismen

Dieser Funktor ist offenbar für ein beliebiges Zp-Schema T definiert.
Wir bezeichnen ihn mit M c.

1.7 SATZ: JKc besitzt ein grobes projektives Modulschema MC über
Zp.

BEWEIS : Wir definieren ein feines Modulproblem ilc, das eine

endliche Galoisüberlagerung von MC ist.
Mit Hilfe der Methoden von Mumford [16] folgt, daß wir ein feines

Modulproblem erhalten, wenn wir an Stelle von M2 b) die Existenz
einer effektiven involutionstreuen Polarisierung fordern.
Es sei (B, , À, ~) E .Mc(T). Wir wâhlen eine Polarisierung À E À. In

einem geometrischen Punkt to von T, wâhlen wir ein q ~ ~. Dann
existieren nach 1.2 Konstanten ke E K ~ Z,,(- 1), so daß
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wobei 11e die ~-Komponente von q bezeichnet und Bto die Faser im
Punkt to. Es sei

Wir setzen k = (k~) ~ K *(Apf(-1)). Die Restklasse K E

Nm0Cp)BK*(Apf(-1)) von k ist unabhângig von der Wahl von q E ~. In
der Tat, es sei ~’ = qc*, c E CP. Dann gilt

Da die Klasse invariant unter der Wirkung der Fundamentalgruppe
03C01(T, to) ist, erhalten wir, daB auch K invariant ist. Deshalb kônnen

wir K als Schnitt der Garbe Nm0CpBK*(Apf(-1)) über T auffassen.
Wir werden später beweisen (3.8), daß eine Polarisierung À E À

existiert, die in p prinzipal ist. Zwei solche Polarisierungen un-

terscheiden sich nach 1.4 durch ein total positives Element k’ ~ K*+
mit ordpk’ = 0. Wir schreiben dafür k’ ~ Up(K+). Es gilt

Die Klasse K E Nm0Cp)K*(Apf(-1))/Up(K+) hângt folglich nur von
dem Punkt (B, , 03BB, ~) ab.
Wir bemerken, daß Nm0CpBK*(Apf(-1))/Up(K+) als Gal(Qnrp/Qp) -

Modul isomoph zu Nm’CBK*(Af)IK* ist, wobei der Frobenius wie
das Idèle (1, ..., p, ..., 1) wirkt, das an allen von p verschiedenen
Stellen 1 ist und an der Stelle p gleich p.
Über einer geeigneten endlichen unverzweigten Erweiterung R von
p finden wir Schnitte 03BA1, ..., 03BAh ~ m0CpBK*(Apf(-1)), die ein

Reprasentantensystem der endlichen Menge Nm0Cp)K*(Apf(-1))/
Up(K+) bilden.
Ein Punkt des Funktors Mc über einem R-Schema T ist:

M3

(a) ein s.a. OD-Schema (B, t) über T,
(b) eine involutionstreue Polarisierung À von B, die in p prinzipal ist.
(c) eine Klasse von OD ~ p-Modulisomorphismen

so daB K (B, t, À, ~) = Ki, für ein i = 1, ..., h.)

Wenn wir die 03BAi so wâhlen, daB sie Reprâsentanten ganzer Idèle


