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UBER DISJUNKTHEITSEIGENSCHAFTEN
UND REGULARE TENSORPRODUKTE

von

Manfred Herrmann und Ulrich Sterz

Herrn Professor Dr. O. H. Keller zum 65. Geburtstag gewidmet

1

In [6] und [7] wurden fiir Obstruktionsbetrachtungen im Rahmen der
Schnittheorie ein stellentheoretisches MaBl - die sogenannte ¢-Dis-
junktheit zweier Korper — eingefithrt und der Zusammenhang zwischen
linearer Disjunktheit und @-Disjunktheit beschrieben.

Will man die lineare Disjunktheit zweier Korper K, L o k als Abbil-
dungseigenschaft des Tensorprodukts K ®, L erfassen, so wird man auf
Untersuchungen des Kerns des kanonischen Homomorphismus  :
K ®,L - [K, L] ([10], III, § 14) gefiihrt. Auf Grund solcher Betrach-
tungen soll in dieser Note zunichst ein Ergebnis aus [7] (Satz 4) insofern
verschiirft werden, als wir einen Uberblick iiber diejenigen Stellen ¢;
geben, fiir die allein man die Bedingungen ‘K ¢-disjunkt L’ fordern muB,
um zusammen mit geeigneten Gradbedingungen die lineare Disjunktheit
charakterisieren zu konnen. In diesem (stellentheoretischen) Rahmen
erhalten wir dann in Anlehnung an [4] hinreichende Bedingungen an
K, L o k fir die Regularitit des Tensorprodukts K ®, L. Diese Be-
dingungen erzwingen zwar das Verschwinden der globalen homologischen
Dimension von K ®; L (vgl. dazu [2], [4]), implizieren jedoch nicht die
lineare Disjunktheit von K und L beziiglich £ oder die Separabilitit von
Lik.

2.

Seien K, L Erweiterungskorper eines Korpers k in einem Universal-
korper Q. Mit ¢ bezeichnen wir eine feste L-Stelle iiber k£ : L — {Q, co}.

2.1. DEFINITION. K heiBt ¢-disjunkt von L iiber k, wenn eine Stelle ¢
des Kompositums K- L iiber k existiert, die ¢ und den identischen
Isomorphismus von K fortsetzt.

Erweitert man den identischen Isomorphismus von K zu einer K - L-
Stelle ¢, so gilt K ¢-disjunkt L iiber k fiir ¢ = : ¢|L [6].
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472 Manfred Herrmann und Ulrich Sterz [2]

2.2. Sei [K, L] der von K, L in Q erzeugte Integritatsbereich. Mit
bezeichnen wir den kanonischen Homomorphismus von K ®, L auf
[K, L]:

Yr®sLY ns;  r.s;ek, L.

Der Kern dieser Abbildung ist genau dann Null, wenn K linear disjunkt
von L iiber k ist [10].

2.3. LEMMA. Sei L = k(ty, " ", 1,) eine rein transzendente Erweiterung
von k. Aus der Existenz einer k-bewerteten L-Stelle ¢, mit K ¢y-disjunkt
L iiber k folgt ker y = 0.

BEWEIS. K ¢ -disjunkt L iiber k bedeutet [5] die Freiheit der beiden
Korper iiber k. Im vorliegenden Fall ist L eine regulare Erweiterung von
k (d.h. L linear disjunkt von k iiber k). Aus beiden Aussagen folgt [8]
K linear disjunkt von L iiber k£ und somit ker ¢ = 0.

BEMERKUNG. Ist die Stelle ¢, des Lemmas sogar k-bewertet, dann
kann man ker ¢y = 0 ohne zusitzliche Voraussetzungen an L folgern.

2.4. Im folgenden sei L = k(9) eine einfache algebraische Erweiterung
mit dem reduzierten Grad d. Seien f(x), g(x) die Minimalpolynome von
3 bzgl. k bzw. K.

2.4.1. LEMMA. Der Kern von { : K ®, L — [K, L] ist ein Hauptideal
Bewers. Nach [10], S. 184 (Th. 35) und S. 196 ist
k(9) ®K = Kx1/(f(x))-

Sei X die Restklasse von x modulo f(x). Dann induziert ¥ einen Homo-
morphismus y* : K[x]/(f(x)) = [k(3), K] = K[x]/(g(x)) mit

Ya,8Y a9,
woraus ker Y* = (g(%)) folgt.

2.4.2. LEMMA. Seien K, L wie in 2.4.1. K ®, L enthdlt genau dann keine
nilpotenten Elemente (aufer der Null), wenn in der Zerlegung f(x) =
[Ti=1 9:(x)P* diber K mit g,(x) = g(x) alle e; verschwinden.

BewEIs. Sind alle e; = 0, so zerfillt f(x) iiber K in paarweise ver-
schiedene irreduzible Polynome, woraus sofort die Behauptung in einer
Richtung folgt (vgl. [10], S. 196).

Bezeichnet e;, den groBten positiven Exponenten unter den e;, so ist
S(x) kein Teiler von [ ]; g,(x), d.h.[[; g«(X) # 0, jedoch ([ |; g(X)p**) = 0.
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2.4.3. LEMMA. K, L wie in 2.4.1. Seien ¢, * -+, ¢, die relativen Isomor-
phismen von L bzgl. k. Gilt K ¢;-disjunkt L iiber k fiir allej = 1,- - -, d,
so ist g(X) nilpotent.

Bewers. Nach Voraussetzung 148t sich jeder relative Isomorphismus
von L = k(9)iiber k zu einem relativen Isomorphismus von K - L = K(9)
iiber K fortsetzen, woraus (g(x))*" = f(x) fiir geeignetes e folgt.

BEMERKUNG. Ist insbesondere e = 0, d.h. die Grade von 3 iiber k
und K stimmen iiberein, dann ist ker ¢y = 0.

3

3.1. Seien K, L > k und L sei von endlichem Typ iiber k, so daB L
endlich iiber der rein transzendenten Erweiterung k(t,,- - -,%,) = k()
ist: L = k(#)(94, * -+, 9) = k(t, 8). Die reduzierten Grade

[R(£)(4, ==+ 9:) 1 k(D) Sy, 5 84— 1) ]rea

werden fiir i = 1, - - -, s mit d; bezeichnet.
(R) und (G) bedeuten die Relationen:

(R) [k(t’ ‘9) : k(t)]red = [K(ta ‘9) : K(t)]red’
(@) [kt k()] = [K(9): K()]

3.1.1. SaTz. K, L wie in 3.1. Es gelten die folgenden Voraussetzungen:

(i) K ¢o-disjunkt L iiber k fiir eine L-Stelle ¢, deren Einschrankung
auf k(¢) eine k-bewertete Stelle ¢, ergibt.

(ii) Fiir alle i = 1, - - -, s existieren jeweils d; Stellen &{ von L mit
K ¢P-disjunkt L iiber k(¢)(9;, -, 9;-1), wobei die Einschrankungen
PPIk(t)(y, -+, 9;) die d, relativen Isomorphismen ¢ von k(1)
(84, -, 9;) iiber k(£)(84, - - -, 9;_ ) ergeben mdgen.

(iii) Aus (R) folgt (G).

Dann gilt fiir den durch 2.2. gegebenen Homomorphismus y : ker y = 0.

BEWEIS. Seien 4y = : k() und 4; = : k(¢)(9, - -+, ) firi =1,-- -, s.
Nach (i) gilt K ¢@o-disjunkt 4, iiber k, woraus nach Lemma 2.3 die
Aussage folgt:

(1) K ® 4, = [K, 4,].

Nach (ii) ist K- 4;-; ¢{’-disjunkt 4, iiber 4;_, fir alle i, wonach (vgl.
Lemma 2.4.3)

[4i-:(8) : 41 Jeea = [K - 4;_ (%) : K- 4i_1]cea
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und somit (R) gilt. Hieraus folgt nach (iii) die Aussage (G); das bedeutet
insbesondere (vgl. [7], S. 270)

[4:-1(8) : 4is] = [K-4;-1(%) : K- 4;4],

woraus (vgl. Bemerkung zu Lemma 2.4.3.)

(2) K4, ®4,2[K-4;_,,4] = K- 4;
folgt. e
Mit (1) erhalt man:
3) K®L=K®4,=(K® 4y ® 4, = [K, 4o] ® 4.
k k k 4o 4o
Die sukzessive Anwendung von (2) ergibt:
4) (K-4y) ® 4, = K - 4,
woraus ”
() [K, 4] ® 4, = [[K, 4,], 4,] = [K, 4,] = [K, L]
folgt. q.e.d.

BEMERKUNG. Nach Satz 4 in [7] sind die Bedingungen (i), (ii), (iii)
auch notwendig.

3.2. Sei L (endlich) algebraisch iiber dem Korper 4, = k(#) mit der
Charakteristik p. S bezeichne die separable Hiille von 4, in L mit
L = S(6,,"--,0,) rein inseparabel iiber S, wobei man sich 0, jeweils
als p-te Wurzel des Elements a;€ S; =:S(0,, -, 0;) bei So =:8
gegeben denkt (i =0, -+, r—1). Sei p; der Kern der kanonischen
Abbildung von

K'A()@Si"’[K'Ao,Si] = K’Si.
4o

3.2.1. SATZ. Mit den Bezeichnungen von 3.2. gelten fiiri = 0, - - -, r—1
die folgenden Voraussetzungen:

(i) 01 €K S,

(ii)1, a;, - * -, @’ * sind (nach Identifizierungmit 1 ® 1, -, 1 ® a?~ ')
linear unabhingig iiber p! = K- 4y ® 4, S;-

Dann enthilt K- 4, @4, L keine nilpotenten Elemente.

3.2.2. BEMERKUNGEN. 1. (i) ist 4quivalent mit der Forderung, da8 das
Minimalpolynom von 6;,, bzgl. S; iilber dem Korper K- S; entweder
unzerlegbar ist oder in paarweise verschiedene irreduzible Polynome
zerfillt (vgl. Lemma 2.4.2.).

2. (i) und (ii) bedeuten i.a. nicht die Nullteilerfreiheit von K- 49 ® 4, L.
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BEWEIS VON SATz 3.2.1. (Indutkion). Die Behauptung ist richtig fiir
i = 0 (vgl. [10], S. 196).

Nach Induktionsvoraussetzung habe K- 4, ® 4, S; keine nilpotenten
Elemente. Sei x € K+ Ao ® 4, Si+1»

m

m m
a=Y K ®s;+ zlkg.” ® s;0ip1+ -+ X kP @ 5,007,
j=1 i= i=1

j=

WO sy, * * *, 8, eine Basis von S; liber 4, bilden. Ist « nilpotent, so liegt o
im Kern p;,,; des kanonischen Homomorphismus

Vie1 : K49 ® Si41 = [K- 4p, Si41], d.h
4o

l//i+1(a) = Z kgo)sl'l' Zlkg'l)sjei'*'l—*- e 4 Z kj-p_l)sjef:ll = 0.
; j= =

i=1 i=

Daraus folgt wegen (i)

m
also Zkg-”)®sjepi fir alle v=0,---, p—1.
i=1
Aus o nilpotent folgt «”° = 0 fiir geeignetes e > 0, und da
m m m
o =) kﬁ-o)p @i+ Y kP @ sta;+ -+ + Y (KPP
i=1 j=t1 i=1
®@stal ' eK-4,Q S,
4o
ist nach Induktionsvoraussetzung

=YK ®@s)1 @D+ H LTV ®@s)(1®@al™)=0.
j=1 j=1

Wegen (i) gilt (S kP @ s,)P =0,
i=1

also — nach Induktionsvoraussetzung —
2 kY ®s; =0,
i=1

firallev =0,---, p—1, das heiit « = 0.

3.2.3. BEMERKUNG. Man konnte Voraussetzung (ii) in 3.2.1 ersetzen
durch die Forderung: Enthilt K- 45 ® 4, S; keine nilpotenten Elemente,
so enthilt das Erweiterungsideal I'(p;) in

KAo ® Sip1 = (K 40 @ S) @ Sivy
do Ao S;
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(p; wie in 3.2) keine nilpotenten Elemente. In diesem Fall erhélt man die
Aussage des Satzes, wenn man zeigt, da3

R=:K-4, §<) Si+1/T(P;)

ohne nilpotente Elemente ist. Nun gilt

R = (K 4o ® Si/'pi) ® S =2K-S; (? Si(9i+1):
4o S; i

und nach (i) (vgl. 3.2.2. Bemerkung 1 und Lemma 2.4.2) besitzt R keine
nilpotenten Elemente.

4.

4.1. Seien K,L o k und L von endlichem Typ iiber k& mit L = 4,
(94, -+, 9;) wie in 3.1. In Analogie zu [4] betrachten wir die Spektren
von A = K®, 4o und B = K ®, L.

B ist ein flacher A-Modul; demzufolge [3], 0.6.3.3 ist der Morphismus
f:Spec B — Spec A insbesondere flach in jedem abgeschlossenen Punkt
von Spec B. Ferner ist 4 ein regularer Ring (vgl. [4], 6.7.4.1). Nach [4],
6.5.2. kann in diesem Fall die Regularitit von B aus Regularitétsforde-
rungen an die Fasern /~'(y) = Spec (B ® 4 x(»)) mit y € Spec A und
x(y) = Residuenkérper von A, gewonnen werden.

Da B ®, k(y) = x(») ®4 (4 @ L) = 1(3) @, L = : F(y) ist (Iso-
morphismus von x(y)-Moduln), werden wir im folgenden durch geeig-
nete Beziehungen ! zwischen x(y) und L die Regularitiit von B erhalten.

4.2.1. SATZ. Ist L von endlichem Typ iiber k und erfiillen x(y) und L
die gleichen Forderungen (ii), (iii) wie K und L in 3.1.1, (wobei y die
J-Bilder der abgeschlossenen Punkte voa Spec B durchlauft), dann ist
K ®; L regular.

BEWEIs. a) Da L von endlichem Typ iiber k, ist F(y) nach [10], S. 184
eine endlich erzeugte x(y)-Algebra und damit [1], S. 25 und [4], 6.4.4
ein artinscher Ring.

b) Nach Satz 3.1.1 ist F(p) nullteilerfrei. Wegen a) und b) ist F(y)
nach [1], S. 70 endliche direkte Summe gewisser Ko6rper und besitzt
daher als halbeinfacher Ring die globale homologische Dimension 0
[2], Cor. 2.7, S. 111. Also ist [9], IV-35 F(y) = k(y) ®,, L regulir.
Analog zu [4], 6.7.4.1 erhilt man hieraus nach [4], 6.5.2 die Regularitit
der Lokalisierungen von B nach allen maximalen Idealen dieses Ringes.
Das bedeutet nach [9], IV-42 die Regularitit von B = K ®, L. q.e.d.

! die u.a. auf Aussagen iiber die Fortsetzbarkeit gewisser Stellen beruhen.
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BEMERKUNG. Aus den Bedingungen (ii), (iii) aus 4.2.1 folgt i.a. nicht
die lineare Disjunktheit von K und L iiber k. Beispiel: Sei L = 4, und
K so gewihlt, daB K nicht linear disjunkt von L iiber k. In diesem Fall
ist x(y) trivialerweise linear disjunkt von L iiber 4,, und die beiden
Tensorprodukte x(y) ®4, L = k(y) und K ®, L sind nach [4], 6.7.4.1
regulir. Ferner bedeuten unsere Forderungen nicht die Separabilitit von
L iiber k (vgl. [7]).

4.2.2. SATZ. Ist L von endlichem Typ iiber k und erfiillt x(y) die
gleichen Voraussetzungen wie K in Satz 3.2.1, (wobei y die f~Bilder der
abgeschlossenen Punkte von Spec B durchliuft), dann ist K ®, L regulir.

Beweris. Nach Satz 3.2.1 besitzt F(y) keine nilpotenten Elemente.
Nach [1], S. 70 geniigt diese Aussage anstelle der Nullteilerfreiheit von
F(y) fur die Schliisse im Beweis von Satz 4.2.1.
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