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Neue Integraldarstellungen fiir Besselsche
Funktionen

von
C. S. Meijer

Groningen

§ 1.

Hauptformeln.

In der vorliegenden Arbeit werde ich fiir die Funktionen
K,(2), J»(3) und Y,(2) einige ziemlich allgemeine Integralformeln
ableiten, in denen viele nicht uninteressante Sonderfille enthalten
sind. Wahrend in der Literatur schon sehr viele Integraldar-
stellungen der Funktionen K,(z) und J,(2) vorkommen, sind
bisher verhaltnismaBig nur wenig Integraldarstellungen fiir Y, (z)
gefunden worden. Die in der vorliegenden Note benutzte Methode
aber liefert zu jeder Formel fiir [, () eine entsprechende fiir Y, (z).

Die hier erhaltenen Ergebnisse sind sehr nahe verwandt mit
denjenigen meiner neuerdings in dieser Zeitschrift erschienenen
Arbeit 1) iiber Struvesche und Besselsche Funktionen 2?); einige
jetzt gefundene Beziehungen kénnen als Erweiterungen damals
gegebener Relationen aufgefalt werden 3).

Ehe ich zur Ableitung der Hauptergebnisse iibergehe, gebe.
ich eine Definition.

DEFINITION. Die Funktion

T, (by bz: b, b4; £) (m=1,2,38,4)

wird definiert durch 4)

1) MEULER, [5].

2) Man vergl. z.B. (35), (36), (87) und (54) der vorliegenden Note mit (75),
(76), (77) und (82) der Arbeit [5].

Einige Spezialfillle der Sitze 9 und 10 von [5] sind neuerdings von Herrn Kosn-
LIAKOV, [2], gefunden worden.

3) Man vergl. z.B. (40) der vorliegenden Arbeit mit (83) von [5].

4) LF.(ay ... a,; by, ..., by 2) bezeichnet die verallgemeinerte hypergeo-
metrische Funktion. Ein leeres Produkt wird gleich 1 gesetzt.
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ﬁ I'(b; —b,)
i=1
(l) Tm (bl,‘bz’ bs, b4; 4’) = Z 1# Cdbh X
S I ra+n—b)
j=m

X oFs (14by—by, .. .., 14+b,—b,; (—1)™C4).
Hierin wird ¢ # 0 und
(2) b; — b, nicht ganz (j=1,...,m; h=1,..., m;j#h)
vorausgesetzt; der Stern bedeutet, daB die Zahl 1 + b, — b,
im System 1 + b, — by, ..., 1 + b, — b, gestrichen werden mu8.

In § 2 werde ich einige Spezialfille von T, (by, by, by, by; &)
néher betrachten. Jetzt aber werde ich zeigen, da die Funktion
K, (z%) die folgende Integraldarstellung besitzt

-B—2pPmi
o [ ], o) Ta (e B, b — s hrmemimiyus—2a-8 du
L

(8) K,(2*) =

Hierin wird z #£0, |argz| < = und » nicht ganz voraus-
gesetzt; « und f sind beliebige Zahlen mit 5)

(4) «— pnicht ganz, « + }» nicht ganz und g + 3 » nicht ganz.

Der Integrationsweg L besteht aus der imaginidren Achse von
coed® bis ded®  (6>0), dem im ersten Quadranten liegenden
Viertelkreis mit Mittelpunkt » = 0 und Radius & (von et bis
6 durchlaufen) und der positiven reellen Achse von & bis oo 5).

Relation (8) bekommt eine fiir gewisse Anwendungen be-
quemere Gestalt, wenn man % durch wuel™ ersetzt; wegen
Ja (vetnt) = ed?7i [3(p) findet man dann

20+h-2;

(5) K,(=%) = I (u?) Ty(x B, %—v, — %'p; %—Zu)u‘*—za—zﬂdu,

a-p
M

Hierin laduft der Integrationsweg M von ooei™ bis ocoe—17i,

5) Diein (8) vorkommende Funktion 7', hat einen Sinn (man vergl. (2) und (4)).
8) Setzt man ut = v, so durchlduft v die bekannte Schleife (c0, 0—, co). Formel
(8) wiirde aber eine fiir die Anwendungen weniger geeignete Gestalt bekommen,

wenn man % durch v* ersetzte.



3] Neue Integraldarstellungen fiir Besselsche Funktionen. 51

Die entsprechenden Integraldarstellungen fiir J,(2?) lauten

(6) ]v(zz) 9a+p~ w’ f p (u 2) Ty( ﬂ, 3, — %,,, gzue‘im)us 20284,
und
(1) Jol) = 2

j ap (u?) Ty(x, B, v, — 3»; %zu)u‘*—m'zﬁdu.
M

In diesen beiden Beziehungen ist z > 0; « und g sind beliebig
mit
R (x + f) > — %, a— B nicht ganz,
a — 4v nicht ganz und f— }» nicht ganz.

Im Folgenden bezeichnen L und M stets die oben geschilderten
Integrationswege.

Beim Beweis von (8) bzw. (6) gehe ich aus von 7)
(8) Ko@) = 2987 ) Ty(oo o, — o, B Bomus--tPa
bzw. ’
(9) Jy(a?) = 2948 Of ® g GTa(es d, — o s BB,

In (8) ist 2 % 0, | arg z| < }= und » nicht ganz; « und g sind
beliebige Zahlen mit

« 4 4» nicht ganz,

(10) RPB—a) <1l und RPB+ d) <1
In (9) ist 2 > 0; « und B sind beliebig mit 8)
(11) RB—a) <1, RB—P)<]1,

R(e + p) >—% und «— 4» nicht ganz.

Nun folgt aus (1)
(12) Ts (x4 4, B; £) =
= —{e P Ty (2, B, 4, 3 Lebm™) — ePTi T, (o, B, 4, 15 Lombmi)}.

7

7) Man vergl. MEUER, [5], 853, Formeln (22) und (25). In [5] verwende ich
eine etwas andere Bezeichnung; die durch (1) definierte Funktion T ,,(b,, by, b, b,, {)
wird dort mit S, (b, — 34, b,— }, by — 3, by— %; (?) bezeichnet.

8) Die Voraussetzungen (10) bzw. (11) sind notwendig fiir die Konvergenz
der Integrale (8) bzw. (9) an der unteren Integrationsgrenze.
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Aus (8) ergibt sich somit ?)

_5(?) {ePm Ty(} suet™) — ebni T (Yaue~t7i)} us-20-28 du

M J' {i] ] uzem' )T y(} zuetm) (uetmi)s-2a—2f

— T, ) T4(%zue—im) us=29-26) dy =

2a+ﬁ—108m

2a+ﬂ-—teﬁm

o g®?) T y(} sue—tmi) y3-20-28 gy,
L

Hiermit ist (8) bewiesen 1),
Formel (6) folgt auf analoge Weise aus (9) und

T2 ((Z, l’ ,u, ﬂ; l:) =
= %,{""9’“' Ty (o, B, A, s Letmi) — eBmi Ty (a, B, 4, p; Ce¥i)}.
Die Hauptformeln fiir Y,(22) sind etwas komplizierter als

diejenige fiir K,(z?) und J,(2%); sie lauten in der fiir die Anwen-
dungen geeignetsten Gestalt

(18) ¥, () = — " [ 7o g0") (67 Tl B o — s ) +

+ =1 Ty (o, B, 3v, — 4v; rue—dni)} us-20-28 gy

und

(14) Y, (1) = 27

1, g { e¥7i Ty(x, B, §v, — Iv; Bruel™) 4

+ e 47 Ty(a, B, v, — §v; Joue—tmi)} ys-20-28 gy,

In diesen beiden Beziehungen ist 2 > 0 und » nicht ganz;
o und g sind beliebig mit

®) Zur Abkiirzung setze ich T(a, B, %, — }v; {) = T,({); ferner benutze
ich die Beziehung J; (we™) = &A™ J; (w).

10)  Voraussetzung (10) darf bei (3) fortgelassen werden, da der Punkt u = 0
nicht mehr auf dem Integrationswege liegt.
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R(x + ) > — 31, «— B nicht ganz,
« 4 4» nicht ganz und g 4 }» nicht ganz.

Obige Integraldarstellungen (18) bzw. (14) ergeben sich mit
Hilfe von

Jy (2%) cosvm — J_, (2*)

sin vm

Y (2%) =

aus (6) bzw. (7), wobei noch die aus (1) folgende Formel

Ty (a, ﬂ, A M C) cos (l—[l)ﬂ - Ts (a, ﬁs B 1; C) -
sin (A—p)n -

= — g {em T Ty (0, B, 4 3 Lod™) + e T (a, f, 3, i Lo}

angewendet werden muf 11).

§ 2.

Hilfsformeln.

Die durch (1) definierte Funktion T, (by, by, b5, by; £) ist ein
Spezialfall der Funktion

ere(elanin)
die ich in einer vorigen Arbeit 1?) eingefiihrt habe; es gilt ndmlich
T (bys by, by, by; §) == G (8| by, by, by, by).
Folglich hat man 13)
(15) T, +3—d+ % 3 — b dw) = 42K, (2w),
(16) T,(0, %, 3, —3»; 2_%w) =8vVn K, (wet™) K, (we~1mi)
und

(A7) T5(0, 3, 3, — 3v; 277w) = 4 V7 K, () Jy ().

1) Die Relationen (18) bzw. (14) kénnen auch aus (3) bzw. (5) abgeleitet
werden. (3) und (5) gelten nimlich nicht nur fiir |arg 2| < }z, sondern auch fiir
|argz|= }mx, falls ¢ und B nicht nur den Bedingungen (4), sondern iiberdies
noch der Bedingung $R(a + f) > — } geniigen. Man sieht nun leicht ein, da8
(18) mit Hilfe von

Y,(2%) = ___1_ {G}'"'.Kv(z'c'}"") + e—*m’K,(z’c"i’“ 3
n
aus (8) abgeleitet werden kann; ebenso folgt (14) aus (5).

12) MeuER, [4], 11, Formel (6).
13) Man vergl. [4], Formeln (41), (42) und (43).

’
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Nun ist 14)

(18) Ky (wedm) = JaiehmHP (w);

infolge (16) gilt daher

(19) T,(0, %, v, —»; ‘%we—im') = 4”?:\/7;85”’"'K,,(w) H,(,l)(w).

Die Funktion T (by, by, by, by; ) ist wegen (1) eine symmetri-
sche Funktion von by, b,, b; und b,, die Funktion T (b,, by, b3, by; )
eine symmetrische Funktion von b,, b, und b,.- Uberdies folgt
aus der Definition von T, (b, by, b3, by; )

(20) T, (by, by, b3, by; &) = LA T, (by+4, by+24, by+2, by+24; £).
Mit Riicksicht auf (15) hat man also
@) Ty + 4 —b—5dn—d; do)=
=ZT b+ —b—b b+ 1 b+ b ) = oKpuw);
in dhnlicher Weise erhilt man
(22) T,(—3—P+ 5P —d dw)= %sz—lmw)
und
(28) To(p—34 —b—b b —bs fo) = Ko (20).
Aus (20) und (19) geht hervor
24) T,(3v, I+ 5 I —bv 27 3getmi) =
= (2~ 3we~ 1) T, (v, 1, 0, —»; 2-fwe—1n) =
= 2-W+22 ez Ky (w) HE (w);
ebenso beweist man
(25) Ty3v—1, p—4% by, —Ir; 2-3weini) =
= 2~ Sy —2ebvini\/ nK,, | (w) HY_, (w).

Mit Hilfe von (20) und (17) findet man ganz analog

1
14)  WarsoN, [6], 78, Formel (8). H,(, ) (w) ist die erste Hankelsche Funktion.
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(26) Ty(3», +4, b, — -%w) = 2_3”2102”\/;1{2»(7”) Jav (w)
und
27) Todr—1, Pp—1 b, —h 273w) = 29502V aKy_y(0) Jov-a ().
Aus der Definition der Funktion T, folgt 15)
(28) To(pr+ 4 —d+ 1 b, —v hoet™) =

= gg{ei””i T4(%’V + %‘9 _‘%” + %s %'”’ _%}”; %’LO)

—e i T(b + 3 —b + 3 I —b dwet™) )5
wegen (15) und (18) hat man also
(29) To(dv+ 3 —d» + % b, —dv; dwe i) =
= ebmi { {2K,, (2w) — miH) (2w)}.
Infolge (15) und (18) gilt auch

(30) et Ty(dv + 3, —dv + 3 —dvs du) +

BT, (-} —b b by —hs i) =

= 2nebvmi {2K,,(2w) + wiHE) (2w)}.

Aus (16), (18) und 26)
(81) K, (wet™) = —Lnie-bmiHP (w)
ergibt sich noch
(82) et T,(0, §, 3v, —3; ~3wetni) + e b7 T, (0, 3, v, —dv; 2-Twe—ii).
— 8V K, (w) {e"i K ,(wet) + e~b7i K (we b)) =
— — amiV K, (w) {HP () — HP(w)} = — 87V 7K (w) Y, (w).
Auf analoge Weise findet man
(83) e T, (3, 3v + % ¥» —i% 2-3wetm) 4
4e b T, (3, v+ § 3v, —4» 2 twe i) =
= — 9332/ Ko (w) Yy (w)

und

15) Relation (28) ist ein Spezialfall von (12).
16) Fiir (31) vergl. man MEWJER, [8], 242, Formel (6).
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(84) e T, (3v—1, bv—1, Ir, —Iv; 2T wel™) 4
+e T, (3 —1, bv—1, b, —1»; 2-3we )=

= — 27348 02274 /K,y 1 (W) Yoy, (w).

§ 3.
Spezialfille der Hauptformeln.

Ich werde jetzt die wichtigsten Sonderfille der Relationen
(8), (8), (6), (7), (18) und (14) mitteilen.

1. Integraldarstellungen fiir K, (22).

Ich betrachte zunichst die vier Spezialfille mit « = v + }
und f=—3r+ 4 mit a=3v+ 3 und f=—4r— 1, mit
a=3—3und f=—3v+ } und mit « =4 —3} und =
= — }»— 1 von (5). Diese Spezialfille ergeben, wenn ich (15),
(21), (22) und (28) successive benutze,

(85) K,(22) = 2i f I, (u?) Kyy(22u)u du,
M
(88)  Ky(et) = [ 1,41 (u2) Kyppa(2e)utdu,
M
(37) Ky (@) = 2 [ I,y (ud) Kypy(220)utdu
und ’
(38) E,(&*) = 2 [ 1,(u?) Ky (20u)ubdu.
M

Die zwei Sonderfille mit « = 0 und 8 = } bzw. « = } und
B = 0 von (8) liefern infolge (19)17) (ich setze u = 2~%v)

(89) K, (2?) = e(%”’!)m'j cos (3v?) K, (zv) HY (zv)v dv
3

bzw.
(40) K, (z}) = ebvni f sin (30?) K, (20) H® (20)v do.
L

) 40 = () est 1y 0 = () eine
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Durch Addition der beiden letzten Relationen erhilt man
(41) K,(z?) = Lelbr+b)mi f e 4K (20) HO (z0)0 do;
L

die Umkehrformel von (41) firr die Laplacesche Transformation
kommt bei Hardy 18) vor.

Setzt man w=2%v mit « =% und f= v+ } bzw.
«=4v+ 3 und g =3 in (8), so findet man wegen (24)
(42) K, (z?) = 2v-1 22re(v+b)min/ f T3 (30%) Kyp(20) HY (20)0>~2%dv
L
bzw.

(48) K,(22) = 271 2 ewmiv/; _[ J1-v (3v?) Kpy(z0) HY) (z0)v2~2vdo.
2

Aus (8), mit =24, a=3v—1 und f=4v—1} baw.

« =13 —1 und f=% —1 angewendet, folgt schlieBlich mit
Riicksicht auf (25)

(4‘4’) KV(Zz) = 2772 22 e(v—})ni\/;f ]v—} ('%vz) sz_l(zv) ng)—l (zv)v4—2‘Vd
L

bzw.
(45) K,() = — 2222wV [ oy (30°) Kooy (s0) By (o)t -0
L
Die Formeln (85), ..., (45) gelten alle fiir | argz| < }x und

beliebige Werte von » 19).
Mit Hilfe von K,(z2) = K_,(2?) kann man aus den obigen Rela-

tionen noch andere Integraldarstellungen fiir K,(z?) ableiten.
2. Integraldarstellungen fiir J, (22) und Y, (22).
Nimmt man « = §» + 3 und = — 3» + % in (6) bzw. (18),

so erhialt man mit Riicksicht auf (29) bzw. (30)

(46) Jy(a?) = — = [ T (u2) {2Kop(2o0) — niHE)(22u)} w du

18) HarpY, [1], 188, Formel (2.5)..
19) Die bei (8) und (5) vorkommenden Bedingungen: » nicht ganz, a — f nicht
ganz, u.s.w. konnen in allen obigen Spezialfillen durch Grenziibergang beseitigt

werden.
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bzw.

(47) Y, () = — % [ 7o) {2K0(22u) + i (22u)} u du.
Setzt man o = —L%v + % und =1 + }in (6) und in (18),

so findet man wegen (29) und (30)

(48) J(22) = —-% f J_v(?){2K ,,(22u) — miHE (20u)} u du

und ’

(49) Y,(2?) = — — f J_v(u?) {2K,,(22u) + niHE (220)} u du.

Die Spezialfille von (6) und (18) mit « = 4» 4+ } und
B=—4%—4% mit a=—pp—% und f=4r+ 4 mit
«=4—% und f=—3%+ % und mit « =—3v + 4 und
B = 3v— % liefern mit (46), (47), (48) und (49) verwandte
Beziehungen, ndmlich

To(a?) = = j Toar (u2) {2Ky,.1(220) + miHY, | (22u)}uldu,

Jy(#?) = ——I J vy (u?) {2K,,,, (22u) + aiHY),, (22u)}udu,

) = — = [ ], (u?) {2K,, ; (22u) — miHE, (22u)}uldu,
i

T,(22) = fmlz f Topen (u2) (2K, (220) — miHY | (22u)hurdu

und

Y, (%) = — j Ty (u?) (2K, (22u) — miHY,, (22u)}uidu,

vyt
— f Tovor (u2) {2K,,.,, (22u) — #iHE),, (22u)}udu,
- —_7;1;.“ Joa(u?) {2Ky,_, (22u) 4 miHE) | (23u)}uldu,

2

Yy@) = — [ Ty (@) {2Ky, (220) + 7iHE) | (22u)}uldu.
L
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Obige Integraldarstellungen der Funktionen [, (22) und Y, (2%)
gelten alle fiir 3 > 0 und beliebige Werte von ».

Setzt man 4 = 2ty mit « =0 und B = } bzw. « = 4 und
f =0 in (7), so bekommt man mit Riicksicht auf (17) 20)

(50) ], (@)= fni [: cosh (302) K, (z0) J,(zw)odo
M

bzw. k

(61)  J,(2) == [ sinh (32 K, (s0)], (s0)udo.
M

Die Addition von (50) und (51) ergibt

(52) T(a) = = [ 9" K, (z0)], (w)odo;

die Umkehrformel von (52) fiir die Laplacesche Transformation
ist schon von Hardy 2!) gegeben worden.

Die vier Spezialfille mit « =3y und f=3r+ 4, mit
a=3%+3und =%, mit a=3r—1 und f=4— % und
mit « =3v—3 und f=%v—1 von (7) liefern wegen (26)
und (27) (ich setze wieder u = 2-1v)

(53) T, @) = = [ Iy (30%) K () Jay(soot-d,
T M

2V

(54) ], ==

= [Ty (30%) Kap(a0) Jay (z0)0*do,
T M

7

(55) J,(%) =2’—:;'_”_—’i J‘ I3 (30?) Ky (20) J gy (z0)04*dv
T M

und

(56) (%) =" [ Ty (30) Kips () Jons ()0t ~22do.
T M

Die Beziehungen (50), (51) und (52) gelten fiir z > 0 und
beliebige Werte von ». In (58) und (54) ist 2 > 0 und R(») > — §;
in (55) und (56) ist z > 0 und R(») > .

) I_y ()= (”ic)*cosh LI @) = (%)*sinhc.

21) Harpy, [1], 188, Formel (2.6).
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Man bekommt die (50), (51), (52), (58), (54), (55) und (56)
entsprechenden Integraldarstellungen fiir Y, (2%), wenn man auf
den linken Seiten der Beziehungen (50), ..., (56) immer J,(22)
durch Y, (22), auf den rechten Seiten aber [, (zv) bzw. [, (zv)
oder Jy,_,(2v) durch Y,(2v) bzw. Y,,(3v) oder Y,,_,(2v) ersetzt;
die (58) entsprechende Relation lautet z.B.

2¥2y

Va

(57) Y, () =22 [ Imy (30%) Kop(a0) Yoy a0) 32 do.

M

Die hier betrachteten Integraldarstellungen der Funktion
Y, (2%) konnen leicht mit Hilfe von (32), (83) und (34) aus (14)
abgeleitet werden; Formel (57) folgt z.B. aus (14) und (33).
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