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Sur les fonctions entières et méromorphes de deux
variables complexes I

par

Stefan Bergmann
Tomsk

A la mémoire de Bronislaw Bergmann.

Le présent travail a pour but l’étude des fonctions entières et
méromorphes de deux variables complexes. Si l’on tente de

généraliser les méthodes habituelles de la théorie des fonctions
méromorphes d’une variable complexe, on rencontre déjà des
difficultés résultant de l’impossibilité de décomposer un poly-
nome de deux variables complexes en facteurs linéaires. On est
donc obligé d’introduire des notions nouvelles.
On appelle variété-zéro dans B d’une fonction f méromorphe

dans 18 la partie m2 contenue dans B d’une variété analytiques
(p(zl, z2) = U sur laquelle f s’annule (à l’exception d’un ensembles
au plus dénombrable de points où f(z,, Z2) possède des singu-
larités non essentielles de deuxième espèce). Dans le cas où

(z1, z2 )est r 
, 

li 
, 

dans B t 
’ 

la founc tion f(Z1, Z2) 
st r ç(zi, z2) est régulière dans q3 et où la fonction f(Zl Z2) est régu-

q; Zl’ Z2 )
lière en chaque point de W2 sauf sur l’ensemble mentionné, on

1) On désigne dans ce qui suit par des lettres gothiques les variétés, l’indice
n (n  4) supérieur indiquant le nombre de dimensions de la variété considérée.
Dans les opérations avec les variétés les symboles +, -, ., X possèdent la signi-
fication habituelle. (Voir par exemple HAUSDORFF, Lehrbuch der Mengenlehre,
2. Aufl., 1928, § 1). Un trait au dessus d’une lettre, désignant une variété ouverte,
indique la variété avec la frontière.

E [ ] désigne dans la suite l’ensemble des points {Zl’ Z2} satisfaisant à la

propriété exprimée entre les crochets.
Pour abréger nous écrivons aussi dans le cas de fonctions réelles {Zi, Z2} au lieu

de: {XII yi , X2, Y2}.
Lorsque nous disons qu’une fonction f(Zl z2) est régulière dans une variété

S" (n  4), nous entendons par là qu’il existe un domaine %, à quatre dimen-

sions, £n C., où f(z1, Z2) est régulière.
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appelle cp(Z1, z2) une fonction-zéro de f(zl, z2) dans q3 2). Les fonc-

tions-zéros de f 1 sont appelées des fonctions-pôles de f(z1, z2),f(z1 , z2)
Les problèmes qui se posent tout d’abord, sont les suivants:
I. Etant donnée une suite dénombrable de fonctions nS(zl’ Z:!)

régulières dans ?, existe-t-il une fonction possédant les ng et

seulement les n8 3) comme fonctions-zéros et appartenant à une
classe bien déterminée, par exemple par le mode de la croissance
lorsqu’on s’approche de la frontière de B?

II. Etant donnée une fonction f méromorphe dans %J, qu’est-ce
qu’on peut dire de ses fonctions-zéros et variétés-zéros?
Le problème 1 consiste à chercher à former certains produits

analogues à ceux de Weierstra13, quant au problème II on tentera
en faisant les modifications nécessaires de généraliser les procédés
de la théorie des fonctions méromorphes d’une variable, qui a
comme point de départ les théorèmes classiques de Hadamard
et Picard-Borel, théorie développée par MM. Nevanlinna, Valiron
et autres.

Dans le § I on étudie le problème 1 en supposant tout d’abord
que ? est un domaine univalent, situé tout entier à distance
finie. On donne dans ce cas des conditions nécessaires et d’autres
suffisantes pour l’existence d’une fonction f (zl, 2g), avec des

fonetions-zé ro s d o n n e ’es et ( l0 g |f |) 2 . dXldyldX2dy2 fini, , où F estfonctions-zéros données et j ( log III )2 dae1dY1 d01532dY2 fini, où F estfonctions-zéros données et | (log |f |)2 .- 

F 
ini, ou F est

une fonction positive avec lim F = oo quand on s’approche de
la frontière. En donnant à k des valeurs différentes, on obtient
des critères pour l’existence d’une fonction f intégrable au sens

2) 912 n’est pas nécessairement connexe. Les notions de variété-zéro et de

fonction-zéro pour une fonction régulière ont été introduites dans le travail

a. Über die Nullstellen einer Funktion von zwei komplexen Verânderlichen [Pro-
ceedings Akad. Amsterdam 35 (1932), 1188-1194]. Voir à ce sujet aussi: b. Zwei
Sâtze aus dem Ideenkreis des Schwarzschen Lemmas über die Funktionen von zwei

komplexen Verânderlichen [Math. Ann. 102 (1934), 3242013348] et H. BEHNKE et
P. THULLEN, Zur Theorie der Funktionen mehrerer komplexer Verânderlichen,
Über- die Verallgemeinerung des WeierstraBschen Produktsatzes [Math. Ann.
109 (1934), 313-323].

3) Dans ce qui suit on considérera les suites n8 ayant la propriété que dans
chaque domaine partiel Bm de S complètement intérieur à !8 il n’y a qu’un nombre. z
fini de n,, à savoir pour s = 1, 2, ..., x(m), qui s’annulent dans tB",. En disant
que f possède seulement les n, comme fonctions-zéros nous sous-entendons que

dans chaque F8. la fonction f ne s’annule pas dans !8..
x (m)1] n.
B-l
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plus large, d’ordre k. Les méthodes et les résultats de la théorie
des fonctions orthogonales (complexes), que nous employons
pour obtenir les critères indiqués, permettent aussi d’étudier la
croissance de log 1 fi [ quand on s’approche de la frontière.

Ensuite nous considérons le cas où % est l’espace 91 = E [1 zkl  001 _j ,
k = 1, 2. Alors on peut former sous les conditions indiquées le

00

produit f = TI nse-b., où les bs sont des polynomes en n.,, et par
s=i

conséquent on peut trouver un lien entre la croissance des fac-
teurs particuliers ns et celle de f.
La plupart des recherches relatives au problème II dans le

cas d’une variable trouvent leur origine dans quelques théorèmes
connus (lemme de Schwarz, inégalité de Poisson-Jensen-Nevan-
linna etc.) qui utilisent les propriétés suivantes des fonctions
harmoniques:

1. Une fonction harmonique dans un domaine atteint son
maximum et son minimum sur le contour.

2. Pour des fonctions analytiques d’une variable complexe
on a l’intégrale de Cauchy (d’où en particulier celle de Poisson).

3. Le problème de Dirichlet admet en général une solution.
4. A chaque fonction harmonique correspond une conjuguée.

Comme il a été indiqué ailleurs, la généralisation immédiate des
théorèmes rappelés ci-dessus n’est pas possible, puisque les

fonctions biharmoniques (la partie réelle ou imaginaire d’une
fonction de deux variables) ne possèdent pas les propriétés
nécessaires: c’est pourquoi il est utile de considérer une classe

spéciale de domaines à savoir ceux possédant une "surface fron-
tière remarquable" (ausgezeichnete Randf lâche) (voir. b) et d’y
étudier une classe de fonctions plus large que celle des fonctions
biharmoniques. On entend par domaine [m] à surface fron-

tière remarquable un domaine tel que sur son hypersurface
frontière à trois dimensions [rit3] se trouve une surface (à deux
dimensions) [F2] qui du point de vue de la théorie des fonctions
joue un rôle analogue à celui de la courbe frontière dans le cas
d’une variable. On peut montrer que le principe du maximum
ainsi qu’une formule intégrale analogue à celle de Cauchy sont
valables pour une classe étendue de tels domaines, de telle

façon que le maximum d’une fonction f régulière dans M (fermé)
est atteint sur F2, l’intégration dans la formule citée étant faite
sur F2 4 ). Quant à 3 on sait que même dans le cas le plus simple,

4) Voir c. über eine in gewissen Bereichen mit Maximumflâche gültige Inte-
graldarstellung der Funktionen zweier komplexer Variabler [Math. Zeitschr. 39
(1934); 76-94, 605--608].
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celui du bicylindre, le problème de Dirichlet n’a pas de solution
si les valeurs (même continues) ne satisfont pas à certaines con-
ditions 5). Cependant pour pouvoir construire la fonction de Green
(et reprendre les procédés habituels) il convient de considérer à

la place des fonctions biharmoniques une classe plus vaste telle que
d’une part les fonctions de cette classe atteignent encore leur
maximum et minimum sur g2 et qu’elles admettent une repré-
sentation par une intégrale à la Poisson, et que d’autre part le
problème de Dirichlet (avec des valeurs données sur F2 ) possède
une solution (l’unicité étant réalisée dans des conditions analogues
au cas d’une variable). Ayant obtenu par cette voie la possi-
bilité de généraliser les théorèmes utilisant les propriétés 1 -3
nous revenons au problème II, en considérant ce problème pour
un domaine possédant des domaines d’approximation avec des
surfaces maxima. Dans le cas d’une variable on peut toujours
se borner à la considération des fonctions-zéros linéaires z - a, et
elles sont entièrement déterminées par la donnée de la valeur
de a; de plus il suffit (poui la plupart des problèmes) de considérer
une suite de domaines d’approximation quelconques, car l’en-
semble des courbes frontières des domaines d’approximation
forme le domaine considéré. Dans le cas de deux variables inter-

viennent des fonctions-zéros beaucoup plus générales, qu’il est plus
difficile de caractériser. De plus l’ensemble des surfaces maxima
des domaines d’approximation, forme une variété à trois dimensions,
qui dépend du choix des domaines d’approximation. La théorie
développée ici conduit à certaines expressions, dépendant de la
position des variétés-zéros et de la suite des surfaces maxima.
Dans le § 2 nous considérons un cas spécial, à savoir

= 91 = E [j Zk [  oo, k = 1, 2], et comme suite de domaines

d’approximation nous choisissons les bicylindres

5) Pour ces conditions voir: Über ausgezeichnete Randflâchen in der Theorie
der Funktionen von zwei komplexen Verânderlichen [Math. Annalen 104 (1931),
611-636]; L. NIKLIBORC, Sur les fonctions hyperharmoniques [Comptes Rendus
180 (1925), 1008, et 182 (1926), 110]. F. SEVERI, Les fonctions biharmoniques
et la théorie des fonctions analytiques de deux variables complexes [C. R. 192
(1931), 1514-1518]; F. SEVERI, Il problema di Dirichlet per le funzioni biar-
moniche [Memoria R. Accad. d’Italia 2 (1931), Mat. N. 5, 1-59]; F. SEVERI,
Risoluzione generale del problema di Dirichlet per le funzioni biarmoniche [Atti
Accad. naz. Lincei (6) 13 (1931), 795-804]; CAius JACOB, Sur le problème de
Dirichlet pour les fonctions de plusieurs variables complexes [Bulletin sc. Math.
(2) 58 (1934), 108-212] ] et CAius JACOB, Sur un problème de Dirichlet-Neumann
pour les fonctions de deux variables complexes [C. R. du 67ième Congrès des
Sociétés savantes 1934].
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( A, a constantes, 0  r  00) possédant les variétés maxima

F2( r) = E [1 Zt 1 = r, 1 Zc¿ 1 = A r0152] . Par conséquent nos considé-
rations ultérieures se rapportent à la croissance des fonctions

00

dans la variété (à trois dimensions) §3 = 33(A, ce) = £ F2 (r ). En
r=O

accord avec ce qui a été dit plus haut, nous introduisons des

quantités N, n, EÂ données pour 1 = fl.t (ni, n2 étant premiers
n2

entre eux) méromorphe dans M par

n est étroitement lié aux variétés-zéros de f. Soit g(z, e) une
fonction d’une variable complexe z régulière dans un cercle

1 z 1 r dépendant d’une façon continue du paramètre réel e:
Soient as( e), s = 1, 2, ..., k(é) les points-zéros de g(z, e) dans ce
cercle. Nous désignerons leur nombre k(e) par v(r; g-l(Z, p)), la

sommf

C(e; r; g-,(z, e)). Pour n on a donc:

où on a posé r2 = Ara et Mq;[ J désigne la valeur moyenne

u

Dans le cas d’une seule variable complexe, on associe certaines
grandeurs à l’ensemble des points du domaine 0E2 = E [1 z 1 r J, dans
lesquels une fonction méromorphe f(z) prend une valeur constante
a, par exemple le nombre (fini) des points de cet ensemble, ou la
somme des À-ièmes puissances des affixes de ces points etc. De
même, en développant notre méthode, nous allons associer à la
variété 912 (à deux dimensions) des points de F(r) dans lesquels
f(zl, z2) prend une valeur constante a, des grandeurs qui en un
certain sens peuvent être regardées comme généralisation de celles
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dont on vient de parler: ensuite nous verrons, tout comme dans
le cas d’une seule variable complexe, que certaines relations
existent entre l’allure de ces grandeurs quand r croît et la crois-
sance de la fonction f(zl, z2).

L’hypersurface S3 divise l’espace ? en deux parties dont l’une
contient le domaine zs = E[lz2  A 1 n l03B1, 1 z2l |  Zt], E[...]
désignant de manière générale l’ensemble des points fzl, Z2} dont
les affixes satisfont aux égalités ou inégalités indiquées entre les
crochets et LI = A ae.

Posons b. = E [ 1 z2l = A 1 z, 1’ J ] (c’est la partie de 43 appar-
tenant à la frontière de Z s et t3 = E [arg z2 = p2 = const. ] et

désignons par t£ et _r 2 A le produit (au sens de la théorie des ensem-
bles) de t3 respectivement avec Xj et 43,. La frontière de Xj est
composée de deux parties: 10 la variété 43 20 l’hypersurface
b£ = E[I z21 =,A, 1 zll  a]. La variété b£ est de structure

lamellaire, c’est-à-dire qu’elle est la somme (au sens de la théorie
des ensembles) des surfaces analytiques

v{a, [!(zl,LleiCP2) -aJ-J} étant le nombre des points du domaine
1 z, 1  a en lesquels f(zl, 4e’9’2) prend la valeur a; la grandeur

sera appelée 

,,nombre de feuilles de n2 dans lesquels l’ h y persurf ace bd est

coupée par n2 " .

Nous désignons par rls (992)1 s = 1 2 3, ... ( ri (1)  r1 (2)  r2 (3) ... )
les valeurs de r pour lesquels la fonction de r

"nombre des racines de l’équation f(z, ATXeiqJs) = a, flJ2 const.,
contenues dans le domaine 1 z 1 r"

subit une variation; ô,,(99,) désignant la grandeur (avec le signe)
de ces variations; en outre nous appelons

"Â-ième mpment de (f-a) par raport à g2(a)"
la grandeur 
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En admettant certaines hypothèses indiquées plus haut on trouve
alors

où on a posé fl =, (;" désignant les zéros de f(o, z) tels queh 03BC =
03B1 

x g .f (0,z ) tels 

1 Çx 1 LI et Rk les modules des coordonnées z des points "excep-
B

tionnels" definis plus Bloin, lk étant "l’indice" du point excep-
tionnel.
En introduisant, tout comme dans le cas d’une seule variable,

les expressions M[î2 (r), f-1] et T[ l-2 (r), f ] (voir p. [12] 147) et
répétant, certaines hypothèses supplémentaires étant ajoutées, le
procédé de M. R. Nevanlinna, on obtient tout d’abord le premier
théorème fondamental de la théorie:

avec

A l’aide de ces relations, on arrive à un théorème analogue
au théorème généralisé de M. Hadamard. En désignant par

co

l’ordre apparent de croissance sur S3 = 83(A , 03B1 ) = £ F2(r ) d’une
r=0

fonction entière f on trouve que les grandeurs m[g2(r), (f- a)
n[ô(r), (f-a)-’], N[g2(r), (f-a)-’] possèdent au plus l’ordre À;
en outre EÂ+,[ (f-a)-’] existe pour tout e &#x3E; 0. D’une manière

indiquée plus loin (voir p. [17] 152) nous pouvons évaluer la
croissance de £ et de e. Désignons par Il = A(B, {3) l’ordre

00

apparent sur 4*3 = E g*(r) de f, où F*2(r) est la variété (à
r=0

deux dimensions) 1 zII = r, 1 z21 = Brfl, avec B  A, 03B2  oc. En

posant T = max [Â’ A. P ] on trouve que la croissance de
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A[g2(r), (f -a)-’] est au plus T; en outre, e étant quantité posi-
tive la valeur limite

existe.
Dans la deuxième partie de ce mémoire nous verrons qu’en utili-

sant la croissance de A[t5’2(r), (f-a)-’] pour un nombre suffisant
de valeurs de a, on peut inversement faire des conclusions en ce
qui concerne la croissance de T[t5’2(r),fJ.

§ 1.

Soit 18 un domaine simplement connexe univalent de l’espace
zlz2 situé tout entier à distance finie et soit e,,, m = 1, 2, ..., 
une suite de domaines simplement connexes, emboîtés les uns
dans les autres, convergeant vers B.

Nous écrirons toù K est une

fonction positive quelconque, que nous choisissons pour fixer les
idées comme fonction-noyau de B, et nous posons pour abréger
J,O.(h) f(log 1 h /)2 dm, cette intégrale étant prise au sens de

em
M. Lebesgue.
Nous désignerons enfin dans la suite par Hm l’ensemble des

fonctions analytiques de deux variables complexes régulières dans
B, qui se déduisent d’une fonction h(zl, z2) régulière en S par
multiplication par un facteur p(zl, z2) régulier dans 18. et ne s’y
annulant pas.
En utilisant les méthodes développées dans plusieurs travaux

antérieurs 6 ), on peut montrer qu’à chaque Hm on peut faire cor-
respondre une fonction normée X*"’ régulière dans t8m possédant
quelques propriétés importantes indiquées dans la suite.

Nous allons rappeler quelques résultats des travaux b, d, e dont
nous avons besoin. Tout d’abord on peut par une voie indiquée
dans d, 401-403, et b, 329-330, montrer qu’il existe un système
de fonctions biharmoniques Bs(Zl’ z2) simultanément orthogo-

6) A savoir: d. Zwei Satzes über Funktionen von zwei komplexen Verânder-
lichen [Math. Ann. 100 (1928), 399--410]; e. Über- Hermitesche unendliche Formen,
die zu einem Bereich gehôren, nebst Anwendungen auf Fragen der Abbildung
durch Funktionen von zwei komplexen Veranderlichen [Math. Zeitschr. 29 (1929),
640-677]. 1



144

nales par rapport à B et Bm [situé à l’intérieur de %] (doppelt-
orthogonale Funktionen) [voir (6b) et (7b) de d]. Dans d on a
choisi comme domaine intérieur un domaine cercle de Reinhardt St.

N’employant pour la démonstration de l’existence de B,,(zl, %)
aucune propriété spéciale des domaines cerclés, nous pouvons
remplacer 9 par Bm. Les fonctions B8(z,1, z,2), s = 1, 2, ..., ob-
tenues possèdent entre autres les propriétés suivantes:

1. Chaque B8 est régulier dans S, et on a fB28dm  00 7).

2. Les Bs sont orthogonaux et normés par rapport à Y8.,
c’est-à-dire qu’on a

3. Le système B,,, s = 1, 2, ..., est complet pour la classe

des fonctions G régulières biharmoniques dans S avec G2daJ
fini, c’est-à-dire que pour chaque G on a e

Dans la suite pour abréger nous désignerons par L l’ensemble

des fonctions G biharmoniques dans B avec G2dw  oo.

?

En reprenant le procédé de e, 649-651, et b, 330, on montre *
00

que 2 B:(Z1’ Z2) est régulier en chaque point de t8m et que chaque
s=1

fonction G envisagée peut être développée dans t8m suivant les
Bs (c’est-à-dire que l’on a dans Bm

00

Pour démontrer que L B: (Zl’ Z2) est fini en chaque point de tBm,
s=i 

_

on a recours dans b, 650 (voir aussi e), au lemme suivant: Si (1
est un bicylindre 1 Zk - tk 1 (!k’ k = 1, 2, situé tout entier dans

$m et H(z1 , z2 ) une fonction biharmonique régulière dans B, on a:

’) Ici et dans ce qui suit le signe désigne lim .
q3 M--&#x3E;.o Bm
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Dans le cas actuel (puisque nous introduisons les fonctions

orthogonales au sens plus large), cette inégalité doit être rem-
ulacée Dar

Si T(zl, z2) est une fonction quelconque avec T2dm fini, on
obtient par 0,,,

la fonction orthogonalisée par rapport à la classe L correspondant
à T(Zl’ z2). Comme on peut le montrer en vertu des lemmes 1
et II de b, 329 -332, on a pour chaque G C L: . 

Alors: si h C Hm, on définit la fonction normée Xo- correspon-
dant à Hm par rapport à Bm, de telle façon que log 1 XBm 1 soit

la fonction orthogonalisée de log 1 hl, , c. à d.

où

et K(zi, z2) représente la fonction biharmonique conjuguée de

B(zl, Z2). Les fonctions normées XBm possèdent les propriétés
suivantes:

pour chaque G, GeL.
00

II. Le produit H Xt’n, k fini, est aussi normé par rapport à Bm.
s=1

III. Pour chaque h* C Hm on a

DÉMONSTRATION. En vertu de (1.3) on peut poser



146

où B* est biharmonique, régulière dans Bm avec
D’après le lemme 2 de b, 331, on a

’dw fini.

Puisque B8 C L on a d’après I:

REMARQUE. Par conséquent (abstraction faite d’un facteur
constant c, 1 ci 1 = 1) il n’existe qu’une fonction normée pour
chaque H’n.

IV. A chaque X Bm et e &#x3E; 0 on peut faire correspondre h* C Hm
telle que

DÉMONSTRATION. D’après III on a

où h est une fonction quelconque de H(m) . En prenant r assez grand

pour que nous obtenons la fonction

he - (B*+iK*) , ’sdro régulière dans 1t3, pour

laquelle (1.5) est valable.
Le problème que nous étudions dans ce paragraphe est la

question suivante: existe-t-il une fonction f, avec JB (f ) fini possé-
dant comme fonctions-zéros une suite de f onctions ns, sur lesquelles
nous ferons les hypothèses suivantes:

1. Pour chaque s, Je (n8 ) existe.
2. Les variétés-zéros N28 de ns ne sont pas vides (dans B) et

n’ont pas de points d’accumulation à l’intérieur de ?.
On peut ranger les n8 de manière qu’à chaque m on fasse corres-

pondre un x(m) de telle sorte que dans e. les x(m) premières
ns s’annulent et les autres n8 ne s’annulent pas.
THÉORÈME I. Pour qu’il existe une fonction f, régulière dans

B avec JB(f) fini, possédant la suite n,,, s = 1, 2, ..., et seulement
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la suite  ns comme fonctions-zéros, il est nécessaire que

et il suffit, que

vsBm désignant la fonction normée de n8 par rapport à Bm , vsB
celle par rapport à B. 

m, s 

DÉMONSTRATION. 1. Supposons qu’il existe une fonction f
xtm)

envisagée. fi y"" est la fonction normée de f par rapport à tBm.
8=1 

est régulière dans ? et ne s’annule pas dans F8., donc f

appartiennent au même Hm. D’après III on a

est une suite de nombres non décroissants avec

m: soit mi &#x3E; m en vertu de IV on peut trouver un h* C Hml

régulier dans S et tel qu’on ait:

D’autre part h* ayant dans t8m les fonctions-zéros nl, n,2, ..., n,,(m)
appartient à Hm et d’après III on a

(1.10) étant valable pour chaque m, on obtient par conséquent
(1.8) comme condition nécessaire.

2. Pour m fixe, les q3,,, étant des domaines croissants,

(1.9) entraîne:

où L parcourt une suite infinie S de nombres entiers, positifs,


