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Die Hopfsche Gruppe,
eine topologische Begriindung kombinatorischer Begriffe
von
Hans Freudenthal

Amsterdam

1. Der einfachste und anschaulichste Begriff der Topologie
ist wohl der des Zusammenhanges oder, was ungefahr auf das-
selbe hinauskommt, der Homotopiebegriff. Er kommt den Be-
diirfnissen der Anschauung in hohem Mafle entgegen. Aber dafiir
ist er oft unhandlich oder fordert Pathologien heraus (Funda-
mentalgruppe, Antoinesche Menge). Die kombinatorischen Be-
griffsbildungen, die auf dem Homologiebegriff beruhen, sind
dagegen ganz unanschaulich, dafiir aber ein méchtiges und hand-
liches Hilfsmittel.

Mit den grundlegenden Arbeiten von Brouwer !) beginnt die
Synthese beider Methoden, der mengentheoretischen und der
kombinatorischen; die Abbildungsklasse ist der neue Homotopie-
begriff, der sich allméhlich als pahezu so handlich erweist wie
die kombinatorischen Begriffe. Diese Brouwerschen Untersuchun-
gen sind hauptsichlich von H. Hopf fortgesetzt worden; die
Ergebnisse gipfeln in dem schéonen und iiberraschenden Satz.?):

Zwei Abbildungen eines hochstens n-dimensionalen Komplexes
in die n-dimensionale Sphare gehéren dann und nur dann zur
selben Klasse, wenn jeder Zyklus mod.m (m =0, 2, 8, ...) bei
beiden mit demselben Grade mod. m abgebildet wird 2¢).

Dieser Satz reicht, wie mir scheint, aus, um die gesamte Homo-
logietheorie rein topologisch zu begriinden ). In der vorliegenden
Arbeit soll das fiir die héchstdimensionalen Bettischen Gruppen

1) Math. Ann. 71 (1912), 97—115.

2) Comm. Math. Helvet. 5 (1930), 39— 54.

2a) Diese Bedingung ldBt sich noch einfacher so aussprechen: ,, ..., wenn jeder
Zyklus mod. 1 vom selben Grade mod. 1 abgebildet wird.” Diese Formulierung
vereinfacht auch den Beweis. Siehe auch#®). (Zusatz bei der Korrektur, 2. Febr.1935.)

2"y In gewissen IFiillen ist das bereits von N. BRUscHLINSKY geschehen; wir
kommen auf seine Arbeit noch zuriick. — Der Hopfsche Satz ist ferner von P.
ALEXANDROFF (Math. Ann. 106 (1932), 161 —238) umgekehrt zu einem kombina-
torischen Aufbau der Dimensionstheorie verwendet worden.
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geschehen; dieselbe Methode, die hier entwickelt wird, hoffe ich
auch bei den Bettischen Gruppen niederer Dimension verwenden
zu konnen.

Unmittelbar angewandt gestattet der Hopfsche Satz nur, ein
mengentheoretisches Aquivalent dafiir anzugeben, da3 die hochst-
dimensionalen Bettischen Gruppen eines Komplexes allein aus
dem Nullelement bestehen: alle Abbildungen in die gleichdimensio-
nale Sphére miissen unwesentlich sein 3). Unser Gedankengang,
der die vollen Bettischen Gruppen liefert, verlauft so:

Die Abbildungen einer Menge M in eine Menge S bilden (unter
sehr allgemeinen Voraussetzungen) einen Raum, den Potenz-
raum SY; seine Komponenten sind die Abbildungsklassen. Ist
S eine topologische Gruppe, so bilden die Punkte des Potenz-
raumes wieder eine topologische Gruppe, die Potenzgruppe: zu
je zwei Abbildungen f(M)CS und g(M)CS definiere man nur
als Produkt die Abbildung, die irgendeinem Punkt a C M den
Punkt f(a)g(a) zuordnet. Die Komponenten der Potenzgruppe
bilden auf Grund dieser Festsetzung auch wieder eine Gruppe,
die Faktorgruppe nach der Komponente der Identitat. Dic so
induzierte Gruppe wird (unter sehr allgemeinen Voraussetzungen
tiber M und S) diskontinuierlich sein. Insofern hat sie schon eine
gewisse Ahnlichkeit mit den Bettischen Gruppen.

Man wird nun versuchen, fiir S die Sphéare zu wahlen, um wirk-
lich die Bettischen Gruppen zu erhalten. Doch leider ist die
Sphére nun fiir n =1 und n =38 Gruppenmannigfaltigkeit ¢).
Das schadet aber nichts. Etwas Gruppendhnliches 148t sich schon
fiir alle Dimensionen in der Sphére definieren.

Man betrachtet fiir n =2 die Spéare S™ als Gesamtheit der
n-upel reeller Zahlen (a,, .. ., a,); dabei rechnet man oo auch zu
den reellen Zahlen und laBt alle Punkte mit mindestens einer
unendlichen Koordinate denselben Punkt definieren. Dann er-
klart man die (kommutative und assoziative) Addition:

(@y,...,a,)+((bys...,b,)=
(aby — aghy, a1by + aghy, ay + by, ...,a, +b,).
Fiir die ersten beiden Koordinaten ist das im Wesentlichen die

Multiplikation der’komplexen Zahlen, fiir den Rest die Vektor-
addition.

3) Recueil Math. Moscou 37 (1980), 383—62; dort findet sich dieser Spezial-
fall bereits von HopF bewiesen.

4) Diese Folgerung kann man aus Untersuchungen von Carra~ ziehen [An-
nales Soc. Polonaise Math. 8 (1930), 181 —225 (222)].



136 Hans Freudeuthal. [3]1

Diese ,,Gruppe’ besitzt aber Singularititen: die Punkte von
a, = a, = 0 diirfen nicht mit dem Punt co kombiniert werden.
Die Elemente des Potenzraumes bilden also auch keine rechte
Gruppe. Wohl aber, falls M kompakt und dim M =< dim S ist,
die Komponenten des Potenzraumes, die Abbildungsklassen;
denn es gelingt, in irgend zwei Klassen je eine Abbildung zu
wihlen, deren Summe erklédrt ist; die Klasse der Summe héngt
dabei nur von den Klassen der Summanden ab (und nicht von
der speziellen Wahl der Summanden in ihren Klassen).

Fir n =1 und 3 hat man es allerdings bequemer, da echte S™
Gruppen vorliegen; sonst aber verliuft alles genauso; fiir diese
Dimensionen hat kiirzlich N. Bruschlinsky °) denselben Gedanken-
gang durchgefiihrt.

Die in den Komponenten des Potenzraumes induzierte Gruppe
habe ich die Hopfsche Gruppe der Menge M genannt. Fiir Kom-
plexe ist sie ndmlich einer Gruppe isomorph, die bei Hopf ) eine
bedeutende Rolle spielt, wenn sie auch nicht explizit erwahnt
und definiert wird; es ist die von den Charakteren der Abbildungen
erzeugte Gruppe.

In 2—7 der vorliegenden Arbeit werde ich, was ich soeben
skizziert habe, auseinandersetzen. In 8 wird mit Pontrjaginschen
Dualitatsmethoden ?) der Zusammenhang zwischen der Hopf-
schen und den héchstdimensionalen Bettischen Gruppen fiir
Komplexe festgestellt. Er driickt sich in einem Dualitatssatz aus,
den wir den Hopfschen Dualititssatz nennen (dieselben Ergeb-
nisse finden sich bei Hopf$), nur mit der Bettischen Gruppe
mod. 0 und den Torsionen der néchstniedrigeren Dimension
formuliert):

Die mod. m reduzierte Hopfsche Gruppe eines Komplexes ist
mod. m primitiv (orthogonal) zur Bettischen Gruppe mod. m,
wenn als ,,Produkt” der Abbildungsgrad genommen wird.®) Die

5) Math. Ann. 109 (1934), 525 —537. Die vorliegenden Untersuchungen sind
ohne Kenntnis der BruscHLINsKyschen entstanden. Dafl BruscHLINSKY die
1-dimensionale Bettische Gruppe beliebig-dimensionaler Mengen erhilt, beruht
auf einer Tatsache, auf die wir in 18) zuriickkommen.

) lc. 2), 53—54.

7) Math. Ann. 105 (1931), 165 —205 (172—181).

8) Die Formulierung mod. 1 lautet: Die Hopfsche Gruppe und die Bettische
Gruppe mod. 1 sind primitiv zueinander, wenn als ,,Produkt” der Abbildungsgrad
genommen wird. Diese Formulierung gilt fiir beliebige kompakte Mengen; sie
148t sich leichter beweisen als die Formulierungen mod. m. Wir werden die Verein-
fachungen, die sich so in 8 —11 ergeben, an anderer Stelle in dieser Zeitschrift
darstellen. (Zusatz bei der Korrektur, 2. Febr. 1935.)
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Kenntnis der Hopfschen Gruppe zieht also die der Bettischen
Gruppen nach sich (alles fiir die héchste Dimension ?)).

Den analogen Satz fiir beliebige kompakte Mengen bereiten
wir in 9 —10 vor, indem wir die Pontrjaginschen Untersuchungen
iiber Homomorphismenfolgen 1°) teils wiederholen, teils modi-
fizieren (auch zu inversen Homomorphismenfolgen definieren wir
Grenzgruppen, und ferner lassen wir auch Dualitatsbeziehungen
nach variablem (m,-adischem) Modul zu). In 11 zeigt sich dann,
dafB3 durch die Hopfsche Gruppe die Bettischen Eigenschaften einer
kompakten Menge vollkommen bestimmt sind; tibrigens fiihren
wir entgegen dem iiblichen Verfahren 19¢) auch Bettische Gruppen
beliebiger Mengen ein, und auch Bettische Gruppen nach varia-
blem Modul.

Die Hopfsche Gruppe ist auch bei beliebigen Mengen ein durch-
aus iibersichtliches Gebilde. Sie ist abzéhlbar und viel leichter
zu behandeln als die Bettischen Gruppen, ganz abgesehen davon,
daB sie rem topologisch definiert ist.

Nachdem nun in soweit die Ubertragung kombinatorischer
Begriffsbildungen gelungen ist, wird man versuchen, mit diesen
Methoden Sé#tze, die bisher nur der kombinatorischen Methode
zugénglich waren, zu beweisen; solange das nicht moglich ist,
hat auch die Ubertragung der kombinatorischen Begriffe keinen
rechten Sinn. Ich habe in dieser Richtung bisher nur den ein-
fachsten Dualititssatz beweisen konnen, den, der sich auf die
Komponentenzahl des AuBlenraumes bezieht; ich' hoffe jedoch,
auch meine Ansitze fiir den allgemeinen Dualitétssatz durch-
fithren zu koénnen.

Was diesen einfachsten Dualitatssatz betrifft, so ist ein be-
deutender Erfolg mit mengentheoretischen Methoden bereits von
K. Borsuk 1) erzielt worden; es handelt sich dabei um den quali-

?) Einerseits die Existenz wesentlicher Abbildungen der S? auf die S? (bewiesen
von H. Hopr [Math. Ann. 104 (1931), 637 —665 (Satz I)]), andererseits die Nicht-
existenz algebraisch wesentlicher Abbildungen der komplexen projektiven Ebene
auf die S? (H. Hopr, l.c., Satz VIII) zeigen, daB3 die Ausdehnung unserer Ergeb-
nisse auf beliebige Dimensionen allerlei Schwierigkeiten bieten wird. Siehe auch!®). —
Auf im Kleinen kompakte Mengen lassen sich unsere Untersuchungen natiirlich
ohne Miihe tibertragen.

10) lLe. 7), 194—197.

10a) Siehe jedoch L. PonTrJAGIN [Kongref3 Ziirich 1932, IT, 195 —196]. Zusatz
bei der Korrektur, 2. Febr. 1935: Inzwischen erschien auch die ausfiihrliche Dar-
stellung (Annals of Math. 35 (1934), 904 —914).

11) Math. Ann. 106 (1932), 239 —248.
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tativen Inhalt eines Alexandroffschen Satzes !2): Eine abge-
schlossene Menge zerlegt die S* dann und nur dann, wenn sie
eine wesentliche Abbildung auf die S*-! gestattet. Wir beweisen
schéirfer:

Die Hopfsche Gruppe einer abgeschlossenen Teilmenge der S*
ist eine freie Abelsche Gruppe von ¢ Erzeugenden; dabei bedeutet
¢ + 1 die Komponentenzahl ihres AuBBenraumes.

Das ist im Wesentlichen mit dem Alexandroffschen Satz 13)
identisch. Der Beweis verlduft dhnlich dem Borsukschen 4). Das
einzige kombinatorische Hilfsmittel, das verwendet wird, ist der
Grad von Abbildungen der Sphéren auf sich, ein Begriff, dessen
kombinatorischer Inhalt sich unschwer eliminieren liele 15).

Bei der ersten Lektiire dieser Arbeit kann man 9-—11, die
nichts Prinzipielles enthalten, tiberschlagen.

2. Wir definieren in der nm-dimensionalen Sphire S™ eine
Addition der Punkte, die die S® zu einer Art Gruppe macht. Wir
beziehen im Fall n=1 die Punkte der S* in iiblicher Weise auf die
Gesamtheit der komplexen Zahlen vom Betrage Eins, im Falle n=2
auf die Gesamtheit der komplexen Zahlen, wobei ein gewisser
Punkt der S2 die Koordinate ,,00”’ erhilt. Als ,,Summe’’ zweier
Punkte wird das gewéhnliche Produkt der zugehdrigen komplexen
Zahlen erklart; unter dem Produkt von oo mit einer von 0 ver-
schiedenen kognplexen Zahl verstehen wir dabei die ,,Zahl’’ co. Die
Addition der Punkte ist dann nur fiir den Fall nicht definiert
(und dann auch nicht stetig definierbar), dal3 einer der Summan-
den die Koordinate 0 und der andere die Koordinate co hat.

Fir n = 8 verfahren wir so: Wir denken uns die S” aus dem
n-dimensionalen cartesischen Raum entstanden durch Hinzu-
fiigung eines Punktes oo (des ,,unendlichfernen’ Punktes). Jedem
von oo verschiedenem Punkte ordnen wir also ein n-upel reeller
Zahlen (a,, ..., a,) zu, und, indem wir co auch als Zahl betrach-
ten, dem Punkte oo alle n-upel, in denen mindestens eine Kom-
ponente oo ist. Die Umgebungen des Punktes oo bestehen dann
etwa aus allen n-upeln, deren Quadratsumme eine gegebene Zahl
ubertrifft.

Als Summe der Punkte (ay, ..., a,) und (b, ..., b,) wird
erklart

12) Math. Ann. 106 (1932), 161—238 (218, 223).

1) Siehe 12),

14)  Siehe 11),

15)  Siehe 23).
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(a,ap — biby, aby+ashy, as;+bs, ..., a,+b,, ..., a,+b,);

das ist in bezug auf die ersten beiden Koordinaten (wenn man
sie zu einem komplexen Zahlenpaar vereinigt) die Multiplikation
der komplexen Zahlen und in bezug auf die iibrigen Koordinaten
die Vektoraddition des (n—2)-dimensionalen cartesischen Rau-
mes. Schreibt man o fiir ¢, +?a, und o fiir den Vektor (a,, ..., a,)
— und entsprechend bei den andern Punkten —, so lautet das
Additionsgesetz in der S” auch:

(a5 @) + (B; B) = (af; &' + f).

Diese Summe ist nur dann nicht definiert, wenn einer der Sum-
manden (etwa (o; «’)) oo wird; aber auch dann 148t sich die
Summenbildung noch stetig fortsetzen, solange nur g 0 und
B’ % oo bleibt; man verstehe niamlich (wie oben) unter dem
Produkt von oo mit einer von 0 verschiedenen komplexen Zahl
die Zahl co und unter der Summe des Vektors co und eines von
oo verschiedenen Vektors den Vektor co. Nicht definiert (und,
wie man leicht sieht, auch nicht stetig definierbar) ist also die
Summe, wenn einer der Summanden der Punkt oo ist und der
andere ein Punkt der (n—2)-dimensionalen Sphire £, die besteht
aus der Hyperebene ¢; = a, = 0 und dem Punkt co 159).

Der Punkt (1,0, .. ., 0) spielt bei der definierten Addition die
Rolle des Nullelementes. Zu jedem Punkt { 2 gibt es einen
,negativen” Punkt. Die Addition ist, soweit sie definiert ist,
kommutativ, assoziativ und stetig. Obzwar nicht alle Gruppen-
gesetze erfiillt sind, wollen wir doch der Einfachheit halber von
einer Gruppe sprechen, die in der S” erkliart sei. Wir bemerken
noch, daf3 die Punkte der S”, fiir die a, =0 ist, eine Untergruppe
bilden, und zwar gerade die Additionsgruppe, die in der S"-!
erklart ist.

3. Ist eine kompakte Menge M gegeben, so lat sich, wie
bereits in 1 angedeutet, die Potenzgruppe, oder da wir die S”-
Gruppe additiv schreiben, besser die Produktgruppe 2 S” bilden.

M

Die Summe zweier Abbildungen — das Attribut stetig setzen wir
in Zukunft stillschweigend voraus — f(M)CS” und g(M)C S*

15a)  Im Fall n = 2 besteht zwar zunéchst kein Anlal}, den Punkt = zur Menge

0 zu rechnen. Will man aber die S2-Gruppe als Untergruppe (a;=0) der S3-Gruppe
betrachten, so mufl man auch in der S? die Summe o + o« als nicht definiert
ansehen. I'iir den Induktionsschluf}, letzter Absatz auf S. [11] 144 ist dus wichtig.
(Zusatz bei der Korrektur, 2. Febr. 19353.)
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wird so definiert, daB3 f + g fiir irgend einen Punkt a den Wert
f(a) 4+ g(a) annimmt. Diese Summe ist nur dann nicht definiert,
wenn fiir ein a gleichzeitig der eine Summand oo wird und der
andere in 2 liegt. Wir zeigen jedoch:

Ist M hichstens (n--1)-dimensional, so lassen sich zu gegebenen
Abbildungen f und g Abbildungen f* (in beliebiger Ndhe von f)
und g* (in beliebiger Ndhe von g) so bestimmen, daf f* -+ g* iiberall
etnen Sinn hat (also wegen der Stetigkeit der S™-Gruppe auch iiberall
stetig ist) 16).

Ist M hichstens n-dimensional, so lassen sich zu gegebenen fy, fy,
die zur gleichen Abbildungsklasse gehoren, und g,, g;, die ebenfalls
zur gleichen Abbildungsklasse gehiren, und fiir die fo+ g, und fi+g,
definiert sind, Uberfiihrungen f, und g, (0 <t=1) finden, so
dap f,+ g, fiir alle t definiert ist; ja, diese Uberfiihrungen lassen
sich sogar in beliebiger Nihe etwa wvorgegebener Uberfithrungen
Jfinden.

Sind zwei Abbildungsklassen der hochstens n-dimensionalen
Menge M in die S™ gegeben, so kann man also in jeder eine Ab-
bildung so wihlen, daB3 die Summe beider definiert ist, und die
Abbildungsklasse der so bestimmten Summe ist frei von der
Willkiir, die jener Wahl anhaftete.

Zusammen mit einer dhnlichen Tatsache iiber das Negative
einer Abbildung ergibt das:

Im Raum der Abbildungen f(M)CS™ ist durch die Gruppe
der S™ zwar nicht notwendig eine singularititenfreie Gruppe
induziert, wohl aber ist das der Fall fiir dim M <n in der Menge
der Komponenten dieses Raumes (das sind die Abbildungs-
klassen). Wir nennen diese Gruppe aus Griinden, die wir spéater
auseinandersetzen werden, die Hopfsche Gruppe $*(M) der abge-
schlossenen Menge M.

4. Wir fihren nun den angekiindigten Beweis. Sei zunéchst
M ein hochstens (n-+1)-dimensionaler Komplex, der durch f
und g in die S™ abgebildet sei. Wir unterteilen M und S* so fein,
daB sich simpliziale Abbildungen ¢ bzw. y finden lassen, die sich

von f bzw. g um weniger als % unterscheiden. Von der Unter-

teilung der S™ verlangen wir ferner, daB3 co innerer Punkt eines
n-Simplexes ist und der (n—2)-dimensionale (geometrische)

16) Es geniigte eigentlich, statt Abbildungen in beliebiger Nihe nur solche in
derselben Klasse zu suchen; doch diirfte auch dieser schiirfere Satz Interesse
bieten.
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Komplex £ kein 1-Simplex trifft. SchlieBlich setzen wir voraus,
das die Simplexe auf S* kleiner als < sind.

Fur die Punkte von M, die auf Simplexen von der Dimension
< n liegen, ist ¢ + v definiert; denn solche Punkte kénnen durch
simpliziale Abbildungen niemals in den Punkt oo abgebildet
werden, der innerer Punkt eines n-dimensionalen Simplexes ist.
In einem mn-dimensionalen Simplex 7™ dagegen ist bei simpli-
zialer Abbildung die Originalmenge von oo héchstens ein innerer
Punkt, die Originalmenge von £ héchstens ein (n—2)-dimensio-
naler (geometrischer) Komplex. Wir konstruieren nun eine
Abbildung 7 von M auf sich, die alle Punkte, die auf héchstens
(n—1)-dimensionalen Simplexen liegen, festlilt und jedes T
und 77+ topologisch und stiickweise affin auf sich abbildet. Von
diesem 7 verlangen wir, daf} es in jedem 7™ den (etwa vorhandenen)
Punkt ¢~1(c0) 17) in einen Punkt iiberfiihrt, der nicht auf y~1(£2)
liegt. Die Abbildung @7~ nennen wir ¢,. Ist fiir ein gewisses a
das in einem 7™ liegt, ¢,(a) =0, so gehoért a zu der Menge
@;1(o0), die nach Konstruktion fremd zu p~1(R) ist, es ist
dann also zp(a)C[Q.

In einem 77+ von M ist nun ¢; *(c0) ein hochstens eindimen-
sionaler, y~1(£) ein hoéchstens (n—1)-dimensionaler geometri-
scher Komplex %), und beide Komplexe sind auf dem Rande des
T nach Konstruktion zueinander fremd. Ich ersetze nun wieder,
unter Festhaltung auf dem Rande des 77! ¢, (c0) durch einen
homdomorphen Komplex 7,¢, }(00), der zu y~1(R2) fremd ist, setze
7; zu einer topologischen und stiickweise affinen Abbildung des
ganzen T7+! auf sich fort, derart dal jeder Randpunkt fest-
bleibt 1), und nenne schlieBlich ¢;77!: @,. Dann uberlege ich wie
oben, daB3 niemals (fiir beliebiges a) zugleich ¢, =c0 und pCQ
sein kann. Es gibt dann auch eine positive Zahl d, so daB bei einer
Abénderung von @, und w um weniger als d diese Eigenschaft
erhalten bleibt. @, bzw. y unterscheidet sich von f bzw. g um

. €
weniger als —-.

Wendet man nun die auf f und g angewandte Abanderungs-
methode auf ¢, und y an, jedoch so, daB dabei f und g ihre Rollen

17)  f~Y(4) bedeutet stets die Urbildmenge von A4 bei der Abbildung f.

18) Hier liegt der Grund dafiir, daB wir die Hopfsche Gruppe nur fiir die hochste
Dimension erkliaren (dim M =dim S*). Fiir n =1 treten jedoch all diese Schwierig-
keiten nicht auf.

1%)  Das bietet keine Schwierigkeiten, da man annehmen darf, daB3 = q)" (o0)
vollkommen harmlos in 77! liegt. o
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vertauschen und Min (d, ¢) die Rolle von ¢ iibernimmt, so erhilt
man Abbildungen f* und g* die immer noch die Eigenschaft
haben, daB3 nie gleichzeitig f* = oo und g* C Q ist, und obendrein
die neue Eigenschaft, dal nie gleichzeitig f*CQ und g = oo ist.
Die Summe f*4-g* ist also erklart, und f* bzw. g* approximiert
f bzw. g bis auf e.

Damit ist die erste Behauptung aus 3 fiir Komplexe bewiesen;
die zweite Behauptung ist eine unmittelbare Folge der ersten:
Die gegebenen Uberfithrungen f, und g, lassen sich auffassen als
Abbildungen des héchstens (n-+1)-dimensionalen Produktkom-
plexes M x(0=t=<1) auf die S® Sie lassen sich also durch
Uberfithrungen ff und gf ersetzen, die bzw. von f, und g, um
weniger als ¢ abweichen, und fiir die fj* 4 g erklirt ist; schlieBlich
1aBt sich noch f, in fF und g, in g¥ so iiberfithren, dal wihrend
des ganzen Uberfithrungsprozesses die Summe definiert ist (wenn
nur ¢ geniigend klein gewidhlt war), und dasselbe gilt bzw. fiir
Sfi> [T, 8, gf. Damit ist auch die zweite Behauptung bewiesen,
fir den Fall, da3 M ein Komplex ist.

5. Seinun M eine beliebige kompakte Menge (dim M < n 4 1),
die wir uns, wenn nétig, als Teilmenge eines geeigneten cartesi-
schen Raumes vorstellen. Wir bilden sie vermoge einer Abbildung
k ab auf einen gleichdimensionalen Komplex K, dessen Ecken e
in M liegen, und zwar so, da3 jedes e sich selbst zugeordnet wird,
und daB die Originalmenge jedes Simplexes von K den Durch-
messer << ¢ hat 20); dabei sei § > 0 so gewahlt, daf3 bei den vor-
liegenden Abbildungen f(M)CS® und g(M)CS» fir je zwei
Punkte im Abstand 6 der Bildabstand < - ist.

Wir definieren nun eine Abbildung ¢(K)CS* wie folgt: In
den Ecken von K setzen wir ¢(e) = f(¢), und im Ubrigen er-
weitern wir die Eckenabbildung baryzentrisch; das ist moglich,

sobald —i— kleiner ist als der Durchmesser der S, denn zwei Eck-
punkte, die zum selben Simplex gehoren, haben ja einen Abstand
< 8, ihre Bilder, die also einen Abstand <£— haben, konnen
darum niemals diametral liegen; man kann es sogar so einrichten,
daf3 das Bild eines Simplexes den Durchmesser < % hat.

Ist a irgendein Punkt von M, so 148t sich ein e finden, das mit

20)  Das geht auf Grund einer unwesentlichen Verschiarfung eines ALLXAN-

pRroOFFschen Satzes [Annals of Math. 30 (1929), 101 —187 (Kap. I)].
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k(a) in einem Simplex liegt; a und ¢ haben dann den Abstand
< 8, f(a) und f(e) den Abstand < %; f(e) =¢(e) und pk(a) haben,
da e und k(e) in einem Simplex liegen, ebenfalls den Abstand < —Z—.
Also unterscheiden sich f(a) und ¢k(a) um weniger als %

In derselben Weise konstruiert man zu g(M) ein y(K). Zum
SchluB3 approximiert man nach 4 ¢ bzw. y durch ¢* bzw. p*,
fiir die ¢* 4 * erklért ist, und erhilt in f*=¢*k und g=y*k die
wiinschten Approximationen von f und g, fir die die Summe
definiert ist.

Die zweite Behauptung fiir beliebige kompakte M beweist
man genauso, wie es in 4 fiir Komplexe geschehen ist.

6. Wir wenden unsere Uberlegungen nun auf den Fall an,
daB3 M die n-dimensionale Sphire ist. Bekanntlich sind dann die
Abbildungsklassen und Abbildungsgrade eineindeutig einander
zugeordnet 2¢). Ich behaupte nun, dal ¢m Falle der n-dimensio-
nalen Sphdre die von uns definierte Addition der Abbildungs-
klassen nichts Anderes ist als die Addition der Abbildungsgrade.

Eine Abbildung der S® in sich vom positiven oder verschwin-
denden Grade u ist gegeben durch ')

(25 @y o ooy @) —> (8% @5, ...52,),

eine Abbildung vom negativen oder verschwindenden Grade — w
ist gegeben durch 2!)

(25 gy o vy @) = (3% Xayonnsy,)
(wir haben hier wieder das Paar #,, o, ersetzt durch die komplexe
Zahl' z ==, } ix,; = bezeichnet das Konjugiert-Komplexe von 2).
Die hier angegebene Abbildung vom Grade — 1 ist iibrigens
nichts Anderes als eine Spiegelung an @, = 0.

Wir betrachten zunichst den Fall n <2. Zwei Abbildungen
der angegebenen Art von den nicht negativen Graden w und v,
die nicht beide verschwinden, kénnen wir unmittelbar nicht
addieren 159).

Wir ersetzen daher die Abbildung z* durch IZW und die
Abbildung 2’ durch z° 4 «; fiir kleines « sind das sicher stetige
Abénderungen. Die Summe beider stellt sich dar als Produkt

20a) Das ist der H. Hoprsche Satz (Math. Ann. 96 (1927), 209—224).

1) Im Ialle n =2 muBl man a,, ..., 2, weglassen, im Falle n =1 obendrein
z auf Zahlen vom Betrage eins beschrinken; in diesem Fall 148t sich alles natiir-
lich noch viel einfacher einsehen.
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2¥(2"4a)
14 ag®’
festzustellen, wie oft der Punkt eins von dieser Abbildung iiber-
deckt wird, miissen wir die Funktion gleich eins setzen; als
Loésungen dieser Gleichung bekommt man die (¢ +v)-ten Einheits-
wurzeln. Die Funktionaldeterminante der Abbildung ist in diesen
Punkten weder 0 noch oo (die Ableitung ist dort absolut
= \u -+ v\ + a(...)), und da die Abbildung durch eine komplexe
analytische Funktion vermittelt wird, ist die Determinante auch
nicht negativ. Der Punkt eins wird also tatséchlich (u-+v)-mal
iberdeckt, wie es sich bei einer Abbildung vom Grade (u-v)
gehort. Fir n» =<2 und nicht negative v und v, die nicht beide
verschwinden, ist unsere Behauptung also bewiesen.

Die Uberlegung im Falle nicht positiver w und v, die nicht
beide verschwinden, ist ganz analog der Uberlegung, die wir
soeben durchfithrten; wir lassen sie daher weg. Verschwinden u
und v, so ist unsere Behauptung evident.

der komplexen Funktionen; sie lautet Um etwa

Betrachten wir nun die Abbildungsgrade » =1, v=—1.
Wir ersetzen die erste Abbildung durch 1;: :Zz mit reellem

0 < o < V2, die zweite 2, lassen wir unveréndert. Von der Summe
beider, die wir als Produkt beider Funktionen ermitteln, wird
der Punkt ¢ sicher nicht tberdeckt; man wird namlich auf das
Gleichungssystem a2% + y2 4 ax 4+ ay =0, 2? + y*> =1 gefiihrt,
das wegen unsere Annahme iiber o keine (reelle) Lésung be-
sitzt. Die Summenabbildung ist also vom Grad null.

Nun ergibt sich aber bei beliebigen v und v die Behauptung
auf Grund des assoziativen Gesetzes durch Kombination der
bereits behandelten Spezialfille, und damit ist sie fir n <2
allgemein bewiescn.

Zu den hoéheren Dimensionen fithrt uns ein Induktionsschluf.
Nehmen wir an, es sei fiir die Dimension n — 1, also fiir die Unter-
gruppe x,=0, bereits gelungen, die gegebenen Abbildungen des
Grade u bzw. v so abzuandern, daf3 ihre Summe existiert, und zu
zeigen, dall diese Summe den Grad u - v besitzt. Wir setzen diese
Abbildungen, die die Sphére a, =0 in sich {berfihren, so fort,
dafl Punkte mit positivem «, in Punkte mit positivem a, und
Punkte mit negativem a, in Punkte mit negativem «, ibergehen,
und daB3 die Summe der fortgesetzten Abbildungen auch noch

existiert 22). Dann fiithrt auch die Summe 2, =0 und 2, <0 je

22)  Man setzt erst ohne Beriicksichtigung dieser Bedingung fort, approximiert
dann so, daB3 der Bedingung Geniige geschieht und bringt die Bildpunkte, die
etwa @, = 0 verlassen haben, dahin zuriick, indem man eine Zone auf , = 0 driickt.
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in sich iiber. Da sie #, =0 vom Grade u + v auf sich abbildet,
tut sie das auch mit jeder der beiden Vollkugeln, also auch mit
der S 23) und damit ist unsere Behauptung bewiesen.

Gleichzeitig hat sich hier eine bereits in 3 erwihnte Tatsache
ergeben, deren Beweis noch ausstand:

Zu jeder Abbildungsklasse der hochstens n-dimensionalen kom-
pakten Menge M in die S™ existiert die nmegative. Spiegelt man
namlich bei der gegebenen Abbildung f die Bildpunkte an 2, =0
(wie wir es bereits zur Erzeugung der negativen Abbildungsgrade
taten), so erhdlt man (nach geeigneter Abdnderung) eine Abbil-
dung f, deren Summe mit f Punkte der S” unbedeckt 1iaBt, also
unwesentlich ist.

7. Nachdem wir nun die Bedeutung unserer Gruppe fir die
Abbildungsklassen der Sphire in sich festgestellt haben, bietet
die Untersuchung beliebiger n-dimensionaler Komplexe A/ und
ihrer Abbildungsklassen in die S” keine Schwierigkeiten mehr.
Wir kénnen uns ndmlich auf ,,spezielle” Abbildungen ¢, v, ...
beschrianken, bei denen jedes (n—1)-Simplex der gegebenen
Teilung in den Nordpol abgebildet wird (durch eine kleine Ab-
dnderung der vorgelegten Abbildung erreicht man, daB3 der
Siidpol von den Bildern der 77-! nicht iiberdeckt wird, dann
blist man eine Umgebung des Siidpols, die von ihnen ebenfalls
nicht iiberdeckt wird, auf, bis ihr Rand und AuBeres in den Nordpol
fallt; die Klasse der vorgelegten Abbildung hat sich dabei nicht
geindert). Jeder derartigen (spezielle:n) »geometrischen” Ab-
bildung ¢ entspricht nun eine ,,kombinatorische’” Abbildung
f=0(¢) der Gruppe £ (der Gruppe der ganzzahligen Linear-
formen L* der 7" von M) in die Gruppe der ganzzahligen Viel-
fachen von S"; f(L") = uS" soll namlich fiir jede Linearform L
angeben, mit welchem Grad u ihr ¢-Bild die S” iiberdeckt. Daf3
die Abbildung f ein Homomorphismus der Gruppe € in die
zyklische Gruppe uS" ist, ist klar.

Die Gesamtheit & der eben erkliarten kombinatorischen Abbil-
dungen f 1aBt sich als Abelsche Gruppe auffassen; man definiere

23)  Abgesehen von der Invarianz des Abbildungsgrades verwenden wir hier
Eigenschaften folgender Art: Ist die Vollkugel in die Vollkugel und dabei diec Rand-
sphire in diec Randsphire abgebildet, so stimmen beide Abbildungsgrade iiberein,
und auch die um eins hoherdimensionalen Sphéren. die durch Zusammenziehung
der Randsphiiren in einen Punkt entstehen, sind von demselben Grad aufeinander
abgebildet. Derartige Kigenschaften legen ecine induktive. unkombinatorische
Definition des Abbildungsgrades nahe. Eine andere Methode ist von H. Hopr
geschaffen worden [Math. Ann. 102 (1930). 562 - 623].

10
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(f+g)L) als f(L)4 g(L). Die Gruppe besitzt endlich viele
Erzeugende, namlich soviel wie M n-dimensionale Simplexe.

Wir behaupten, daf die kombinatorische Addition und Sub-
traktion im Wesentlichen mit der von der S™Gruppe induzierten
iibereinstimmt.

Genauer: Wir legen den Nordpol in das Nullelement der S»-
Gruppe, die Summe und Differenz zweier spezieller geometrischer
Abbildungen der betrachteten Art ist dann wieder eine spezielle
Abbildung. FaB3t man fiir den Augenblick geometrische Abbil-
dungen dieser Art in ,,Klassen rel. X 771" zusammen, wenn sie
sich unter Festhaltung auf allen 77! ineinander tiiberfithren
lassen, so ist fiir diese Klassen die durch die S*-Gruppe induzierte
Addition und Subtraktion definiert und die durch O vermittelte
Beziehung zwischen den Klassen rel. 2771 und den Elementen
von % eineindeutig, da sich der Abbildungsgrad irgendeines
Simplexes, dessen Rand auf den Nordpol abgebildet ist, bei
Abinderungen, die nur das Innere betreffen, nicht éndert. Die
Beziehung O ist aber sogar ein Isomorphismus. Denn eine (spe-
zielle) Abbildung ¢ 148t sich in jedem 7™ auffassen als Abbildung
einer Sphire s (die durch Zusammenziehen des Randes in einen
Punkt entsteht) in die S®, da ohnehin der ganze Rand des 7™
bei ¢ in etnen Punkt tibergeht. Wir kénnen nun anwenden, was
wir in 6 lber die Gruppe der Abbildungsklassen der S erfahren
haben. Es ist namlich Grad (¢ 4- »)(s™)= Grad ¢(s") 4+ Grad y(s?).
Die gleiche Beziehung gilt nun fiir die Abbildungen der 7™ und
daher auch fiir die der L™. Das ist aber tatsidchlich dieselbe Be-
ziehung, wie sie nach Definition von f -+ g zwischen den zuge-
hérigen kombinatorischen Abbildungen f, g und f+4 g besteht.
Die behauptete Isomorphie ist mithin erwiesen.

Bildet man von beiden Gruppen die Faktorgruppe 24¢) nach der
Untergruppe der unwesentlichen Abbildungen (fiir  muf3 man
genauer von der Untergruppe R der kombinatorischen Abbildun-
gen sprechen, die zu unwesentlichen geometrischen Abbildungen
gehoren), so erhilt man im einen Fall die Gruppe $/%, im andern
die durch die S*-Gruppe induzierte Gruppe der Abbildungs-
klassen, die wir am Ende von 3 die Hopfsche Gruppe $£"(M)
von M nannten. Diese Bezeichnungsweise leuchtet nun ein.
Denn wir sahen soeben, daBl /N und H™(M) isomorph sind. Die
Gruppe F/N findet sich nun bei H. Hopf 2¢), wenn auch nicht
explizit (sie ist die direkte Summe der zyklischen Gruppen, die

24)  Siehe ¢).

a) Siehe 7).
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zu den von Hopf eingefiihrten Charakteren gehoren), und ihre
Eigenschaften sind von Hopf untersucht, wenn auch nicht in
gruppentheoretischer Form ausgesprochen worden.

8. Etwas iibersichtlicher, wie es mir scheint, lassen sich diese
Eigenschaften formulieren, wenn man " nicht, wie es Hopf tut,
mit den Bettischen Zahlen und den Torsionsmoduln in Zusammen-
hang bringt, sondern mit den Bettischen Gruppen mod. m
(m=0,2,8,...). Die Hopfschen Ergebnisse lassen sich dann
unter Verwendung Pontrjaginscher Begriffsbildungen und Metho-
den %) zusammenfassen in einem Dualitatssatze, den wir den
Hopfschen Dualitdtssatz®) nennen:

Die mod. m redugzierte Hopfsche Gruppe eines hichstens n-dimen-
sionalen Komplexes M ist primitiv (und fiir m = 0 orthogonal) zur
n-ten Bettischen Gruppe mod. m, B (M), des Komplexes, wenn
unter dem Produkt (im Sinne von Pontrjagin) einer Abbildungs-
klasse und eines Zyklus mod. m der Grad mod. m verstanden wird,
mit dem die Abbildungsklasse den Zyklus in die S™ abbildet. Ins-
besondere sind beide Gruppen isomorph.

Etwas ganz Ahnliches werden wir spiter bei beliebigen, héch-
stens m-dimensionalen, kompakten Mengen M feststellen. Zu-
néchst aber beweisen wir den Hopfschen Dualititssatz, was
groBBenteils darauf hinauslauft, daB wir die Hopfschen Uber-
legungen in anderer Form wiederholen. Wir machen dabei
Gebrauch von dem bereits frither von Hopf bewiesenen Satz 26):
Eine Abbildung von M in die S® ist dann und nur dann unwesent-
lich, wenn jeder Zyklus mod.m mit dem Grade null mod. m
abgebildet wird.

Wir fiihren zunéchst folgende Definition ein: Ist % eine be-
liebige Abelsche Gruppe, so verstehen wir unter m fiir m = 2,
3, ... die Untergruppe der Elemente, die ein m-faches sind, und
fiir m =0 die Untergruppe der Elemente endlicher Ordnung.
A/m A 2) nennen wir auch A, (die mod. m reduzierte Gruppe A).

Wir lassen in Zukunft, da Mil3verstindnisse ohnehin ausge-
schlossen sind, Dimensionsbezeichnungen stets weg; der obere
Index wird dadurch fiir andere Bezeichnungen frei. Die Gruppe
der Linearformen in den 7, deren Rand mod. m nullkongruent

25) Siehe 7).

26) Siehe 3).

#7) Die Bezeichnung ,,Faktorgruppe’” behalten wir auch fiir additiv geschrie-
bene Abelsche Gruppen bei.
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ist, nennen wir 37; die Gruppe der Zyklen mod. m, B ,, heiit
dann 3f,,,- Elemente von 3™ heien Z™, Elemente von 3f;,; heilen

0. Unter x(f, L) verstehen wir den Grad, mit dem L bei f
in die S abgebildet wird, y,,; ist der mod. m reduzierte Grad.
Alle Begriffe wie Primitivitat und Orthogonalitit von Gruppen-
paaren sind stets so zu deuten, daB der Wert von x(f, L) das
,,Produkt”, von fund L vorstelt. Im Falle m =0 stellen wir, wenn
wir von primitiven Gruppenpaaren sprechen, stets stillschweigend
die schirfere Forderung der Orthogonalitit. Wie Pontrjagin be-
zeichnen wir bei einem Gruppenpaar %, 8 den Annullator von
% in A mit (A, B); ein Gruppenpaar heiBt primitiv, wenn (A, B)
und (B, A) nur aus dem Nullelement bestehen, und wenn oben-
drein fiir m = 0 alle invarianten Faktoren 1 sind. Wir machen
ofters davon Gebrauch, daBl /(2 B) zu B/(B, A) primitiv ist
(im Sinne des in der Faktorgruppe induzierten Charakters), und
daB3, wenn zwei Gruppen mod. O primitiv sind, die mod. m redu-
zierten dieselbe Eigenschaft haben.

Wir beginnen nun mit dem Beweis des Hopfschen Dualitits-
satzes. Es ist

& primitiv zu g,

(wahlt man als Basis einerseits die Simplexe, andererseits die
Abbildungen, die ein Simplex vom Grade 1 und alle anderen vom
Grade 0 abbilden, so ist die Orthogonalitit evident). Also ist auch

F/(F, 8™) primitiv zu 3™

(allerdings nur fiir m = 0 orthogonal, denn dann ist 8™ tat-
sichlichUntergruppe mit Division), also ist auch

(&/(F> ™)y primitiv zu 3.
&/(5, 8™)  isomorph zu y(f, ™),

d.h. bildet man ein Element von &/(F, 8™) ab auf den Zahlen-
,», Vektor”, den man fiir das zugehorige f erhilt, wenn Z™ die
Menge 3™ durchlduft, und addiert man die Vektoren kompo-
nentenweis, so ist die Abbildung ein Isomorphismus. Ebenso

(B/(F> B™)) (my isomorph zu x4 (f, B3™),

also isomorph zur Faktorgruppe von & nach den f, die alle Z™
vom Grade 0 mod. m abbilden. Wie sehen diese nun aus?
Wir bemerken zunichst, daBl, wenn y(f, Z™) =0 mod. m fiir
ein gewisses Z™ gilt, es von selbst auch fiir jedes andere Z™ gilt,
das zum selben Z7; ; gehort; von jedem Z{), betrachten wir daher
immer nur einen Reprisentanten. Zur Gesamtheit der Z*
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(k=0,2,38,...) bestimmen wir ein endliches System von Er-
zeugenden; dabei soll jeder Z° nur auf die Art erzeugt werden
kénnen, daBl die erzeugenden Z* (k # 0) verschwindende Koeffi-
zienten haben.

Sei nun %(f, Z™) = 0 mod. m auf allen Z™, und sei m £ 0. Wir
bestimmen ein g, von dem wir auf allen erzeugenden Z

2 78 = 2(f 75 (k=0)
e 29 =yu, 2 (k#0)

verlangen; dabei soll y unabhangig von & den Kongruenzen

my = 1 mod. LS

d

geniigen (d = grofiter gemeinsamer Teiler von £ und m).

Der fiir k = 0 geforderte Wert von x(g, Z*) ist wirklich ganz-
zahlig, denn jeder Z°ist auch ein Z™, also x(f, Z°) durch m teilbar.
Damit sich nun ein g finden 148t, dafl die Forderungen erfiillt,
muB jede Relation, die zwischen der erzeugenden Z* besteht, auch
zwischen den zugchorigen x(g, -)-Werten bestehen; sie besteht
aber wirklich zwischen den zugehdrigen x(f, -)-Werten. Anderer-
seits gibt es zwischen der Menge der Z° und der Menge der Z*
(k # 0) keine Relation und wird beim Ubergang zum geforderten
x(g, Z*)-Wert der x(f, Z¥)-Wert mit einem in der betreffenden
Menge festen Faktor multipliziert. Also kann den Bedingungen
fir g Geniige geschehen.

Nun ist

Z(f" mg, 2% =0
2(f—mg, Z%) = y(f, Z%)—my(g, Z¥) = (L—my)y(f, Z%) (k #0).

1 —my ist nach Voraussetzung durch % teilbar, x(f, Z*) ist durch

d teilbar, denn ™ 7k ist ein Z m und nach Voraussetzung ist

2(fs Z™), also auch %x(f, Z%}y durch m teilbar. Demnach ist

2(f —mg, Z¥) =0 mod. k
und nach dem zitierten Hopfschen Satz

f—mgCHR,
(*) SCRN mod. m.
Sei nur. y(f, Z™)=0 mod. m, aber nun m =0. Multiplizieren

wir f mit einem gemeinschaftlichen Vielfachen aller im Erzeugen-
densystem auftretenden k, so erhalten wir eine Abbildung, deren
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g fir alle km (nicht nur fir m=0) auf den Z™ mod. m ver-
schwindet. Also es gibt ein p %0, so da@

(**) pfCR
liegt.

Die Formeln (*) und (**) liefern zusammen mit unsern fritheren
Betrachtungen

(&/(S> 8™)) gmy isomorph zu (F/ W)y »
B primitiv za (F/N)p
oder B, primitiv zu 9, ,

was wir beweisen wollten.

9. Bevor wir dieses Resultat auf beliebige Mengen M iiber-
tragen, entwickeln wir mit einigen Modifikationen die Pon-
trjaginsche Theorie der Homorphismenfolgen 2%). Wir sprechen
statt von direkten bzw. inversen Homomorphismenfolgen von
g,-alen 2®) oder rationalen bzw. g,-adischen ) oder Brouwer-
schen %) Homomorphismenfolgen.

Eine g,-ale Homomorphismenfolge

W—>Uy— ...

(der Pfeil bedeutet bei Gruppen ,,homomorph abgebildet in”,
bei Elementen dieser Gruppen ,,durch den betreffenden Homo-
morphismus abgebildet auf’’) definiert eine Limesgruppe 2, deren
Elemente die Klassen konfinaler Elementefolgen sind, wie sie
durch die Homomorphismen bestimmt werden,

a4y —> 0y —> .. .

unter dem Produkt (da wir augenblicklich auf das kommutative

28) Siehe 10).

29) Diese Bezeichnung haben wir in Analogie zu ,,dezimal”” und ,,dekadisch”
gewihlt. Von g,-adischen Gruppen spricht auch D. van DanNTziG in seiner Disser-
tation ,,Studien over topologische algebra’ (1931, S. 20); die Definition ist wesent-
lich verschieden von der hier gegebenen, liefert jedoch dasselbe Ergebnis. Die
Theorie der g,-adischen Erzeugung werden wir in einer in dieser Zeitschrift zu
veroffentlichenden Arbeit systematisch entwickeln. Siehe auch die vorldufige
Mitteilung [Proc. Akad. Amsterdam 38 (1935)]. (Zusatz bei der Korrektur,
2. Febr. 1935.)

30) In seiner Arbeit ,,Over de structuur der perfecte puntverzamelingen [Ver-
slag Akad. Amsterdam 18 (1910), 833 —842], einer Arbeit, die, wie es scheint, all-
gemein ganz unbekannt geblieben ist, hat BROUWER (S. 838 —842) diese Gruppen
in groBer Allgemeinheit definiert. Damit hat er spitere Untersuchungen iiber
die Topologisierung algebraischer Gebilde vorweggenommen.
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Gesetz verzichten konnen, sprechen wir von Produktbildungen)
dieser Folge mit der Folge

by—>by—> ...
ist dabei natiirlich die Folge
ab, —ab,— . ..
zu verstehen.

Ist

eine zweite Homomorphismenfolge und ist zu jedem » ein »" ge-
geben und ¥, in 2 homomorph abgebildet (v’ < (v+1) 31)),
jedoch so, daB ich in dem Schema

A~ Ay
¥ \

* *
y QI(11+1)'

denselben Homomorphismus 2, — %A, ), erhalte, ob ich mich
iiber U, ., oder iiber A, begebe, so ist durch diese Beziehungen
die Limesgruppe % in die Limesgruppe UA* homomorph abge-
bildet. Die Folge a,—a, ,; — ... geht ndmlich iiber in die Folge
ay,—~...—>ap, ..., und hierbei ist wirklich af,,,, Bild
von a), gemiB den in der *-Folge geltenden Beziehungen. Daf3
wirklich ein Homomorphismus vorliegt, ist ohne weiteres zu sehen.
Nenne ich eine Abbildung einer Homomorphismenfolge in eine
andere, die meinen Bedingungen geniigt, einen Homomorphismus
der Homomorphismenfolgen, so habe ich soeben bewiesen, daf3
der Homomorphismus der Homomorphismenfolgen den Homo-
morphismus der Limesgruppen nach sich zieht.

Es ist klar, unter welchen Voraussetzungen man von einem
Isomorphismus der Folgen (bei Pontrjagin Aquivalenz genannt)
sprechen wird. Was wir soeben gefordert haben, muf3 dann auch
mit Vertauschung von 2 und UA* gelten (zu jedem » gibt es
ein '», so daB U} homomorph in A abgebildet ist, usw.), und
es muB3 der durch %), vermittelte Homomorphismus

QI,, —> %{:‘; - 911(,,/)
zwischen %, und %, ., gerade der in der % -Folge gegebene Homo-
morphismus sein, und ebenso bei Vertauschung von % und 9U*.

In der Tat geht dann 4y —>@,,;—>...erstin ay —>. .. >al >
und dann in die konfinale Folge @/, —...—a,, 1, —. .. iber.

31) Diese Voraussetzung ist nicht sehr wesentlich.
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Zu isomorphen Folgen gehoren isomorphe Grenzgruppen; aber
auch das Umgekehrte ist richtig, wenigstens wenn die einzelnen
Gruppen der Folge Gruppen von endlich vielen Erzeugenden
sind. Seien namlich %, bzw. A} zwei Folgen mit ,derselben”
Grenzgruppe . Das Bild %, in % heie €, das von %A} in A
heiBe €. Die (S;f erschopfen schlieBlich %A, von einem gewissen
an enthalten sie also die endlich vielen Erzeugenden von €,
also auch €, selbst. Ich bestimme zu jedem » ein y, so da3 €,
in € enthalten ist. Dann suche ich weiter ein » = u und
= (»—1)’, so daB das Bild von %} innerhalb 2 isomorph in
(und zwar auf €j) abgebildet ist. Nun ist %, — €, (nach Defi-
nition), €, — (S/f (als Untergruppe), @:ff isomorph dem Bild von
52[;; innerhalb 9, (nach Konstruktion), und diese letzte Gruppe
— 9, (als Untergruppe). Der zusammengesetzte Homomorphis-
mus geniigt, wie man leicht zeigen kann, allen Voraussetzungen
und definiert mit dem entsprechend definierten umgekehrten
einen Isomorphismus der beiden Folgen.

Ein Beispiel einer g,-alen Homomorphismenfolge ist der m -ale
Modul: eine Folge von ganzen Zahlen m, =0, von denen jede
Teiler der folgenden ist, definiert eine Folge von Moduln, deren
jeder sich in den folgenden isomorph (auf im wesentlichen nur
eine Art) abbilden 14Bt; den Limesmodul kann man auch auf-
fassen als die Additionsgruppe der ganzzahligen Vielfachen von

1 mod. 1. Es ist klar, dal die Isomorphie eines m,-alen und
14

eines m*-alen Moduls darauf hinauskommt, da3 schliellich jedes
m, Teiler jedes mj, wird, und umgekehrt.

Fine Folge Abelscher Gruppen kénnen wir nach einem m,-alen
Modul reduzieren (wir lassen iibrigens auch zu, daB alle m, ver-
schwinden); zu

Ay — Ay > . ..

bilden wir
Q(1 [y - m2[1:1,7] e ..

mit der Grenzgruppe Ap,,; (zunichst ist Ay, ; — Yy, und dann

1] 1
vermoge der Beziehung, die zwischen den Moduln besteht,
Wy, = Nppyn,y) - Zu isomorphen Folgen U, und m, gehdren dann
auch isomorphe Folgen A, ;. LaBt sich irgend eine Abelsche
Gruppe U als Grenzgruppe einer Folge Abelscher Gruppen von
endlich vielen Erzeugenden darstellen, so bestimmt mithin %
bis auf Isomorphismen eindeutig U, ;.
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Wir gehen nun zu g,-adischen Homomorphismenfolgen iiber;
das sind Folgen

By« By« ...« B, < ...

auch diese definieren eine Grenzgruppe B 32), deren Elemente die
Elementfolgen

by<—by< ... < b, <« ...

sind, die Multiplikation wird wie oben definiert. Auch die Be-
griffe Homomorphismus und Isomorphismus mit den anschlie-
Benden Satzen ubertragen sich fast woértlich. g,-adische Gruppen
lassen sich topologisieren: man ernenne die Nebengruppen der
Homomorphismen, die Vorgénger irgend eines q,, zu Umgebungen.
Folgen mit endlichen bzw. abzdhlbar unendlichen %, werden
dann zu nulldimensionalen topologischen Gruppen. Wenn man
die Topologie als mitgegeben ansieht, kann man unter dhnlichen
Voraussetzungen wie oben aus der Isomorphie der Grenzgruppen
auf die der erzeugenden Folgen schlieBen; jedoch wollen wir
hierauf nicht weiter eingehen und uns iiberhaupt um die Topo-
logisierung der g,-adischen Gruppen nicht kiimmern.

Ein Beispiel einer g,-adischen Homomorphismenfolge ist der
m,-adische Modul; eine Folge von ganzen Zahlen (m, 50, von
denen jede Teiler der folgenden ist, oder m, = 0) fiir alle » defi-
niert eine Folge von Moduln, deren jeder auf den vorangehenden
homomorph abgebildet ist; der Limesmodul ist die Additions-
gruppe der ganzen m,-adischen Zahlen 33).

Dic g,-adischen Folgen Abelscher Gruppen lassen sich nach
einem m,-adischen Modul reduzieren (ebenso wie die g,-alen
nach einem m,-alen Modul).

10. Wir beschrianken uns nun auf Folgen Abelscher Gruppen
von endlich vielen Erzeugenden. Wir entwickeln Dualitéts-
beziehungen zwischen g,alen und g,-adischen Folgen. Sic be-
stehen darin, dal zwei Homomorphismenfolgen

) A
By« By« ...

32)  Die gegenteilige Bemerkung von Pontrjagin (1. c. 19)) ist irrefiihrend. Die
endlichen Elementefolgen definieren allerdings keine Gruppe. wohl aber die unend-
tichen. Doch kann die Grenzgruppe unter Umstéinden weniger liefern. als man von
der Homomorphismenfolge erwartet hatte.

33) eine bekannte Verallgemeinerung der p-adischen Zahlen.
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eine m,-adische ,,Produktbildung’ zugeordnet ist; die Produkt-
bildung muB} also ahgesehen von der Distributivitiit die Eigenschaft

va(aw bv) = Xm,‘,+1(a'y+1 s bv+1) mod. m,

haben (a,,, Bild von a,; b, von b,,,). Man beachte hierbei aber,
daB alle Begriffsbildung wie Primitivitit usw. nicht den Grenz-<
gruppen, sondern den Folgen selbst zukommen.

Ist

A primitiv zu B mod. m,
A’ primitiv zu B’  mod. m’

(m/m’ oder m =m’'=0), so bestimmt jeder Homomorphismus
A — A eindeutig einen Homomorphismus B« B’, derart dal
Am(@ b)) =yx,.(a’, ) mod.m
gilt (a’ soll der Nachfolger von @ und b der von b’ sein). Der von
Pontrjagin fiir m =m’ gegebene Beweis 3¢) 1aBt sich ohne weiteres
iibertragen (&(a) = yx,,(a’, b') mod. m ist ein Charakter von %,

der durch genau ein Element von B erzeugt wird).

Jedes A, , dessen Elemente von einer Ordnung sind, die in m,
aufgeht (im Falle m,= 0 von der Ordnung 0), insbesondere also
jedes Ay, ;, besitzt eine zu ihm mod. m, primitive Gruppe B,,
die bis auf Isomorphismen eindeutig bestimmt ist, die Gruppe
seiner Charaktere mod. m,. Die Folge der %, ist durch die der
%[,,[mv] , also auch durch %, bis auf Isomorphismen festgelegt,

also auch ihre Grenzgruppe $%B. Da die Folgen der Charaktere
mod. m, der U, einen m,-adischen Charakter erzeugen, kénnen
wir B auch auffassen als die Gruppe der m,-adischen Charaktere
von U 3%).

11. Kehren wir zu den topologischen Betrachtungen zuriick!
M und N seien hochstens n-dimensionale kompakte Mengen.

Jede Abbildung von M in N induziert einen Homomorphismus
der Hopfschen Gruppe von N in die von M.

Ist namlich F(M)CN, so gehort zu jeder Abbildung f(IV)
in die S™ die Abbildung fF(M) in die S™. Gehéren f, und f; zur
selben Abbildungsklasse, so auch foFF und f,F; der Summe (Diffe-
renz) der Abbildungsklassen entspricht die Summe (Differenz).

Einem M definierenden Spektrum 35a)

1) Le. 7) 196.

3%) Bei der Betrachtung der Gruppe dieser Charaktere wird 9 automatisch
auf Ql[my] reduziert.

36)  P. ALEXANDROFF, a. a. O. ¢)
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My< My< . ..< M 3%)

von hochstens n-dimensionalen Komplexen entspricht also eine
Homomorphismenfolge

D(My) > H(My) — - .. > H(M).

Dabei schopfen die Bilder der (M) wirklich $(M) aus, wenn
wir voraus setzen, dal die Ecken der M, in M liegen und bei
den durch das Spektrum gegebenen Abbildungen k,(M)C M,
in sich iibergehen 3¢). Zum Beweise gehen wir dhnlich wie in 4
vor, wir kénnen uns daher kurz fassen: Wenn eine Abbildung
f(M)CS™ gegeben ist, so bestimmen wir » so, daB3 die f-Bilder
zweier Eckpunkte von M,, die zu einem Simplex gehoren,
wenig voneinander entfernt sind; wir definieren wie in 4 eine
Abbildung ¢,(M,)CS", die in den Eckpunkten mit f iiberein-
stimmt, so daBB ¢k, (M) wenig von f(M) abweicht. Die Abbil-
dungsklasse von ¢, wird dann tatsédchlich durch %, in die Abbil-
dungsklasse von f abgebildet; sie tritt also in dem Bild von $(1,)
wirklich auf.

H(M) ist demnach die Grenzgruppe der Folge (M) und als
solche abzihlbar. Dal3 die Hopfsche Gruppe abzahlbar ist, kann
man iibrigens auch einfacher einsehen; die Komponenten des
(separablen) Raumes der Abbildungen von M in die S™ sind offen
und abgeschlossen zugleich, also nur in abzihlbarer Anzahl vor-
handen.

Die Bettischen Gruppen mod. m, %,,,(},) der M, bilden eine
g,-adische Homomorphismenfolge (durch k, wird B (M, ;) in
By, (M,) abgebildet)

B, (M) < B, (M) < .. .,

my+1

die ,,m,-adische Zyklosis von M. Thre Grenzgruppe nennen wir
Bim,) (M), die Bettische Gruppe von M nach dem m,-adischen
Modul 37). Nach Pontrjagin 38) ist diese Homomorphismenfolge,

%b) Auch die den g,-adischen Gruppenentwickelungen entsprechenden Ent-
wickelungen von Réumen werden wir a. a. O. 2?) systematisch auseinandersetzen.
(Zusatz bei der Korrektur, 2. Febr. 1935.)

3¢) Ein solches Spektrum existiert auf Grund einer unwesentlichen Verscharfung
eines ALEXANDROFFschen Satzes [Annals of Math. 30 (1928), 1—87 (32)]. Doch
gilt unsere Behauptung auch fiir ein beliebiges Spektrum; man kann nidmlich f
auf eine Umgebung von M fortsetzen und dieselben Schliisse in dieser Umgebung
durchfiithren.

37) Gewohnlich spricht man nicht von Bettischen Gruppen beliebiger kom-
pakter Mengen (siehe jedoch 108)); man stoBt sich wohl daran, daB3 in manchen
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also auch ihre Grenzgruppe durch M bis auf Isomorphismen ein-
deutig bestimmt.

Nach dem Hopfschen Dualititssatz (siehe 8) sind By, (M)
und 9,,,1(,) zueinander primitiv, wenn als Produkt x(f, Z™)
der Abbildungsgrad von f(Z™)CS" definiert wird (f vertritt
hier eine Abbildungsklasse, die Linearform Z™¥ einen Zyklus).

Sind nun M und N irgend zwei Komplexe und ist wieder
F(M)CN eine Abbildung von A in N, f(N)CS"™ und Z™ ein
Zyklus von M, so kénnen wir fF(Z) einerseits entstanden denken
durch Abbildung des Zyklus Z™ von M vermoge fF in die S™,
andererseits durch Abbildung des Zyklus F(Z™) von N vermoge
f in die S". Es ist also

2(f, FZ™) = 4(fF, Z™) mod. m.

Far die Komplexe unseres Spektrums besagt das, wenn wir
M durch M, ., und N durch M, ersetzen, daf3 den Homomorphis-
menfolgen

5:9[»:1}(*7”1) — @[W(Mz) — ..
58ml(z‘ll) <~ %mz(MZ) AR
ein m-adisches Produkt zugeordnet ist.

Beriicksichtigen wir noch, dal3 nach 9 die Grenzgruppe von
Omy1(M,) durch H(M) bestimmt ist, so konnen wir wegen der
letzten Bemerkung von 10 sagen ®):

Die hochste Bettische Gruppe nach einem m,-adischen Modul
einer endlichdimensionalen kompakten Menge ist durch die Hopf-
sche Gruppe cindeutig bestimmt, sic ist isomorph der Gruppe ihrer
Charaktere in dem m,-adischen Modul.

Die m-adische hichstdimensionale Zyklosis einer endlichdimen-
stonalen kompakten Menge ist durch die Hopfsche Gruppe eindeutig
bestimmt, sie ist primitiv mit m,-adischem Modul zur m,-adisch
reduzierten Hopfschen Gruppe.

Im Anschlufl hieran kann man die folgenden Fragen aufwerfen:
Eignet sich jede abzéahlbare Abelsche Gruppe als Hopfsche Gruppe
einer kompakten Menge? Bestimmen die m,-adischen Zyklosen
auch die Hopfsche Gruppe eindeutig? Gibt es zu jeder kompakten

Fillen die Grenzgruppe nicht das liefert, was man nach Kenntnis der Zyklosis
gerne haben mochte. — Bettische Gruppen und Zyklosen nach variablem Modul
sind meines Wissens bis jetzt nichtunt ersucht worden (dic Zyklen und Bettischen
Zahlen diecser Art rithren von P. ALexXaNprorr her); beriicksichtigt man sie,
so kann man dem cben erwidhnten Miflstand hidufig begegnen. Jedoch ist die
Hopfsche Gruppe in solchen Fillen viel handlicher.

38) Le. 19), 198 —200.
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Menge ein Spektrum mit ¢somorpher Abbildung der Hopfschen
Gruppen der Spektralkomplexe in die Hopfsche Gruppe der
Menge selbst?

12. Wir wollen uns nun mit dem einfachsten dulleren Duali-
tatssatz beschaftigen, d.h. den Zusammenhang zwischen der
Hopfschen Gruppe und der Komponentenzahl des Aulenraumes
untersuchen 38), Wir stellen zunichst fest:

Liegt die abgeschlossene Menge M in einem kompakten Raum
R und ist die Sphire S* Rand des Elementes En+! (der Vollkugel
des (n+1)-dimensionalen cartesischen Raumes), so 148t sich jede
Abbildung f(M)C S fortsetzen zu einer Abbildung f(R)C En+L,
(Jede Koordinate von f ist ndmlich eine stetige Funktion in M
und nach einem bekannten Satz 3°) auf R fortsetzbar; radiale
Projektion aller etwa auBlerhalb von E"+! liegenden Bildpunkte
auf die S" liefert die gewiinschte Fortsetzung.)

Je zwei Fortsetzungen f(R)C En+! und g(R)C E*! derselben
Abbildung f(M)C S" lassen sich unter Festhaltung auf M inein-
ander iiberfithren (indem némlich fiir 0 <¢ <1 der Punkt f(a)
gleichférmig die Strecke f(a)g(a) in dieser Richtung durchlauft).

Seien fo(M)C S" und fi(M)CS” zwei Abbildungen in die S?,
die sich als solche ineinander iiberfiihren lassen, dann lassen sich
auch ihre Fortsetzungen fo(R)C E»+! und f,(R)C E™+! inein-
ander iiberfithren und zwar durch Fortsetzung der gegebenen
Uberfiihrung (denn zunichst 148t sich f,(M)CS", aufgefaBt als
eine Abbildung des Produktes M x (0 <t=1), fortsetzen zu
JH(R)CE™!, und dann laBt sich mit Festhaltung auf M f,
in f; und f;* in f, iiberfiihren).

Nennen wir f, und f; zur selben Abbildungsklasse rel. M gehérig,
wenn (0=¢=<1) f(R)CE"?! und f(M)CS" gilt, so kénnen
wir das eben Bewiesene auch so aussprechen:

Der Prozef der Fortsetzung vermiltelt eine eineindeutige Bexie-
hung zwischen den Abbildungsklassen von M in die S und den
Abbildungsklassen von R in E™+1 rel. M %0),

Vermoge dieser Beziehung 148t sich natiirlich auch die Hopf-
sche Gruppe von M (dim M < n) der Menge der Abbildungs-
klassen rel. M aufprigen; man kann aber sogar durch dhnliche

38a)  Wir diirfen dabei immer n > 1 voraussetzen.

3%)  Siehe etwa H. HanxN, Reelle Funktionen I (Berlin 1920). 137—140. Hin-
sichtlich der von uns verwandten weitergehenden Fortsetzungstatsache siehe auch
O. Hauer [Journal f. r. u. angew. Math. 168 (1932), 120 —-130].

10)  Dieser Satz steht im VWesentlichen auch bei Borstk, le. 1),
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Betrachtungen wie in 6 feststellen, dal3 man damit die Gruppe
der Relativklassen erhalt, wie sie durch die S*+1-Gruppe in der
Menge der Relativklassen induziert wird (man erhilt E7+! aus
Sn+1 als Teilmenge @,., = 0), doch wollen wir auf diese Tatsache
nicht weiter eingehen.

Von nun an setzen wir voraus, dall R die (n+-1)-dimensionale
Sphéire R+ ist 41); M sei hochstens n-dimensional. Unter ,,Um-
gebung eines Punktes a von R"1” soll im Folgenden stets ver-
standen werden das (a enthaltende) Innere einer dem (n--1)-
dimensionalen Element homéomorphen Teilmenge von R"*+l; der
Rand einer Umgebung ist demnach stets eine S™. Wenn von
Komponenten die Rede ist, so meinen wir jetzt immer die Kompo-
nenten von R*+! — M. Von allen Abbildungen, die wir behandeln,
soll gelten: f(M)CS», f(R*1)C Enti,

f heillt normiert in bezug auf den Punkt ¢ (0 M) und seine
Umgebung U, (fremd zu M), wenn erstens bei f auller evtl. dem
Punkt @ kein weiterer Punkt der Komponente C, von a in den
Mittelpunkt der Vollkugel E™+! tibergeht und zweitens alle Punkte
von C,— U, in die S™ iibergehen. Wir zeigen nun, dafl sich in
jeder Relativklasse eine in bezug auf ¢ und U, (fremd zu M)
normierte Abbildung finden 1afit 41¢),

Durch eine kleine Ab&nderung von f in seiner Relativklasse
erreichen wir erst, dafl der Mittelpunkt nur endlich viel Urbilder
besitzt: wir wiahlen geniigend feine Unterteilungen von R”+! und
En+l, doch so, dal3 der Mittelpunkt von E**! innerer Punkt eines
Simplexes T7+! ist, und approximieren f simplizial; Bildpunkte
von M, die dabei die S™ verlassen haben, bringen wir auf die
S™ zuriick, indem wir eine zur S™ konzentrische etwas kleinere
n-dimensionale Sphéare auf die S™ driicken.

Wir konstruieren nun eine einschlieBlich des Randes zu M
fremde (euklidische) Umgebung U, von a, die samtliche Origi-
nale oy, 0,, ... (endlich viele) des Mittelpunktes, soweit sie in
der Komponente C, liegen, enthilt. Dabei verfahren wir so: Wir
verbinden @ mit 0, durch einen einfachen gerichteten Strecken-
zug ao,, dann ebenso a mit o,, lassen den Streckenzug ao, jedoch
bis zu seinem letzten Treffpunkt mit ao; zusammenfallen mit
ao,, verbinden nun a mit o; und lassen wieder den Streckenzug

41)  Statt der Sphire konnte man als Einbettungsraum auch viel allgemeinere

Riume zu Grunde legen, unkombinatorisch definierte verallgemeinerte Sphéiren.

41a) Die ,,Konzentration der Originalpunkte’’, um die es sich im Folgenden haupt-
sidchlich handelt, geschieht mit ganz dhnlichen Methoden wie bei H. HopF [Math.
Ann. 96 (1927), 209—224 (§ 2). Math. Ann. 102 (1930), 562—623 (§ 6)].
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a0, bis zu seinem letzten Treffpunkt mit der Vereinigungsmenge
von ao; und ao, zusammenfallen mit ao, bzw. ao, (je nachdem
auf welcher dieser Mengen der letzte Treffpunkt liegt). Den ent-
standenen ,,Baum’” umgeben wir mit einer Menge U, die ihn als
innere Menge enthilt, fremd zu M ist, aus Simplexen einer
Unterteilung besteht und dem (n-+1)-dimensionalen Element
homgéomorph ist.

Das Bild von C,— U, ist sicherlich fremd zum Mittelpunkt
von E™+l, Wir kénnen daher unter Beriicksichtigung der neuen
Unterteilung von R"+! nochmals so gut simplizial approximieren,
daBl immer noch alle Urbilder des Mittelpunktes in U liegen und
die Abbildung in ihrer Relativklasse bleibt. Die neue Abbildung
nennen wir wieder f.

Da der Mittelpunkt von E*+! innerer Punkt eines 7%+1 ist, ist
er entweder innerer oder duBerer Punkt von f(U); wir schlagen
um den Mittelpunkt von E™+! eine Kugel, die im einen Fall ganz
in f(U) liegt, im andern Fall fremd zu f(U) ist, und driicken in
beiden Fillen ihr AuBeres auf die S». Wir halten nun f in
R+l — U fest und dndern es in U so ab, daBl der Mittelpunkt
hochstens einen Originalpunkt in U, also auch in C, besitzt 41?).
Da C,— U in die S™ abgebildet ist, haben wir damit die Normie-
rung erreicht.

Zu jeder normierten Abbildung gehért eine Zahl x(f, a, U,), der
Abbildungsgrad, mit dem die Randspére von U, in die S™ abge-
bildet wird. Wir zeigen jetzt, dal y nur von der Relativklasse
von f und der Komponente von a abhingt. Zu diesem Zweck
ordnen wir wir der Abbildung f eine Abbildung f*(R™+)C Sn+!
zu; die S*+! soll dabei aus E™*! entstanden sein durch Zusammen-
ziehung von S™ in einen Punkt, den Nordpol der S™+; von f*
verlangen wir, da3 es R**1— C, in den Nordpol abbildet und
sonst mit f iibereinstimmt. Einer Ab#énderung von f in seiner
Relativklasse entspricht eine Ab&nderung von f* in seiner Klasse.
Der Grad von f* bleibt dabei unveriandert, also auch die mit ihm
ibereinstimmende 42) Zahl x(f, a, U). Damit ist y von der Wahl
des speziellen f in der Relativklasse unabhéngig. Nun hing f*

415) Das geschieht so, daB3 wir die gegebene Abbildung f einer Vollkugel (U)
auf eine Vollkugel (E"+1), bei der der Rand in den Rand abgebildet ist, ersetzen
durch eine Abbildung g, die auf dem Rand mit f iibereinstimmt, Radien in Radien
und konzentrische Vollkugeln in konzentrische Vollkugeln abbildet; g bildet dann
allein den Mittelpunkt in den Mittelpunkt ab und 148t sich (siehe den Anfang von
12) stetig in f tiberfiihren.

42)  Siehe 23).
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auBler von f nur noch von C, ab; dasselbe gilt also fiir seinen
Abbildungsgrad, also auch fir x(f, a, U).

» héngt demnach nur ab von der Komponente von a und von
der Abbildungsklasse von f rel. M; statt dessen kénnen wir aber
auf Grund der frither festgestellten Beziehungen auch sagen:
% héngt nur ab von der Komponente von a und der Abbildungs-
klasse von f(M)C S

Was geschieht nun mit y, wenn wir zwei dieser Abbildungs-
klassen im Sinne der Hopfschen Gruppe addieren oder sub-
trahieren? Nehmen wir aus jeder der beiden Abbildungsklassen
einen in bezug auf dasselbe U normierten Reprisentanten, so
sehen wir, daB sich auch die Abbildungsklassen der Randsphére
von U im Sinne der Hopfschen Gruppe addieren bzw. subtra-
hieren. Daraus folgt aber nach 6, dafl sich auch die Abbildungs-
grade addieren bzw. subtrahieren. Das konnen wir auch so
formulieren:

Bei festem C liefert y(f, C) eine additive Darstellung der Hopf-
schen Gruppe (M) von M.

Man kann aber auch f den Zahlen-,,Vektor” x(f, C) zuordnen,
dessen Koordinaten man erhilt, wenn man C alle Komponenten
von R™'—AM durchlaufen 1aBt. Die Hopfsche Gruppe von M ist
dann auch dargestellt durch die Additionsgruppe dieser Vektoren.
Man beachte dabei noch, daB3 bei jedem Vektor fast alle Koor-
dinaten verschwinden, da nach der simplizialen Approximation,
der Mittelpunkt nur endlich viele Urbilder hatte, also bei festem
f fast alle y(f, C) verschwinden.

Welchen Bedingungen muf3 nun irgend eine Kombination von
ganzen Zahlen geniigen, damit sie bei geeignetem f als Vektor
2(f, C) auftritt? Notwendig und hinreichend ist, behaupte ich,
2x(f, C) = 0. Erinnert man sich ndmlich daran, daB3 beim Nor-
C

mierungsproze3 nach der simplizialen Approximation alle Ab-

dnderungen nur innerhalb eimer Komponente vorgenommen

wurden, so sieht man, daB sich eine in allen Komponenten gleich-

zeitig normierte, abgednderte Abbildung finden 1a8t; diese Ab-

bildung bildet R”"+! unwesentlich auf eine E"+! enthaltende S7+!

ab, ihr Grad, der mit 2 x(f, C) iibereinstimmt 43), ist also null.
C

Damit ist die Notwendigkeit der Bedingung erwiecsen.
Nun geben wir zu je zwei verschiedenen Komponenten C,, C,

#)  Hier wird etwas mehr vom Abbildungsgrad gebraucht als das. was wir
in ) erwihnten: doch auch das ist unkombinatorisch zu erhalten.
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eine Abbildung ¢, an, fir die
x(eQU, CQ) = +1 und x(egg, Cy)=—1

ist. Durch Addition solcher e, erhalten wir dann tatséchlich alle
Zahlenkombinationen, die der Bedingung X (f, C) = 0 geniigen,
c

und wissen dann, da die Bedingung auch hinreichend ist. Die
Abbildung e,, finden wir so: In C, suchen wir uns irgend einen
Punkt a, und in C, einen Punkt a,; beide Punkte (die wir der
Einfachheit halber — nach Vornahme einer Inversion — als
diametral betrachten) verbinden wir durch die halben GrofB-
kreise die in a, und a, endigen. Zu dieser Kurvenschar betrach-
ten wir zwei Orthogonalsphéren gleichen Durchmessers s, und
$q» bzw. in C, und C,. Mittels der halben GroBkreise projizieren
wir M auf s, und bilden s, kongruent vom Grade + 1 auf S™ ab.
Diese Abbildung nennen wir ¢,,. Dal3 sie die gewiinschte Eigen-
schaft hat, beweist man so: auf die von s, und s, begrenzte
Zone setzt man die Abbildung fort durch Projektion auf s, und
kongruente Abbildung auf S, iiber s, hinaus als kongruente
Abbildung vom Grade + 1 auf E*+! und iiber s, hinaus als kon-
gruente Abbildung vom Grade —1 auf E*+l. Dann sieht man,
dall ey, tatsichlich den Anforderungen geniigt.

Nennt man die Anzahl der Komponenten von R"+!'—}/ nun
¢ + 1, so kann man das Ergebnis auch so formulieren:

x bildet die Hopfsche Gruppe vom M homomorph ab auf eine
freie Abelsche Gruppe von ¢ Erzeugenden.

Die Abbildung ist aber sogar ein Isomorphismus; um das zu
beweisen, miissen wir zeigen, daB3 x(f, C) nur dann auf allen C
verschwinden kann, wenn f unwesentlich ist. Gehen wir zu einer
in bezug auf alle Komponenten C und die in ihnen liegenden
Umgebungen U; normierten Abbildung aus der Klasse von f
iiber, so erhalten wir eine Abbildung, die die Rénder aller U,
unwesentlich in die S™ abbildet; eine derartige Abbildung laBt
sich aber, unter Festhaltung auBlerhalb der U, stetig iiberfiihren
in eine solche, die den Mittelpunkt von E™+! nicht iiberdeckt,
also auch in eine Abbildung f(R"*1) C S*. Die Abbildung f(M)
1aBt sich dann tatsiachlich in die Konstante iiberfithren; man
wihle nur zwei Punkte ¢ und b (@ M) und lasse die Punkte
pCM gleichférmig auf den halben GroBkreisbogen apb nach a
laufen: py=p, p;=a, p, auf apb (0 =t=1); dann setze man

fdp) =f(po) *)-

1) Ebenso verfihrt Borsuk, l.c. 1), 247.
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Die Hopfsche Gruppe einer (hichstens n-dimensionalen) abge-
schlossenen Teilmenge der (n+1)-dimensionalen Sphdre ist eine
freie Abelsche Gruppe von ¢ Erzeugenden; ¢ +1 bezeichnet dabei
die Zahl der Komponenten des Aufenraumes der Menge.

Unter Beriicksichtigung der Ergebnisse von 11 kann man in
diesem Satz ,,Hopfsche Gruppe” auch ersetzen durch ,,Bettische
Gruppe mod. 0" und erhilt einen Satz von Alexandroff 4°). Ins-
besondere ergibt sich:

Die Zahl der Komponenten des Aufenraumes ist eine innere
Eigenschaft einer abgeschlossenen Teilmenge der (n+1)-dimensio-
nalen Sphdre.

Beschrankt man sich auf den qualitativen Teil unseres Satzes,
so erhalten wir den Borsukschen Satz 4¢), den Herr Hurewicz %7)
besonders einfach bewiesen hat:

Dann und nur dann zerlegt M die S™+1, wenn es eine wesentliche
Abbildung von M auf die S™+' gibi.

Wir haben allerdings vorliufig nur das Recht, diese Satze fiir
hochstens n-dimensionale Teilmengen der (n--1)-dimensionalen
Sphére auszusprechen. Fiir (n 4 1)-dimensionale Teilmengen
ist noch nicht einmal die Hopfsche Gruppe $"+!' definiert.
Jedoch bietet die Ausdehnung unserer Ergebnisse auf diesen
Fall keine Schwierigkeiten. Fragen wir uns néamlich, welche Ab-
bildungsklassen einer hochstens n-dimensionalen kompakten
Menge M in die S™ sich fortsetzen lassen zu Abbildungsklassen
einer bestimmten Komponente C von R**1— M in die S*! Das
sind die und nur die, fiir die x(f, C) = 0 ist; sie bilden eine Unter-
gruppe von ¢ — 1 Erzeugenden mit Division in der Hopfschen
Gruppe von M. Verstehen wir unter der Hopfschen Gruppe einer
(n+1)-dimensionalen Teilmenge von R™+ die Untergruppe der
Hopfschen Gruppe 9™ ihrer Randmenge, die aus allen Abbildungs-
klassen besteht, die sich auf die ganze Menge fortsetzen lassen,
so sind wir demnach berechtigt, die aufgefiihrten Sitze allgemein
auszusprechen.

%)  Siehe 12).
18)  Siehe 1),
47) Soll in den Fundamenta Math. erscheinen.

(Eingegangen den 16. April 1934. Nachtriglich, 2. Juli 1934, abgeiindert oder
cingefiigt die FuBnoten ?), 18), 4l¢), 41").)



