
COURS DE L’INSTITUT FOURIER

M. BOUTET DE MONVEL
Opérateurs elliptiques
Cours de l’institut Fourier, tome 11 (1975-1976)
<http://www.numdam.org/item?id=CIF_1975-1976__11__1_0>

© Institut Fourier – Université de Grenoble, 1975-1976, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la collection « Cours de l’institut Fourier » implique l’accord
avec les conditions générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions). Toute uti-
lisation commerciale ou impression systématique est constitutive d’une infraction pénale.
Toute copie ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=CIF_1975-1976__11__1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


n° 618 

J'ai essentiellement repris le rapport f en détaillant les démon-

straions qui n fy étaient qu fesquissées • Les §1.4 , 3.7 , ¿4.5 et ¿4.6 

no figuraient pas dans le rapport (¿4.6 n'est pas en forme) ; en 

revanche je n'ai pas repris le §5 du rapport • Il faudrait rajouter 

(au §¿4.1) un théorème de dualité entre homologies de D et t D 

(que j fai oublié) . Je n fai pas démontré la régularité analytique 

des solutions d fune équation elliptique à coefficients analytiques \ 

c'est un résultat important f mais qui coûte plus cher (voir rapport 

dans le cos des opérateurs à coefficients constants ) 

Je n'ai pas eu le courage de faire le poiVit sur ce dont on a 

besoin de théorie des distributions ; c'est assez peu de toute façon » 

et avec quelques galipettes f on pourrait peut-être s'en passer com

plètement . Il faut en tout cas la définition , la réflexivité , 

la correspondance noyau opérateur (on n f a pas besoin de la réciproque 

(th. cfe Schwartz) car tous les opérateurs introduits ont un noyau f 

défini par une intégrale oscillante); on n'a pas besoin de la 

nucléarité \ elle est plutôt avantageusement remplacée par des 

considérations sur la décroissance rapide de la transformée de Fourier > 

qui équivalent à la nucléarité , et sont utiles de toute façon • 

Il faut évidemment la définition de la transformation de Fourier 9 

dans les espaces et 1 de Schwartz { aussi la formule de 

réciprocité (qui ne coûterait pas cher au §2) - en tout cas » sauf 

et ' f il y a tout ce qu'il faut dans TS . 

La preuve présentée au §3*2 est un peu artificielle ; une autre 

preuve , plus systématique , repose sur la méthode de la phase 

stationnaire , qui permet de prouver qu'une expression de la forme 

e 1 X ' ^ a(x-y , • ) dy d est une amplitude » et d'en trouver 

un développement asymptotique • Quoiqu'un peu plus lourde f c'est la 

méthode qui s'adapte immédiatement pour l'étude des opérateurs de 

Htfrmander . 

Enfin j'ai introduit une classe un peu plus restreinte d'am

plitudes f avec laquelle le symbole est plus facile à définir et 

à manier que dans le rapport • 
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n° 618 

§0 Notations et préliminaires 

1. L 1espace numérique R n sera toujours muni de sa structure 

euclidienne et de sa mesure de Lebesgue canoniques « S i x « (xj,•*>x n) 

et y s (YI* ••*YN) «ont deux vecteurs $ le produit scalaire et la 

norme sont notés 

x.y - y. 

|x| = (x.x)* . 

La mesure de Lebesgue 9 notée dx , est l funique mesure invariante 

par translation qui charge de la masse 1 le % cube unité ï p f l ]
n • 

Un multi-indice est une suite < a d'entiers positifs 

(le nombre n sera toujours clair d 1après le contexte * et nous ne 

l'inclurons pas dans la notation) • Si est un multi-indice # et 

x un. vecteur de R n * on pose 

|tf| - t • n  

x * = 1 x n 

de sorte que , par exemple , si f est une fonction de classe C 

sur R n

 9 la formule de Taylor s•écrit 

f(y) - ZL \(è/dxft(x) (y-xf • 0(|y-xl N) 
W < N 

2• Distributions 

Soit X un ouvert de R n • On note C^°(x) l'espace vectoriel 

des fonctions de classe C*° sur X • On le munit de la topologie 

de la convergence uniforme sur tout compact des fonctions et de leurs 

dérivées f qui en fait un espace de Fréchet (nucléaire) • Si (X^) 

est une suite croissante de parties compactes de X dont les inté

rieurs recouvrent X (par exemple t X^ est l'ensemble des x fiX 
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tels que \x\ £ k , et que la distance de x à la frontière de X 

soit > 1/k ) , les seminormes 

p (f) = sup \{b/èxf f(x) I 

x € X k 

forment une suite fondamentale de seminormes . 

Rappelons que X*—?C*>(X) est un faisceau de fonctions sur R n . 

Si f é C ^ X ) t le support de f est le plus petit fermé supp f en 

dehors duquel f est nulle . 

On note C^(x) #le sous-espace des fonctions à support compact 

de C°°(x) . On le munit de la topologie localement convexe la plus 

fine pour laquelle 1 fapplication de multiplication f H * fg est 

continue i cf°(x) d^x(X) pour toute g & C^(x) (c'est encore un 

espace nucléaire 9 mais ce n'est plus un Fréchet) • 

C~°*(x) désigne le dual^de' C^( x) * s e s éléments sont les fonctions 

généralisées , ou distributions • On identifie C^°(X) à un sous-

espace de C~*tx) par l'application qui à f é C*°(X) associe la forme 

linéaire sur C^(x) : 
o ' 

i V Si /f(x) <f(x) dx 

Si U est un ouvert de X , on a une application de restriction 

canonique s C" ( X) —>> C"""*(U ) > qui à f €. C~°°(X) associe la res

triction de f à (f(U ) c C ^ X ) . Rappelons que U >-> C~"*(U) est un 

faisceau (d fespaces vectoriels) sur R • Si f e C (X) , le support 

de f est le plus petit fermé supp f tel que la restriction de f 

au complémentaire de supp f soit nulle • 

C~^(X) désigne le sous-espace d,es distributions à support 

compact de C~1fx) f il s'identifie au dual de C*°(x) . 

(On munit habituellement C~**(x) et C^*(X) de la topologie 

forte 9 qui coïncide avec la topologie^ de Mackey car les parties 

bornées de C*(X) ou de C^(X) sont\^ompactes j les quatre espaces 

C*(x) p cT(x) , C~*(X) , C ^ ( X ) sont reflexifs ) • 
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3 • Transformation de Fourier 

On note yJ)(Rn) l fespace des fonctions f de classe C°° sur 
n 0̂  

R telles que pour tous multi-indices , x*(<^/ôx) f soit 

bornée (f est à décroissance rapide ainsi que toutes s e s dérivées). 

On l e munit de la topologie définie par la suite de semi-normes 

p. (f) = sup |x*Í ' ' " 0 a £ 0 0 | i ̂  ; 

qui en fait un espace de Préchet (nucléaire) 

Jfc(Rn) désigne, le dual fort de -À(Rn) . é J ^ - . ^ t T ; V 

Si f e >^(Rn) $ la transformée de Fourie* f de f est définie par 

Ut) - J V i x ^ f i x T d T ^ x ^ ^ . ? : n 

La transformation de Fourier est un automorjahisme de À et se 

prolonge continûment en un automorphisme de V • L 1isomorphisme 

inverse est donné par la formule 

f(x) = (2Tt)-n J e i x ^ f ( * ) dÇ 

A 
^valable par exemple si f est integrable et f continue • 

V Plus généralement , si X est un ouvert de R , on note 

] s t r ( x*R n) l fespace des fonctions f de classe C°° sur X*R n 

telles que pour tout compact K<2X et tous multi-indices *9¡*9$$ 

{b/è* f y^@/ty)*f soit bornée sur KxR n . La transformation de Fourier 

partielle t 

f ̂ > f ( x , ? ) * J V i y # ^ f(x fy) dy 

—№t n \ 
est un automorphisme de S (X R ) • 

Rappelons enfin que si f est une distribution à support 
compact sur R n , f est tempérée t i?est une fonction (qui 

se prolonge en une fonction analytique entière ) donnée par la formule 

f et chacune de ses dérivées est dominée par une puissance de (l+ l$\) • 
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• Notations concernant les variétés ; ^L^'* 

Toutes les variétés seront/supposées séparées , dénombrables 

à l'infini , et de classe C°*f. Les fibres vectoriels sont aussi 

supposés C** (et la dimension de la fibre finie !) 

Si X est une variété , TX désigne son fibre tangent , et 

'i*X son fibre cotangent • C°*ÏX) est l'espace des fonctions 
de c l a s s é e 

numériques (à valeurs complexes)/sur X | c'est un espace de Fréchet 

(comme il devrait résulter de VAR §2 n°3) • C^(x) est le sous-espace 

des fonctions C^.à support compact , et sa topologie est définie 

comme au n°2 • Plus généralement , si E est un fibre vectoriel 

sur X p (f"(X,E) est l'espace de Fréchet dès sections (f° de E , 

et C^(X,E) le sous-espace des sections C°° à support compact (sa 

topologie est à nouveau définie comme au n°2) . 

C^(x) et C*°(X) ne sont pas canoniquement en dualité , car 

la dualité définie par la mesure de Lebesgue au n°2 n'est pas invari

ante par changement de coordonnées • On note ^j^'le fibre vectoriel 

réel dont les sections sont les formes tordues de degré maximum sur 

X t C*(x fil) s'identifie donc à l'espace des mesures à support 

compact et de densité C°° sur X , et est de façon canonique en 

dualité avec C"(X) • Enfin C~°°(X) désigne le dual de C£(X,ft} f 

de sorte que tf*(X) s'identifie à un sous espace de C ^ ^ X ) j 

plus généralement si E est un fibre vectoriel sur X 9 on note 

C~°*(X9E) le dual de CjUtE^VsL) (où E f désigne le dual de E)j 

(^(XjE) s'identifie canoniquement à un sous espace de C~*°(XtE) • 

Les éléments de C^tXjE) sont les sections généralisées * ou 

sections à coefficients distributions » de E . C^°(X) , resp. 

C~°*(X,E) désigne le sous espace de C"*fx) , resp. C~**(X tE) ; des 

sections généralisées à support compact ; il s'identifie au dual 

de C"(X,Jl) , resp. C ^ X , E'*JV ) • ^ / ^ - k - i ^ C ' \ . > / 
f>n-̂ dit qu^tirr^sous-espâeê Le c"*^tT) est localisable si on 

a.^-b-er4J- pour toui*--4f* ^ ~ ( * H • On note alors L l o c d C ^ X ) 

l'ensemble des distributions f ^ C**fx) telles que (f ffe L pour 

toute u é- cf°(x) 9 et — v l'ensemble des distributions à 
o .<fomp^ Wxv^cVVÛ.U »ru 

support compact de L ou L j ^ o c • Plus généralement si E ee' un 

fibre vectoriel sur X , on pose L l Q C ( X , B ) «
 L i o c ^ ( x > E ) ^ C~°\x,E) I 

ses éléments sont les sections/IT coefficients dans /h^Ade E * 
\r><^ 7 
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r> • Operateurs pseudo-différentiels - préliminaires 

Soit X un ouvert de R , et soit A un opérateur linéaire 

continu t d*(x)->d*(x) . Pour fP\r, posons 

(ie ' étant considéré comme élément de C°1[x) ) , | 

Si f 6 c £ ( x ) c C Q ( R
n ) , f est bien définie et on a 

L'intégrale peut être considérée comme intégrale convergente à valeurs 

dans (f°{x.) . Par linéarité et continuité on a donc 

QkT vm) Ai€K) , f W = 
Wfc^Af = (2ig- n j A ( e i x ^ ) f(f) d!/ 5| (2X ) " n Je 1*'* t(x,%) f(S) dÇ 

La fonction a(x,£) est une fonction C 0 0 sur X*R n (pareeque 

Ç *-i<$fâtf<f est une application C** t R n - * C°°(X) j . Elle jouit en 

outre de la propriété suivante t 

(O.i) Pour tout compact K o X il existe des nombres positifs C et 

N tels qu fon ait 

|a(x ,0) $ C (1 * K 1 ) N x*Kt U < 

En effet comme A est un opérateur linéaire continu #>(f) - sup |Af(x)\ 
àorp x 6 K 

est une seminorme continue sur C (x)f fil existe un compact L C X 

et des nombres c , N tels que pour f £. C M ( x ) on ait 

p(f) $ c sup )(à/èxf f(x)| 
k ^ U N, x eL 

ix £ N 

On a donc # avec une constante C convenable t p(e ) £ C(l + |?|) 

puisque (£/ôx)*e i x # Ç m{iï)\ix* , et e i x # * est de module 1 . 

L'assertion (0.1) en résulte aussitôt • 

Chaque dérivée de a(x.f ) vérifie encore (0.1) j cela résulte 

par récurrence du fait que àà/^Xj (resp. àa/^?j) correspond 

au commutateur ^<V<)XJ,a] (resp. -i^Xj.À^ ) * puisqu'on a 

èayôx. = e - i x ^ ( - i f . A ( e i x * Ç ) • {bfrx . )A(e i x **) ) 
J J J 

et i f . . * ' * - • Calcul W ^ u ^ ; 
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Inversement si a(x,Ç) est une fonction continue sur X*R n 

qui vérifie (0 • 1 ) , on lui associe un opérateur A « a(x,D) 

défini par 

(0.2) a(x,D) f - ( 2 * ) ~ n | e

i x ^ a(x f Ç ) f(?) d? si f <5 C^(x ) 

C'est un opérateur continu i C^ (x )—>C (x ) } il est continu C^(x)~> CC*(X) 

si chaque dérivée de a par rapport à x vérifie (O.l) ; il 

se prolonge en un opérateur continu i C~°*(X) —» C**(X) si a S^^xR* 1) 

(avec la notation du n°3) 

Si S est un ensemble de fonctions vérifiant (O.l) » on notera 

OPS l fensemble des opérateurs a(x fD) pour %a 6 S • Ainsi si S 

est l'ensemble des polynômes de t à coefficients fonctions C°*ce x , 

OPS est 1'ensemble des opérateurs différentiels à coefficients 

(car il résulte de la formule de réciprocité de Fourier qu fon a 

a(x,D) = Id si a = 1 f d'où / en dérivant sous le signe 

a(x,Dj = (d frf si a - ). 

vous appellerons amplitudes les fonctions satisfaisant à (O.l) • 

Les opérateurs pseudo-différentiels correspondent aux amplitudes 

décrites au §1 . Pour l fétude des opérateurs elliptiques , on n fa 

pas besoin d'autres amplitudes que celles du §1 } pour d'autres 

problèmes * il peut être utile au contraire d 1introduire des 

ensembles d'amplitudes plus grands (par exemple pour étudier les 

opérateurs hypo-elliptiques) # ou plus petits (par exemple pour 

étudier 1'analyticité des solutions d fune équation aux dérivées 

partielles) . 

En pratique il sera commode de reporter dans la formule (0.2) 

la définition de la transformée de Fourier de f t 

(0.2)bis Af(x) . f| e i < X ~ y ' Ç > a(x,£) f(y) dy dfc 

où pour l finstant l 1intégrale est définie en intégrant d fabord 

par rapport à y f puis par rapport à ^ • On peut alors généraliser 

en remplaçant la fonction a(x,>Ç) par une fonction convenable 

a(x,y ,Ç) sur X^X<R n . Comme on verra » ceci n fintroduit pas 

vraiment d'opérateurs nouveaux , mais donne une grande souplesse 

dans le maniment des opérateurs pseudo-différentiels . 

Le §2 donne une présentation systématique d'intégrales telles 

que (0.2)bis , qui en rend 1'utilisation très commode • 
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n° 618 

§ 1 Ampli tudes 

1 • Définit ions V,'. u * / ̂  a - i r r< ce . < ,vc i v ( su n ̂  

On appelle cône tout fibre principal C*° (séparé $ dénombrable 

à l 1 infini) de groupe R + (groupe multiplicatif des nombres réels ,r-

posit ifs ) . 

Soit U un cône • La base de U est la variété X = U/R* 

U est isomorphe au cône trivial X x R + î se donner un isomorphisme 

de U sur X x R + revient à se donner une fonction r t U —> R^ 

(la deuxième projection) homogène de degré 1 (r(Au) «s A r ( u ) 

pour A > 0 ) (de telles fonctions existent localement f donc aussi 

globalement comme on voit en utilisant une partition de l'unité sur X.). 

(l-l) Définition.-Ybn note S m(U) l'ensemble des fonctions a€ (f°(U) 

telles que , avec a * ( u ) 2 5 a ( A u ) , l'ensemble des ^ ~ m a ^ t A ^ l » 

soit borné dans (f°(u) • / ., , 

(l.l)bis Si X est une variété • E un fibre vectoriel réel sur X , 

on notera aussi S M ( E ) l'ensemble des fonctions a €. C \ E ) dont la 

restriction au cône E - ^ K V 

appartient à S ( {QtJQ dé signe par abus 

la section nulle de E ) t on impose donc kn plus/ que a soit C°° 

au voisinage de la section nulle . 7 K ^ • " - ) 

(1.2) Plus généralement # si U est un cône $ et E un R^-fibré 

vectoriel sur U , S m ( U F E ) désigne l'ensemble des sections C** a de 

E telles que l'ensemble des A""ma^ t ^ > l » soit borné dans C^(l ) ,E ) 

(où on a posé a^(u) « H^* a ( A u ) , H^v désignant le résultat de 

l f opérât ion définie par A 6 R + sur v é: E ) 

(1.3) Exemple : on dit qu'une fonction numérique a sur U est 

homogène de degré m si on a a ( A u ) « ^ a ( u ) . Si a est somme 

finie de fonctions homogènes de degré $ m , on a a €r S m(u) 

On munit S m(u) de la topologie définie comme suit t si (p^ 

est une suite fondamentale de semi-normes de (^(u) , la suite (P k) 

définie par 

P (a) « sup A" mp (aj 

est une suite fondamentale de seminormes de S m(u) . 
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( 1 . M Propos it ion « - S m ( u ) est un espace de Fréchet . 

lout d'abord S m ( U) est métrisable puisque sa topologie est 

définie par une famille dénombrable de semi-normes (EVT *i•) , et 

que l'inclusion S m ( u ) c C°°(u) est continue $ donc Sm(u) est 

séparé • , . f-

Remarquons maintenant que si p est une semi-norme continue 

sur C (u ) t et T > 1 t la semi-norme 

P

T ( f ) = sup ir™ p(f A) 
u M ? 

est continue sur c f^U) (l'ensemble des homothéties de rapport A # 

1 £ X £ T est un ensemble compact de difféomorphismes de U) • 

Soit alors (aj ) une suite de Cauchy de S m(u) • Alors 

pour tout k la suite ^ V ( ( a . - a . ) J tend vers 0 pour i fj • 

K 1 J 
uniformément pour A> i t Faisant A as 1 # on voit que (a.) est 
une suite de Cauchy de C (U) , donc \aj) tend vers une limite 

a é C^(u): 1 pour j —> 0 0 • En outre pour tout k A~mp ( (a . ),\ ) e s t 

uniformément borné pour J ^ l , A 1 ) à la limite on voit que 

\ ~ m p k ( a A ) est borné pour 1 » d'où a é S m(u) • Enfin f toujours 

en passant à la limite , on voit que A~ mp.( (a .-a )^ ) tend vers 0 
pour j ->°° , uniformément pour A > 1 # donc (a.) tend vers a 

m m 
dans S (u) • S (u ) est donc complet , et ceci prouve la proposition. 

On a évidemment S m d S m si m ^ m 1 » c> ̂ ^ N , ^ , v 

On pose S~°°(U) « fi Sm(u) l -... 

s 0 0 (u ) « l ) s m ( u ) 
(la notation 5""°* est cohérente avec celle du §0 , n°3 ) 

S~°° est muni de la topologie limite projective * qui en fait un espace 

de Fréchet ; S** est muni de la topologie limite inductive (ce n fest 

pas un espace de Fréchet) 1 dire qu'une application Inéaire de S 0* 

dans un espace localement convexe est continue revient donc à dire 

que sa restriction à S m est continue pour tout m • 

Soit P un opérateur différentiel à coefficients C sur U • 

On dit que P est [homogène de degré—4c-r(^a**~-rappûrt aux homathétie») • 

si on a P ( a ) A s A kP(a A) pour toute a é • Ainsi sur le cône 

R n x R^ les opérateurs homogènes de degré k sont les opérateurs de 
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la forme 

ou les coefficients ^ sont C 9"homogènes de degré Q f, ^ 

P r o p o s i t i o n S i P est un opérateur différentiel à coefficients 

C°* , homogène de de^ré k sur U , P jfërît continur \ S m(u) — > S m + k ( u ) 

r̂ u,,/ .fi

cela résulte immédiatement du fait qu'on a X" m~ kP(a) A = P ( A~ ma A) 

i *(U.-. ' • * -

(1.7) Proposition*.- Le produit (a,b)t->ab "mk* ^biTinéaire continu-t 

s ™ x s m f — > S m + r n f . 

Cela résulte aussitôt de ce qu'on a ym~m' ( ab) A = (A~ ma A) ( A ~ m §b^) 

(l.'>) Proposition,- Se it F s U —*U' un morphisme de cônes (ie» F 

est C°° , e_t F(Au) = Af(U) pour A 0 ) • Alors la composition 

ah->a ?F est continue t S m(U ' ) —> S m(U ) • 

Cela résulte du fait que la composition a*—>a 0F est continue 

C ^ ( U ' ) ^ C°°(U) et qu'on a ( a 0 F ) A = a A O F . 

( 1 • 9 ) Proposition • - Soit G une fonction C** Œ . Alors la compo

sition ah->G ca est continue (non linéaire) t S°-H>S° • 

En effet la composition a n G 0 a est continue dans C°°(u) , et 

on a (^O A),A 5 2 G O A < * » V Plus généralement si a € S° , et si 

G est définie et C°° au voisinage de l'adhérence de l'image de a , 

on a G 0a & S° , car il existe une fonction C** Gj définie dans Œ 

entier t qui coïncide avec G sur l'image de a .Ainsi si a £ S° 

et si on a \a\ ^ £ > 0 » on a 1/a G S° . 

2 . Approximations 

(1.10) Soit U un cône > [qy^an identifie à—X~XTît^—au-intry-err^une 

f^no4^>ii^_jc^Q $ C** 9 homogène de dcgré—^lj • On dit qu'une partie V 

de T est voisinage de l'infini si elle contient une partie ouverte 

V telle que pour tout u £ U il existe tel que \ u 6 V JXTUA À>Ac, 
de façon équivalente : il existe une fonction c > 0 , continue et 

homogène de degré 0 telle que r(u) ^ c(u) implique u £ V , 
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Nous dirons qu'une partie V de U est saturée si on a 

AAr c v pour A ) î .Si V est un ouvert sature de U > on note 

encore S m(V ) 1 1 espace des fonctions a € C°{V) telles que 

1 1 ensemble des A~ ma^ | V soit borné dans C°°{V) # Par abus de langage 

nous dirons qu'une fonction a est de classe S m au voisinage de 

1 1 infini s'il existe un voisinage ouvert saturé de l'infini V tel 

que a soit défini dans V et qu'on ait a |V £ S m (V) . 

Soit V un voisinage ouvert de l'infini f saturé • Il existe 

une fonction ' X ^ C ^ U ) nulle au voisinage de £v » et égale à 

1 au voisinage de .l'infini • On a alors X é S ° ( u ) , et si a £ S m ( v ) , 

la fonction a' qui "est égale à pua. dans V , et à 0 hors de V, 

appartient à S m ( u ) • Ainsi si a est de claâse S m au voisinage 

de l'infini , il existe une fonction a' € S m(u) qui coïncide avec 

a au voisinage de l'infini • 

(Remarquons que si a é C°*(u) * on a a e. Sm(uJ si et seulement 
m c ^ 

si la restriction de a à V est de classe S , V est n'importe 

quel voisinage de l'infini , feuvort-^t saturé i la condition a *r Sm 

dépend uniquement du comportement de a à 1 ̂ Infini )• 

Soient f et g deux fonctions continues 

sur U . Nous dirons que f domine g au voisinage de l'infini 

et nous écrirons 

( l u ) 9i £ f 

si pour tout cône U' c U de base^compacte » il existe un nombre 

C > 0 tel que g £ Cf au voisinage de l'infini dans U' 

Par exemple si a g S ^ u ) , on a toujours \a\ £ r m . 

(1.12) Exemple On dit qu'une amplitude a S m (u) est elliptique 

de degré m si on a r m £ \a\ . Alors 1/a est de classe S~ r a au 

voisinage de l'infini . (X y a J e t ; 1 >- - ^ 1 " • ' 

En effet il est immédiat que r~ ma est elliptique de degré 0 

si a est elliptique de degré m , et il suffit donc de prouver 

l'assertion pour m » 0 • Dans ce cas , pour tout cône U' CL U ouvert 

de base relativement compacte , il existe un voisinage ouvert saturé 

de l'infini V dans U• et un nombre £ > 0 tels que \a\ £ L dans V. 

On a alors 1/a & S°(v) en vertu de la proposition (l#9) et de la 

remarque qui suit la démonstration de cette proposition . 

En particulier un polynôme 
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m_ 
a = 2_ a . r J 

o J 

où les a. sont C 0 0 , homogènes de degré 0 ; est elliptique de degré 

m si et seulement si ne s'annule pas (est invercible) ; 

1/a est alors de classe S~ , elliptique , au voisinage de l'infini. 

(1.13) Une partie B de S m(u) est bornée si l'ensemble des 

\ m a ^ , A 1, a B, est borné dans C°^U) (ceci est une condition 

necessaire et suffisante pour que > avec les notations de . 

les semi-normes A~ mp k(a^) soient uniformément bornées pour A'fc 1 

et a S B , donc que les seminormes Pj^*) soient uniformément bornées 

pour a £ B ) . 

P r o p o s i t i o n S o i t B une partie de S m(u) • On suppose que V^a» 

tend vers 0 / dan * C (U) , uniformément pour a 6 B • Alors B 

est -"(-jj nl!) ̂ effi^t compacte dans Sm(ll) • et sur B la topologie de 

la cooverfTence simple » ou de C°° , coïncide avec celle de S m . 
m t 

En particulier une partie bornée de S est relativement 

compacte dans S m si m' ^ m . 

(La condition de la proposition n'est évidemment pas nécessaire 

pour que B soit\ compacte i elle n'est pas vérifiée pour la partie 

un élément : [r]c S*) 

Si B satisfait à la condition de la proposition , B est bornée 

donc précompacte dans C°° (rappelons que les parties fermées bornées 

de C°° sont compactes ; cela résulte du théorème d'Ascoli) • Il suffit 

donc de montrer que les structures uniformes de C** et de S m in

duisent la même structure uniforme sur B • Or soit p une semi-norme 

continue sur C 0 4 • Nous avons vu que la semi-norme 

p T(f) = sup X-* p(f x) 

est continue sur pour tout T > 1 (cf. ( 1.4)) • 1 1 résulte de 

l fhypothèse faite sur B que pour tout £> 0 , il existe T ^ 1 

tel que pour a € B et A >, T on ait A~ mp(a A.) <Ç £/2 . Alors 

pour tous a,b 6* B . p T(a-b) ̂  Etàt implique sup X~ mp((a-b) A) ( £ 
1 

Ainsi , avec les notations de (1.4) > les écarts définis par les 

semi-normes p^ (T > 1 . k=l,2,..) et les écarts définis par les 

semi-normes P k définissent la même structure uniforme sur B . 

Ceci achève la démonstration . 
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( 1 .1̂ 1 )l,cmmc , - Soit C^(U) une fonction nulle au voisinage de 0 f 

6f;ale à 1 au voisinage de l'infini . Posons ^ ( u ) 8 5 ^(Au) . 

(i) l'ensemble des 1 - > A £ R^ # est borné dans S°(u) 

( ii )l'ensemble des )Cm i À 6 R + , est borné dans S m(U) sî  m } 0 . 

En e T e t comme on a X"1™ ( K"™ = ( ^ ~ m ^ A / 4 > i J L suffit de 

prouver que pour m ^ 0 , l'ensemble des X"m ^-A * A6 R + * est borné 

dans C ^ U ) (alors l'ensemble des 1 - %^ est aussi borné dans C°°(u) 

et dans S ° ( u ) ) . Or tend vers 1 dans (f°(u) pour A -> + °° # 
donc l'ensemble dés V" m X^ # X ^ l * est borné dans C^(u) si m £ 0. 

D'autre part f puisque X est nulle au voisinage de 0 , pour tout 

compact K C U , X^ est nulle dans K pour A assez petit , de 

sorte que , pour tout m € (R , l'ensemble des À ~ m K ^ # A £ 1 $ est 

borne dans C ^ U ) • CQFD 

( 1 .1 r> ) Corollaire • - S " ^ est der.se dans S 0 0 • Plus précisément  

l'adhérence de S*"** dans S contient S pour tout m* < m. 

m ' 

En effet , si a 6 S , l'ensemble des (l - )a est borné 

dans Sm puisque l'ensemble des (l - X^) est borné dans S° • 

Comme (l - ?C>) est nulle au voisinage de l'infini , on a 

(l - TC^Ja e S~** . Et comme (l - PiÀ) tend vers 1 quand A —* 0 , 
(1 - K\)a tend simplement vers a , donc tend vers a dans S m 

si m > m 1 • 

( 1 • 16 ) S*marque C o(U) est dense dans S~**tu) # donc aussi dans 
c^(l) • Ainsi pour prouver qu'une application linéaire I : C^(l))—*E 

(où E est un espace localement convexe complet) se prolonge 

continûment à S°°(U) , il suffit de prouver que pour tout m 9 I 

est continue pour la topologie induite sur ^ ( ^ ) par celle de S m# 

3 • Sommes asymptotiques 

( 1 • 17 ) Définition «- Soit (a k) une suite de ^ ( u ) , et a e S ^ U ) • 

On dit que a est somme asyi^ptotique des a^ et on écrit a X a ^ 

s'il existe une suite (m^) tendant vers -pp telle que 

a - *L.- a €: S mN pour tout entier N ^ 0 • 
* o K 

http://der.se
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(Autrement dit , la série 2Latr converge vers a pour la topologie 

associée à la filtration de S°° par les S m *' 

( 1 . 1 8 ) Théorème,- Soit a R € S m k ( u ) une suite d l ^ S ^ t e ^ ; on  

suppose - quand k • Il existe a € Ŝ ° tel que a/vla^ . 

(Autrement dit f la topologie associée à la filtration de S 0 0 par les 

S m est complète • Notons toutefois que cette topologie n'est pas sé

parée car f\ S m s S"" n'est pas nul •) 

Quitte au besoin à regrouper des termes f on peut supposer 

m. > m. , 4 • Posons -a. » X« / a, • où Ai est la fonction 
k ' k+1 k,n 1/n k * j 

ë« lemme(1•14) • Comme n ^ / n est une suite bornée dans J 

a, tend vers 0 dans S****1 quand n->oo • Et comme n, - a. 
k i n M k k • n 

pour tout n (a^ - a^ n est nul au voisinage de l'infini) , 

le théorème résultera du lemme suivant , qui montre qu'il, existe une 

suite n. telle que la série a « 22 a. ^ converge dans S ^ U ) » et 

que ppur tout entier N on ait a - £zk, a. e S N donc a - 2.p ^ e 5 

I^TÙITIC - Soit une. ?uite décroissante d'espaces de Fréchet 

( ie. F^ Z> ̂ + 1 ' e t * a t o P o l o S i e de e s t plus fine que la 

topologie induite par celle de F . ) . Pour tout k $ soit 'a, * 
K K f n 

(n=l f2 f. t.) une suite d'éléments de F^ qui tende vers 0 quand n->°°. 

Il existe une suite n^ telle que pour tout N » la série 

k*N a k , n k converge dans F N . 

En effet i pour tout k soit p n une suite fondamentale de 

seminormes de F f c • Choisissons n^ de sorte que pour tout 

m ^ le et tout t$ k . on ait P ^ ( a

k n ) ̂  2 ~ k 1 ceci est possible 
' LE 

puisque a, tend vers 0 dans F. > que pour êi k f les semi-
k • n K 

normes p* sont continues sur F. f et qu'il n'y a qu'un nombre fini 
m K 

d'inégalités à satisfaire • 

Alors , pour tous n f N t la série P n (
a j c n ) converge 

puisque p N(a. ) ^ 2 ~ k si k > sup(n fN) . Le lemme est démontré, 
n k f ' 
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• Antres espaces d'amplitudes • 

Comme in a signalé dans l'introduction , il peut être utile de 

considérer d'autres amplitudes que celles introduites ci-dessus • 

Dnas cette direction , la théorie est loin d'être achvée , et je me 

contenterai de donner quelques exemples • 

a • I •espace SH m 

Soit m un entier . On note S H m le sous-espace de S m formé 

des amplitudes a* qui admettent un développement asymptotique en 

fonctions homogènes de degré entier t 

où ^ est homogène de degré m-k • Un tel développement asymp

totique est unique s si a a/ 0 (ie. a 6: S""**) , on a ^ = 0 

pour tout k (en effet si k. est le premier entier tel que 

1 
a , ne soit pas identiquement nul , et si u est un point tel 
m—K j m k 

que a^ 0 * on a \a\ r m~ * dans un voisinage conique de u , 
donc a ne peut pas être de degré - oo )• 

C'est avec cette classe d'amplitudes que le calcul symbolique 

se décrit le plus commodément • De plus , bon nombre de propriétés 

des opérateurs différentiels s'énoncent de façon plus agréable 

pour les opérateurs pseudo-différentiels correspondant à cette classe. 

b. L'espace S^ /(ÛLJkjLy 

Soit U un cône f et m > f deux nombres entiers . On note 

S™(u) l'ensemble des fonctions C00 sur U telles que pour tous 

champs de vecteurs (dérivations) X 1 » •• X. à coefficients , 

vhômo^ènw de degri —0^ sur U , on ait 

En fait cet ensemble n'est intéressant que pour 0 <f J £ 1 , et ne 

produit des opérateurs qui ont des propriétés analogues à celles 

des opérateurs pseudo-différentiels décrits plus loin {calcul 
2 

symbolique > continuité L ) que pour % < J < 1 • 

Exercice t pour Ç = 1 , on a SJp? = S m . 
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£ c. Espace 3^ (H n) 

On se donne d'abord une famille de métriques euclidiennes sur 

U , N : lui =s u\ , indexée par les points x é- R n . 

On dit que cette famille est régulière si elle satisfait à la 

condition suivante : v / > ^ « u ^ 

(i) Pour tout R > 0 f il existe C > 1 tel que \x-y| £ R implique 

1/C £ \ul /lui ^ C pour u é R * 0 x y 

Soit <£> une famille régulière de métriques sur R n • On dit 

qu'une fonction A > t) sur R n est un poids adapté à £ si elle 

satisfait à la condition suivante t 

(ii) Pour tout R > 0 il existe C > 1 tel que |x-y( C R implique 

1/C £ A(x)/A(y) < C . 

On dit de plus que A est tempérée s*il existe des nombres C 

et N tels que 

1/C (H[x|)" N

N< A(x) < C (l+(x\) N pour tout x <s R n . 

Soit (f, une famille régulière de métriques sur R n , A un 

poids tempéré , adapté à # On note s£ l'ensemble des fonctions 

a i C"(R n) telles que l'ensemble des fonctions 

y K > A ( x ) - A a U + C f ^ y ) , x £ R n 

soit borne dans C*(R n) . 

Avec cette définition 9 il est aisé de démontrer les analogues 

des résultats des sections 1. et 2, ; il y a plusieurs notions utiles 

de développement asymptotique , que je ne décrirai pas . 

Pratiquement tous les ensembles d'amplitudes que j'ai/ vu servir 

se décrivent en ces termes • En revanche , pour que les opérateurs 

pseudo-différentiels correspondant à ces classes aient des propriétés 

raisonables , R.Beals impose en outre des conditions sur 0 et A 

qui me paraissent désagréables et peu naturelles f et je ne pense pas 

que la théorie ait atteint son terme • 
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CL . A N N ! i turios analytiques 

Soit U un cône analytique réel • On appelle voisinace 

complexe de U toute variété analytique complexe conique 

(ie. I<+ y opère , et l'application R +x — * est analytique 

reelle , partiellement holomorphe par rapport à la deuxième variable) 

(Je môme dimension (sur C) que U , muni d'une antiinvolution 

(ie. '> est un automorphisme de cône , antiholomorphe , et » Id) 

dont U soit le cône des points fixes • 

On dit qu'une amplitude a est analytique de degré m s'il 

existe un voisinage conique U de U et un prolongement 

holomorphe a é S (U ) de a (il résulte de*la formule de Cauchy 

qu'il suffit qu'on ait |&\ < r" pour qu'on ait k & Smf\)9 si & 

est holomorphe) • 

Pour les amplitudes analytiques , il convient de modifier la 

notion de développement asymptotique • Je me contenterai de décrire 

le cas particulier le plus utile t 

- un dit qu'une série formelle 2. a\ç d e fonctions sur U est 

un symbole analytique formel de degré m si a^ est homogène de 

degré m-k , et s'il existe un voisinage complexe conique U de U 
c 

tel que le:* a^ se prolongent toutes en fonctions holomorphes sur 
l et satisfont à la condition suivante i 
c 

(SAI ) Pour tout compact K de U il existe une constat A > 0 
k+1 ^ 

telle qu'on ait | a k| ̂  k! A pour tout k ̂  sur K • 

On dit qu'une amplitude analytique a est asymptotiquement somme 

des a et on écrit av X a. s'il existe un voisinage conique U 
k k c 

de LT dans lequel a et les a^ soient tous holomorphes , tel que 

Pour tout cône U' ci , de base(compacte , il existe un nombre 

AN 0 tel que pour tout entier N on ait 

|a - R A J < N! A N + 1 r m ' N 

(il est vrai , mais non trivial » que si a f c est un symbole 

formel analytique de degré m , il existe une amplitude analytique 

a qui est asymptotiquement somme des a^ ) • 
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Soit U un sous cône ouvert du cône R n <(iin-<\Q)fJ (où les 

homothé t ies sont définies par \-(x, > ) = (xf(V*) ) . Si a = 

et b = ^ b^ sont deux symboles analytiques formels sur U » on 

définit le composé t 

a c b = ^r~- f I z ) a. ; b. 
° k,< * * ! Vr' k W<> L 

(il convient de regrouper dans cette somme les termes homogènes 

de môme de^ré) , La loi de composition provient de la loi de 

composition des opérateurs pseudo-différentiels , comme on verra • 

I'ensemble des symboles analytiques formels est ainsi muni d'une 

structure d'algèbre associative . O n montre qu'on définit ainsi 

un faisceau cohérent d'algèbres .J 



-18-

n° 618 

• Intégrale oseiliante . 

( . 1 ) Do fin Lt ion . - Soit U un cône. On appelle phase sur U unç, 

fonction réelle <f £ Cf*(u) % homogène de degré 1 » sans point critique. 

Soit U un cône . Soit dyu une mesure de densité C06 sur U , 

nulle au voisinage de 0 et hors d fun sous-cône à base compacte de 

, homogène de degré 0 au voisinage de 1 9 infini (d/< servira 

à la fois à intégrer et à tronquer) /&à>^ f' ^ ^ / ^ ( L,^ 

(•••2) Théorème.- L*intégrale an> je 1 (^ a dyu. se prolonge continûment 

à s"(u) . V 

On appelle intégrale oscillante ce prolongement • On le notera 

encore J e 1 ^ a d/̂  • Pour démontrer le théorème , on effectue un 

certain nombre d 9 intégrâtions par parties . 

(2.3) Lomme.- Il existe un opérateur différentiel L à coefficients 

C , honogene de degré/ -1 jtai 1 appuil aux homothgj^resf 9 tel que 

L ( e ^ ) = e 1 * 

En effet , si U = Xx R + » où X est ouvert de R n , on peut 

prendre 

où f est la fonction C 0 9 » homogène de degré «f2 i 

f - Z ( J * ) 2 . r 2 ( | ï ) 2 

Dire que If n fa pas de point critique revient à dire que f ne 

s 1annule jamais • 

On passe de là au cas général grâce à une partition de l 9unité 

sur la base de U • 

Prouvons le théorème • Soit L comme dans le lemme (2.3) • Le 

transposé formel *L opère sur les mesures de densité C00 . Il est 

homogène de degré -1 f donc (*L) est continu Sm(U.JL) S m"* k(U ,Sl) 

pour tout m € R et pour tout entier k £ 0 • (Rappelons que est 

un fibre dont les sections s 9 identifient naturellement aux C é s u r e s ; 
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c'ost un K - fibre , et nous avons utilisé la notation de (1.2) •) 

L'h; pothbse sur le degré et le support de dM- implique alors 
t 1 ' 

que r i . r U d^) est (absolument) intégrable si a 6 S avec 

m-k < 0 , et l f intégrale a *—?Ja*̂  ( t L ) k (a c^) est alors continue 

sur f:m • (si U s X xR , où X est ouvert de R n * dire que d̂ u 

est homogène de degré 0 au voisinage de l finfini revient à dire que, 

au voisinage de l finfini , df^ est de la forme r~* ̂ (x) dx dr où 

ix){x) est une fonction sur X.) 

Or si a est de support compact , on a f par définition de *L 

j ' e ^ a d/x. W - J l V * a d^ = J e 1 ^ ( tL ) k ( a df) . 

Comme k est arbitraire » pour tout m f l
f intégrale ah-> / e * ^ a ty* 

est continue sur ^ ( ^ ) pour la topologie induite par celle de S m . 

Elle se prolonge donc continûment à S""°*(cf. (1.15)) • Ceci démontre 

le théorème . En outre , si est défini comme dans le lemme 

(l.l'O et si a G S* 0, (l - K^) a tend vers a dans S 0* si £ O , 

c t on *a donc 

(2.h) J e ^ a d / u = lim Je i ( ^ ( l -XjO a dy^ 

où l'intégrale qui figure au deuxième membre de cette égalité est 

l fintégrale usuelle des mesures à support compact • 

2. Propriétés 

La plupart des manipulations usuelles sur l'intégrale convergente 

se prolongent de façon naturelle à l'intégrale oscillante • 

En particulier 

(2.5) (Changement de variables) Si X est un isomorphisme de cônes 

on a J e 1 ? a dy* = J e 1 ^ X*(a d/<) . 

En coordonnées locales * si X est un difféomorphisme du cône 

X a (u'M-<o}) sur le cône Y x (K N - ( q J ) , où X (resp. V ) est ouvert 

de U m (resp. R n ) , homogène de degré 1 , si lf est une phase 

sur Y X (u ' -4 0 3) t e t a é s (YXR*) est nul hors de l'image 

réciproque d'un compact de Y » on a 

/ / e 1 ^ a ( y i î ) d y d . = f M e i ( ^ x ' ê ) a o ;t(x,? ) \tàX'№)\é*K 

( i c i i l n'est pas nécessaire de supposer a nul au voisinage de Y<£o} ) • 
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('!.{>) (Dérivation sous le signe somme) 

Joit U un cône 9 X une vaiiété , • p une phase sur le cône 

\ \ï telle que la différentielle partielle d̂ (f ne s*annule jamais , 

et a £ S F * ( X U) . Soit enfin du . une mesure sur U , comme au n°l . 

Proposition.» La fonction x r-*> j^e^^X$u^ a(x,u) dyu(u) est C°° sur X. 

: emarqu^.vf d'abord qu fil résulte du théorème usuel de dérivation 

sous le signe somme que l'application a n F(a) = a d/< 

est continue C Q ( X x u )—> (^(X) , et du théorème usuel de continuité 

d'une intégrale dépendant d'un paramètre qu'elle se prolonge 

continûment S M ( X * U ) — > C ( x ) si m < 0 . 

Dans la preuve du lemme(2.2) , on peut introduire des paramètres : 

il existe un champ de vecteurs verticalL 9 à coefficients sur X K U , 

homogène de degré -1 , tel que L(e 1 (^) = e 1 ^ • On a alors pour tout k 

( r o i ( * x > u > a(x,u) d/.(u) = e A ^ x ' u ) (^^(«(x.u) d/,(u)) M a*f 

de sorte que l'application a h-* F est continue C ^ ° ( X K U ) — > C ( X ) 

lorsqu'on munit C^(X U) de la topologie induite par celle de S m

 ; 

pour tout m , donc qu'elle se prolonge continûment S°°(X * u ) — > C ( X ) . 

Infin si P est un opérateur différentiel sur X , à coefficients 

f et si désigne l'opérateur (-vertical )( sur X x U î Py=e~ ' Pe ^ 

on a P î(a) = F(P^,a) pour a ^ C j X x U ) • Or si P est de degré 

inférieur à k $ P est somme d'opérateurs (fcomogènc3 de degré ^ k 

fftar rorrpTTrf aux~H^me4^iatJL^&^| sur X * U . P^ est donc continu 

—> S " pour tout m • Il s fensuit que l'application ar->P-F(a) 
e« t continue C£^( X x U ) —> C ( X ) lorsqu'on munit C^(XxU) de la 

topologie induite par celle de S m , pour tout m 9 donc qu'elle se 

prolonge continûment S° d(X><U)—>C ( x ) . Ceci implique bien que 

artF(a) est^ continu S^fXxU)-> <f°(x) , et démontre la proposition. 

3• Distributions définies par une intégrale oscillante 

Soit X un ouvert de R N $ et soit ^ une phase sur X K(I<^^O}) 

A tout aé :f(X x R N ) on associe la distribution T définie 

par l'intégrale oscillante 

( 2 . M < T (u> ^ e * ( * y t ) d * d % 
N a, if i ' J 
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Daii:-; la suite de ce n° , nous supposons pour simplifier 

que ti>u les amplitudes qui interviennent sont nulles au voisinage 

de è = ' (ce n'est en fait pas indispensable : exercice - si 
n c- C '•'") c s t n u l P° ur 1 . T „ est une fonction C0* ) 

, , n n o t - L ( x) l f ensemble des distributions T , avec 

n 6 il (\K\IS) (nul au voisinage de f = 0) . On note L?*(x) la 

réunion des 

^ T E , et si (T f c) est une suite de , on écrit T /v £ T 

s'il existe une suite (m ) tendant vers -ôo telle que T - .21 T . 
m Ĵ- ̂  j 

appartienne à L k , n résulte du théorème(1.18) que pour toute 

suite r

k € I m k $ où' (m k) est une suite tendant vers - oo de nombres 

réels , il existe T e ijj telle que T A / J T ^ . 

Si m -N , T est en fait la fonction continue définie 

par l'intégrale absolument convergente 

a#̂ > ^ R 

(?.10) Soit P un opérateur différentiel de degré $ k , à coeffi

cients C'° sur X . Alors P Lm <z L m * k • 
«» i c/* i (/> N 

Ln effet si P désigne l fopérateur e P o sur X * R , 

on a - i = T n (c'est vrai si a e(f*(X*R N) , donc aussi 
a,Vf P^a,tf o 

à la limite si a e S^(Xxlf ) - le fait que les coefficients de 

P M , comme ^ , ne sont pas C00 au voisinage de £ = 0 ne gêne 

pas puisqu'on suppose a nul au voisinage de £ « 0 ) • Or on a 

(c)/x.)^ = ^ x j + 1 t e t e s t hewogcnc de degré 1 . 

Par récurrence sur k , il en résulte que Pvp est somme d fopérateurs 

hnmxisim*^ <* k («pal* rappoi t aux hoiiiothéti^-^ , donc P̂  a <£ S 
t. ni 

si a e b 
k . .m 

1 ar suite T est une fonction de classe C si n (S -
a * lf g) -go 

v o A m < .v.k • En particulier T ^ est une fonction C si a S • 

Inversement toute fonction f <=: ( ^ ( x ) est de la forme y> 

avec a € S~** i on peut par exemple choisir a(x f£) s e

X X(£) f(x) 

où 7t £ C (ÎX N) est nulle au voisinage de 1 0 $ et 
on a donc 

(2.11) C*°(X) = (1 L^(X) 
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i la d i ff (iront ielle partielle ne s'annule jamais , il 

résulte de (2.6) que toute distribution T est une fonction C** 

Dans le cas général » soit le cône des zéros de la différentielle 

partielle 9 et soit la projection de sur X (s^ est 

fermé dans X , car C M est un cône fermé dans Xx(H^-{û}) , et la 
1^1 

projection X* S —> X est propre) 

(2.12)Proposition.- Avec les notations ci-dessus , toute distribution 

' £. I.f£ est C°° en dehors de S, 
r ^ 

(Tout ceci se généralise aisément au cas où X est une variété ; 
N t* 

on peut aussi remplacer X x R* par une submeVsion C U ^ X 9 

homogène de degré 0 , où U désigne un cône cf*.) 

1 • opérateurs définis par des intégrales oscillantes 

Soient X et Y deux ouverts d'espaces numériques (plus 

généralement des variétés) , une phase sur X * Y * R^ , et 

a £ S m(\x Y * R** ) . On note L l'opérateur de noyau T : c'est 

l'opérateur continu C O ( Y ) — > C \ X ) défini par 

< L a ^ u , v > = <fu ,\^v> « s J j e , i < p ( x' y' t )a(x,y,t)u(y ) v(x)dxdydt 

Si pour tout x e X (resp, y € Y ) , la fonction (y, t )*-> <f(x, y, t ) 

(resp. (XFT)i-> Vf(xfy.ft)) est une phase (autrement dit si la 

différentielle partielle d <f (resp. d )ne s'annule jamais) 
Y9 où x * t 

(2.6) montre que L its est continu C (Y)—> C; (X) 9 et on a 
a t *f o 

L, .u(x) = [e i^( x»y' t) a(x,y,t) u(y) dy dt 
a , v J 

(r(-s|». t L 4 est continu C^V.X ) — C ° ° ( Y ) 9 donc L . se prolonge 
a,vf -OÙ ° 

en un opérateur continu C ~ (V)—y C " ( x ) ) • 

Si ces deux conditions sont vérifiées (ie. d

x ^ V ) e t ^ y i V n e 

s'annulent jamais) 9 L l/? est continu C * ° ( Y ) — * C vX) , se prolonge 

continûment C ~ (Y)—a C ^ ^ X ) , et on a , avec la notation de (2.12) 

(:i . 1 ) Propos i t ion . - Pour toute f €. C *^Y) , on a 

supp sing C S^ (supp sing f) 
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On a pose , si K est un compact de Y , S^(K ) S pr,,{s^f) p r ^ h ) . 

'•oit on effet x ̂  S^(supp sing f ) et montrons que L a f est 

au voisinage de x t on peut décomposer f = f + f, , avec f é- (f°[\) 
o 1 o o ' 

ci f cr c~ (Y) de support assez voisin de supp sing f pour qu'on 

ait x ̂  o^(s\ipp f ̂  ) . Alors f o est 0e* , comme f Q • et 
f f est C*** au voisinage de x car le noyau de L est C*** 
a,<f 1 ^ a,<f 

nu voisinage de {x) x supp f^ (un opérateur de noyau Cf* est continu 

o ' 

'.omarque Î ce qui fait marcher 1*intégrale oscillante 9 c'est que 

les amplitudes qu'on intègre varient peu à l'infini : les dérivées 

d'ordre élevé de ces amplitudes sont très petites . Les constructions 

Ci dessus se font tout aussi bien avec des amplitudes a £ b!p , 

pourvu qu'on ait y > 0 (alors on a • avec la notation du lemme(2.3) 

( tL) k(a dy*) S m ~ * P si a ^ S m se sorte que (*L)k(a d/0 

est intégrable pour k assez grand). 
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' 1 r '< ' r ;I t <• 11 R ̂  ) )S ( \J(JO -ri J f for E N 1 ie 1 S 

* • ^ ;t; : i n i t i o!1 s 

('5.1 > \>it X un ouvert de H n • Soit a £ S m ( X * X * K n ) . <n note 

L 1'operateur défini par l'intégrale oscillante 
a 

L ar(x) = (2ïc)-n J ei<x-y.Ç> a ( x , y , t ) f(y). dyd* 

Ici la phase est ^(x,y,f) s <x-y.Ç> .Elle est linéaire en ̂  

donc C au voisinage de f = 0 , et il n'est plus nécessaire de 

supposer a nul au voisinage de £ = 0 comme au §2 . Les différen

tielles partielles d vf = £ * d ne s'annulent jamais pour 
x y 

Ç o ; en outre on a d̂ *f = x - y , donc S^ est la diagonale 

rie X * X . On a donc , en vertu du §2 , n°^4 

(''.') I ^ est continu C^(X) - o C ^ X ) , se prolonge continûment 

C f \ ) C ™{ X ) , et diminue le support singulier • 

Le transposé de L est L / W\ et l'adjoint de L est 
a a(y,x,-£) J a 

^ * Définition,- On note OPS m(x) l'ensemble des opérateurs  
1 » avec a S m(X x X * R n ) . Les éléments de 0PS m sont les  

o{ < ' m leurs psourio-différentiels (opd*) de degré m • 

('>.') i A f A Q t , • . • sont des opd • » on écrit A A/ 21A^ 

s'il existe une suite (m^) tendant vers telle que 

A - A. € OPSm*< . 
J < K ; m 
Il resuite de (1.18) que si A, 4k. OPS k est une suite d'opd. , 

où (m N, est une suite qui tend vers -00 , il existe un opd. A tel 

que A -v ̂ A ^ • 

Il résulte de (2.11) que /^OPS01 est l'ensemble des opérateurs 

à noyau C** . donc continus : C ~ ~* C?° • On écrit A *v 0 si le noy,-u 

rie A est une fonction . 

(!.'•) Défi nit ion . - On dit qu'yen opérateur A : C^(x)—»c"**(x) est  

proro si les restrictions au support du noyau de A des deux  

project ions X x X —> X sont propres . 
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Ainsi A est propre si pour tout compact Kc X 9 il existe un 

compact L c X tle que pour toute f fc ̂ í * ) A f soit nulle hors 

do L si f est nulle hors de K f et Af soit nulle dans K si 

f est nulle dans L • Par exemple L est propre s 1il existe un 
a 

ensemble fermé F c X x X tel que les deux projections F —» X soient 
propres , et que a(x,y,Ç) soit nul pour (x,y) F • 

Si A est un opd. propre , il est continu C** -s> C** et C~ -9 C~** 
¿* -00 -cîb 0 0 0 0 

et se prolonge continûment C~* C*° et C~ C~ (A transforme 

somme localement finie en somme localement finie) • 

Il existe des voisinages fermés F de la diagonale de X x X 

tels que les deux projections F —* X soient propres (par exemple , 

l 1 ensemble des couples (x fy) tels que |x-y|^¡É r-e-^-quë l e s distances 

de x et y à la frontière de X soit 9 où £ est un nombre ^ 0 ) 

¿i £—est nn tpl von si nage—j—il existe une fonction C 6* $ K{x9y) , 

nulle hors de F , et égale à 1 au voisinage de la diagonale . 

-Vo \» ur tout a £ S m ( X * X x R n ) p L v est un opd. propre 9 et 

L est un opérateur à noyau C puisque le noyau de L v a -"/Ca a ••/la 

est nul au voisinage de la diagonale 9 et est |ie==±sM«**=-fcjfcÇŒ̂  C**3 

en dehors de la diagonale d'après (2.12) . O n a.donc prouvé t 

(3.6) Proposition.- Pour tout opd. A e OPS m(X) 9 il existe un opd. 

propre A 1 tel que A 1» A 1 A/ 0 • A* A! 

(3.7) Exemple Soit a £ S m ( X x R n ) • L'opérateur a(x/D) défini par 

a(x,D)f « ( 2 X ) ~ N J E Í X X a (x f ?) f(S) <£ -

« (2Tt)- n j E I < X ^ ^ > a(x, *) f(y) dy d? 

est un opd. de degré m (la dapxième intégrale est l'intégrale 

oscillante ; pour toute TE C Q 0 0 ^ 1 égalité est vraie pour a £ S 

car les deux intégrales sont alors absolument convergentes de sorte 

l que l'égalité résulte de la définition de f ; elle reste vraie 

L^our tout a £ S°° par passage ù la limite). 

Comme on a vu au §0 , si a est le polynôme a(x #Ç) - ¿ L a . J x ) ^ 

où k est un entier positif 9 et . a 6C°"(X) pour )p\ £ k 
OC 
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( none a <£ s l v(\xk n) d'après (1.3)) $ a(x,D) est l'opérateur 

H il firent ici de de^ré <; k : ^ Z^a^(x) {j> £Kf . Les opérateurs 

différentiels à coefficients sont donc des opd. . 

2 . Synbo1o total 

Nous montrons maintenant que les opd. sont essentiellement tous 

de la forme a(x,D) (avec a € S ^ ( X x R n ) ) t 

( ') • ) ! ropo^ i tion . - ( i ) Soit A un opd. de de^ré ̂  m sur X . 

I 1 exist o ac S m(.XxH n) tel que A/va(x,D) . 

i- n [>art i cul i er 0 

i * ) 2JL A est propre f et si on pose a(x,j) ss e""* X t^ A(e* X*^) , 

on a a 6. S n i ( X * K n ) et A = a ( x , D ) . 

l'r.o telle amplitude a est unique mod. S : 

( i i i ) LLÎ. a(x,D)/v 0 , on a a a/ 0 . 

(iv) "Sj^ A = avec b 6. S m( X > X x R n ) 9 on a A /v a(x,D) sj^ 

a(x , r ) /v L / « ! ( ^ f t i f f b C x . y , ^ ) | y = x 

Démontrons d fabord (iv) 9 qui implique (i) . Comme on a 

on voit , ei intégrant par parties dans la formule de définition (3.1) 
.-KL 

qu'on a JO = i L,^x 
(y-x/ a a 

D'outre part si a <S S m(X * X % R n ) est nul à l'ordre k sur 

la diagonale de X x X , on a a = 21. (y-x/* > avec a 6 S m(\.-X*K n), 

p tr exemple (1-0 

ajx,y , f ) = k/«! Jtfljjf a(x,x+t(y-x),f) dt 

Donc l. = est en fait un opd. de de^re m-k . 

(iv) résulte alors de ceci , et de la formule de Taylor , qui 

montre que pour tout k , a - (y-x)* a (x , f ) ^ S m est nul à 

l'ordre k sur la diagonale , si on pose 

a K ( x f Ç ) = 1/*! ( ^ f k f x . y . Ç ) | y = x 
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Soit maintenant A un opd. propre • de degré m 9 et soit 

b o S m(Xx Hn) tel que A a/ b(x,D) 

Soit s(x,z) t£ C*^(X»cl{n) la transformée de Fourier inverse 

on- ^ de b(x ,Ç ) . Le noyau de b(x,D) est donc la restriction 

à X K X de S(x)X-y) (en effet c'est vrai si m < -n ,car alors 

le noyau de b(x fD) est la fonction continue 9 somme de l'intégrale 

convergente (2Tv)~n J e ^
x - y * Ç > t>(x,£*) df ; par passage à la limite 

;.:ans S"^ , or. voit que c'est encore vrai pour tout m ) . 

0 n a S l x * Clln-iDl)é'
 s ~ * ( M l < n - { p } ) ) • E n e f f e t s i *> fl 

sont trois multi~4 ndices , avec 1M > m «f n + \fi\ 9 l a distribution 

2 ^ (̂ z ) ^ (̂ x ) s e s t u n e fonction continue . bornée au dessus de tout 

compact de X • puisque sa transformée de Fourxer en z est 

î (^ç) ï (fj ) b(x, e S 1 1

 9 et est donc mtegrable 

en £ , uniformed ont quand x parcourt un compact de X #̂  

i X ^ * X Ç 

Soit alors a(xjÇ) = e""1 * A(e x * ) (où comme au §0 , on 

co .sidère 9 pour tout ? 9 e 1 X # comme élément de C ^ ( x ) ) 9 et 

soit T(x.z) la transformée de Fourier inverse en Ç de a(x f£) • 
Comme on a (§0. n°5) A » a(x.D) £ l e noyau de A est l a restriction 
à X K X de T(x,x-y) , 

Soit X l'extension de A à C ^ R 1 1 ) définie par A{r) = A ( f l x ) • 
/ *-\ -ix.Ç, ^/ ix.Çx / v XX.Ï . . . 

On a encore a\x9\) = e j x A(e *J (ou e est maintenant 

considéré comme é lément de C^(k n)). Pour toute If 6- C^(K n) # 

on a ^ = (2»t)~n J e 1 X t * $(£) d f , d'où , comme au §0 t 

A ^ = (2K)~n / e 1 X ^ a(x,t) Cç(^ ) d£ • Par suite f comme ci-dessus $ 

le noyau de est T(x fx-y) . 

Comme A est propre , pour tout compact K C X 9 i l existe un 

compact L c X tel que si f e C**(Rn) est nulle dans L , Af soit 

nul dans K ; pour x £ K , l e support de la distribution T(x,x-y) f 

considérée comme distribution de y > est donc contenu dans L 9 et 

celui de la distribution T(x,z) » considérée comme distribution de z , 

est contenu dans x - L C K - L • Ainsi T(x fz) est nulle au 

voisinage de z = M . 

Comme on a A a/ b(x,D) 9 l(x,x-y) - S(x.x-y) est C** dans 

Xh X . Il est aussi C** en dehors de la diagonale dans X Xiin (pour 

S f cela résulte de ce qui précède ; d'autre part T(x,x-y) est C*° 

hors de la diagonale dans X x X , puisque c'est le noyau d'un opd. , 

et il est nul , donc C** au voisinage de X * (R n— X) d'après ce 
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()\\} procède) • Comme SI xfRn--lOlfS~ ( x x( 1 { П ~ ) ) * o n a donc 
' - .S 6 Ь (XxR ) , donc aussi a - b e S (XxR J , et finalement 
a <? S i n ( b R n ) , ce qui démontre (ii) • En outre si A = О , on a 
a = 0 donc b л/ 0 . c e qui démontre (iii) p et achève la démonstra

tion de la proposition • 

(Avec les notations ci-dessus $ le symbole total de A est la classe 

do r, r:;Od. S**) 

. Co:::n»îr -:?s e t trans posés 

(3.9)Proposition. - Si A est un opd. , l'adjoint A* est un opd. 

Si A * a ( x , D ) on_a* A*л/ I i" W / « ï ( ( j g f f â/\x,D) 

En effet si A = L a ( j ^ y > ç ) , on a A* = L S ( y , x , £ ) • 

En particulier l'adjoint de a(x,D) est ^a»(y f ) * a deuxième 

assertion résulte de ((3.b)(iv)) • 

De même le transposé *A est un opd. ; si A /v a(x,D) on a 

^ 1 i , 4 7 « ! fit ( x»-°) • 

( З Л О ) Proposition • - Ŝ i A e_t В sont deux opd. de dbvyî os respec-
t i f s ч m ejb <m* , et si A ou В est propre , A 0 В est un  
•по « de de^ro >m + m' • 

:ii A лу a(x.D) crt В л/ b(x,D) > on a A D В c(x>D) , avec 

с(х,?)л, J i" M/*î ^ f * ( i f b 

En effet comme A 0 В л /О si A / w O ou B A / O , on peut 
d faprès (3.6) supposer que A et В sont ^propres.tous les deux » 
On peut en outre , d'après (3.8)(ii) et (3.9) supposer A « a(x fD) 

avec a(x,£) = e ~ 1 X # * A ( e 1 X # * ) , et В = L j , и , avec 
г / c \ -ix.Ç цЖ/ ix.Vï 

On a alors 

Bf(x) = ( 2 * Г П Jei<X-y>*>b(ytS) f(y) dy d5 

d'où , comme au §0 , % 

A B £ = (2ÎC)- n [ A ( e i x ' Ç ) e - i y ^ b(y,fc) f(v) *У <*£ = 

= (2îc)-n j ' e

i < X " y ^ a(x ,Ç) ъ ( у Л ) f(y) dy d* 
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('lV.alité est vraie si m 1 < -n , car alors la première intégrale • 

• 1 ' i n té.'ïra 1 o définissant B f peuvent être considérées comme 

M I ( < T . ' I I P S convergentes à valeurs dans ; par passage à la limite 

f!ai,<: o , on voit que c'est vrai pour tout m* .) 

Comme on a a(x,£) b ( y,Ç)£ S m + m ' ( X x X ^ R n ) d'après (1.6) , (l.7) 

?eci démontre la première assertion . 

Pour la deuxième assertion , on remarque que d'après (3«&)(iv)) 

et (.5.9) > il existe des coefficients universels c (indépendants 

go a et b ) tels que 

c(x.f)-v Z- (jfcfb 

Or la deuxième assertion est vraie lorsque A et B sont 

ries opérateurs différertiels , comme il résulte aisément de la 

formule de Leibniz (alors en fait , tous les termes du développement 

asymptotiquo sont nuls sauf un nombre fini • et on a des égalités) . 

Llle est donc vraie dans tous les cas • 

• Opérateurs pseudo-différentiels sur une variété. 

Soient X , X* deux ouverts de H n , et X un difféomorphisme 

de X sur X' . Soit A € OPS m(X') , et soit A ^ l'image inverse 

de A par X {fi^f s A(f 07r
X) 0 y& ) . 

( 3 » 11 VV'M jsition.- Avec les notations ci-dessus , Av est un opd é 
t —1 m—1 

Si A v a(x,D) et A ^ v a ^ x ^ D ) , on a a^(x,£ ) -a(/Txj e S ~ . 

Supposons A = L » avec a C- S m(X* Xx R n ) . On a donc 
a 

Af(x) = (21C)"n J e

i < : x - y ' ^ a(x,y,f) f(y) dy d| 

On a alors 

V ( x ) = ( 2 ^ ) " n Je 4**"**'** a(JU,Xy.$) l^t X M Y ) | D * 

(V) 

Le théorème de division des fonctions • C montre qu'il existe 

une fonction C 1 0 M : X > X L( R n ) telle que %x - %y = M(x,y).(x-y) 

f-iar exemnle M(x,y) = | X* (x+t(y-x)) dt ) . On a alors M(x,x) = f (x) 

de sorte que M est inversible au voisinage de la diagonale de X ^X 
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Donc si aupp f est assez petit , et x assez voisin de supp f 

pour que M(x,y) soit inversible âu voisinage de {xj*supp f ,on a 

A xf(x)= J c 3 < x - y » ^ a O C x , X y . V l ( x , y ) . f ) I d e t S l C x . y J j ^ l d e t X ' C y ) ! f(y) dy ¿1 

Comme &<^t-outtr~f-a^on\ le noyau de A est hors de la diagonale , 

il résulte de (1.7) et (l.6) que A est un opd. de degré m . 

Pour la deuxième assertion , il suffit de remarquer qu'on a 

= a(x,x,Ç) noài S m 1 , et , puisque M(x,x) = X f ( x ) 

(donc les deux déterminants ci-dessus sont égaux pour x = y ) 

a^(x,Ç) = a(Xx,Xx /V ,.(x)~ 1^) . 

Si X est un ouvert de R n > E et F deux fibres vectoriels 

sur X , nous dirons qu'un operateur A $ C o(X,E) C (X#F) e s t u n 

opd. de degré m 9 de type E,F si pour toute section u de E 

et toute section C** v de F 1 , l'opérateur Y *—> v.A(<fu) est 

un opd, de degré m (si E = X x C et F = Xx <C sont des fibres 

triviaux , il revient au même de dire que les coefficients de la 

matrice de A sont des opd. de degré m , d'après (3-10) , dans le 

cas où A ou B est la multiplication par une fonction C** ) 

Ceci justifie la définition suivante : 

( 'i . 1 il ) {)«-• fini t ion • - Soient X une variété , E et F deux fibres 

y oc t.orinls sur X . On dit qu'un opérateur A : C**( X, E ) —> cf°( X, F ) 

est un opd. de dc^rc^m • de type E , F si le noyau de A est C 

ch dehors de la diagonale , et si pour toute immcr^s^pn~ ouverte- C a ' ̂  

X. : Y —> X f où Y est ouvert d'un espace numérique » l'image  

réciproque A ^ de A par X est un opd. (de type X*E , **F ) 

Un tel opérateur se prolonge continûment C *(X,E)—>C (X fF) . 

On notera OPS (X,E,F) l'ensemble des opd. de degré m , de type 

i), v . Si E s F s Xx C | on notera simplement 0PS m(X) cet ensemble 

(opd. de degré m sur X) . 

Comme plus haut , on a une notion d'opérateur propre • Si A 

est un opd. propre , de type E , F , il est continu C^(X,E)— >C^(X fF) 

et CT**(X,E) c£*(X,F) et se prolonge continûment C 6 4(X,E)cf*(X,F) 

et C~*Xx,E) —^ C^ ^ X ^ F ) * • Par exemple , un opérateur différentiel de 

type E, F est un opd. propre . 
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СТ. С л 1 с u 1 s yn bo 1 i que 

Soit X un ouvert de R n . On note OPSH m(x) c O P S m ( x ) 
I e ensemble des opd. de la forme , avec a é- SH m(X /« Xxtt n) (§l,n°5.a) 
n opd, Л ç OPS H** sera dit régulier (?) • Comme ) (^)^a est 

homo Г ne de degré entier en f si a l eest , toutes les constructions 
o; assertions ci dessus restent valables quand on travaille avec 
de amplitudes de SU00 . En particulier un opd. A est régulier 
s . et seulement si son symbole total est somme asymptotique de fonctions 

, лото -enos de 'degrés entiers (tendant vers -t*) de X , et A 
( t equivalent à un opd. régulier propre • OPSH*° est une classe 
d opd , stable par adjonction , transposition , composition , changement 
de variables p etc. • • 

(3.11) L-é fini t ion . - Soit A a ( x, D ) un opd. régulier de degré чч m , 
ofi a est somme asymptotique de fonctions homogènes : a л/ a ^ • 
(n ni-po.1Io symbole de A , et on note 6̂ (Af*le premier terme a^ ; 
c'on i.no fonction C*° , homogène de degré m en ï sur X x (î^ {с$ ) 

il résulte de (3.9) 9 (ЗЛО) qu'on a 

(:-..i.'0 б"д|ь = ^ 

.si В est un deuxième opd. régulier , de degré m* , et si A ou 

В est propre 
(3.15) <Г 9 ( A 0 В ) я (Г (A) Г ,(В) ' m+m' 4 ° ' m v ' m' ' 

On a donc 6̂  ~ . i ( A o B ) = ( 5 l ^ ^ t ( B o A ) t d e sorte que le crochet m+m m•m 
Â.!*] = A 0 3 - B 0A est en fait de degré ^m+m'-l . En examinant les 
termes correspondant aux multi-indices de longueur 1 dans le dévelop
pement asymptotique de la proposition (З.Ю) f on voit qu'on a 

< 3 - 1 6 > < W - i < £ A . D ) = ! { ' и ( а ь « - и . ( в ) } 

où le crochet de Poisson «£f,g| est défini par | д A u h v t ^ ^ ^ 

(злу) { f . g j = 2> g ^ ^ . a/-
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i \' est un autre ouvert de K n • et X * X 1 —>X un diiféo-

morp!.. ismr • on a • avec les notations du n°3 $ o^p'L** (3.^1) 

6 A ¿ x . \ ) = * A ( X x , V " l ( x ) . T ) 

I.o symbole se transforme donc comme une fonction sur le fibre cotangent. 

»oit maintenant X une variété , E et F deux fibres vectoriels 

ur , (;n dit qu'un opd. A de degré <m , de typo L , !• est 

f « u l i e r si pour toute immersion ouverte % i Y —> X , où est 

O U V E R T d'un espace numérique , et toutes trivialisations <t> : ,£*E ->X * G1* 

et 4 : y F —> X x c N , les coefficients de l'qpérateur f' A Y f 1 , 

sont dos opd. réguliers . Le symbole de A est alors l'unique section 

C°* , homogène de degré m , a : T*X - {üj — > L ( E , F ) telle que , 

avec es notations ci-dessus , les coefficients de la matrice de 

v^o^^r^t soient les symboles dos coefficients de la matrice 

de M-% <$> , pour tous les choix possibles de Y , X , (p , ^ 

ÏX* n : !*Y - (oV —-> L{ Z*E,X*F) désignant l'image inverse de a par X)i 

QU'une» telle section existe résulte aisément des remarques qui précèdent. 

(n le no e encore 6 ( A ) , ou €~ s'il n fy a pas d'ambiguïté sur le 
m A 

degré . T 

Les assertions ci-dessus se généralisent comme suit : si A 

(re«--p. B ) est un opd. régulier de type E , F (resp, F , G ) , de 

degré m (resp. m') , et si A ou B est propre * on a 

"j.lO 6" , ( B 0 A ) = ^ T , ( B ) . 6- ( A ) m+m ' ° ' m • v ' m v ' 

(où le produit dans le membre de droite est défini par la loi de 

composition naturelle : L ( F , G ) y L(E,F) — * L ( E , G ) ) . 

Si E et F sont munis de métriques hermitiennes C °* 9 et X 

d'une mesure u> de densité C°° strictement positive , l'adjoint 

A* de A est défini par la formule 

(uÍA*v)fu>^ J(Au)v) pu) pour u e (T(X,E) , C^(X,F) 

'i'est un opd. régulier , de type F , E si A est un opd. régulier 

de tvpe E , F • et on a . 

cas gevxéva) en |̂ uv â/>Kfc<̂  ¿£e k ^* t̂e . 
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( O'I l'adjonction L(E.F) —>L(F,E) • est définie au moyen des métriques 

choisi os sur E et F) . 

i.n effet ceci résulte immédiatement de (3 «1*0 si X est ouvert 

do i:n , E = X x C W $ F = Xx<£ N , où <rM et « N sont munis 

t'es métriques hermitiennes canoniques . et U3 est la mesure de 

l.obos,",uo .Si f toutes choses égales par ailleurs , on a to s A dx 

avec A e Cc*(x) , A > 0 , l fadjoint est A* = o" 1 A* A (A* dési-

",nant l'adjoint pour la mesure de Lebesgue) ; or on a ^(A~*A X)=*(a ) • 
Le c.. s général en résulte aussitôt car , avec les notations ci-dessus 

on peut choisir (P et \fy isométriques , et X transforme de toute 

façon la mesure choisie sur X en une mesure de la forme A dx . 

i \ est une variété , la 1-forme fondamentale de i*X est 

l'unique forme OĴ  sur T*X telle que pour toute fonction qé-C^(x) 

on ait P*(dq>) = d(tf0p) = ^ cdf où p désigne la projection 'i*X->X 

et dans le trpoisième membre $ on a composé les formes comme des sec

tions- \ , et T*X —* T*T*X . En coordonnées locales io = dx . . 

la ..'-forme fondamentale de T*X est = d ^ . En coordonnées 

locales te 0 = * dx . • Elle est non dégénérée , ferméee , et T*X 

est ainsi canoniquement muni d'une structur^ symplectique . Le crochet 

de Poisson des fonctions sur T*X est alors défini par 

{J>',\^ = ^ ^ ( d f . d g ) si on interprête ^ comme formr bilinéaire 

alternée sur TT*X , et si désigne la forme inverse , sur !*T*X. 

\vec c*«.v< définition du crochet de Poisson , la formule (3 .17) est 

encore vraie pour deux opd• réguliers , scalaires (ie. de type Ç , C ) 

sur une variété . 

On a enfin le résultat suivant (qui pourrait servir de définition 

du symbole) 

! 3 . I! i ) Propos it ion . - Soit A un opd» régulier de type E , F sur une  

varie t é X • Soit u <s C (*(X fE) une section , et ^feC^(X) une  

fonction réelle f telle que d<f ne s'annule pas sur le support de u. 

on a alors e ~ A ^ A ( e A i c f u) = À m ô^(d<f).u + 0 ( A m ~ M E?ur A ^ • oo , 

uniformément sur tout compact • 

Soit V un voisinage ouvert de supp u dans lequel ne 

s'annule pas , et W un ouvert de X disjoint de supp u • 
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I.'opôratcur f r->A(fu) se prolonge continûment x C"^[v) •>C^(w]F /). 
CA 

<xr il existe un champ de vecteurs C sur V , L , tel que L if = 

(par exemple L = -i Jgrad grad y où grad <f désigne le champ 

de vecteurs associé à d̂ > pour un choix d'une métrique sur TX). 

On a alors pour tout entier k L ^ e ^ ^ = № e^*^ • Comme la famille 
^iV 5

 f o est bornée dans C(V) , donc aussi dans C ^ V ) , la 

famille A^e est bornée dans C~°°(V) pour tout k , et la famille 

\ k A(e^ 1^u) est bornée dans W , uniformément sur tout compact • 

pour tout k . Ceci démontre la proposition en dehors de supp u • 

D'autre part quitte à remplacer u par une somme finie de 

sections de petit support , on peut supposer le support de u aussi 

petit que l'on veut • Quitte alors à remplacer* X par un voisinage 

ouvert convenable de supp u » et à choisir convenablement un système 

de coordonnées sur X , on est ramené au cas où X est ouvert de 

i,n , où E et F sont triviaux , et où tf est linéaire , par exemple 

y = x^ 9 sur X • Dans ce cas la proposition résulte de (3«b)(ii) 

et (iv) , qui montre que e ~ * X -^ A(e * X ̂  u ) £ S H m , et que le 

terme dominant est d^(x #Ç).u(x) • Ceci achève la démonstration • 

Remarque.- Les constructions et assertions des n°l-^ sont encore 

valables pour les opd. de la classe OPSJT(correspondant aux amplitudes 

a & Sç ) , pour J> \ • Alors les développements asymptotiques de 

(^.^)*(3.9)>(3.10) convergent encore (les degrés des amplitudes qui 

y figurent tendent vers -00) . Les résultats du n°k sont encore 

valables t à condition d 9 interprêter le symbole de A £ OPbj? comme 

une classe de fonctions a é mod • S^**~^ sur T*X .(dai:s la 

formule (3.17) pour les commutateurs , il faut remplacer *tn«nn

,-i 

(+) Si A est un opérateur différentiel de degré m , 

e"^1^ A(e^ 1 (^u) est un polynôme de degré m en A $ de terme 

dominant A™ (F^(dy).u ; ceci est encore vrai , bien sur , si 

n'est pas réelle , et si d(f peut s'annuler sur supp u 
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6. Cr^n t i nu i t< L/~ des opérateurs psoudo-différentiels . 

^ ) 1 héorome . - Soit A un opd , de degré 0 . Alors A est continu 

COTlf) loc 

11 s'agit de montrer que , pour toutes u • v 6 С » l'operateur 
2 ° f —>uA(vf ) est continu dans L • On peut donc supposer que le support 

du noyau de A est compact . 

! orrnr , - Soient X un ouvert de R n , ê t A = a(x^D) un opd. propre  
do d'-f.ré 0 . On suppose qu'il existe deux nombres M . £, У 0 tels  
que )a(x,^ ) \ £ M*- £ . Alors il existe un opd• В propre , de degré 
0 , tel que A* A + В # В M J Id . 

2 2 -** 
l'r«4ivf> du lomme : il résulte de (l.9) que b Q(x.f) = (M (а(хД)1 ) ' 

<»st dans s° , donc il existe un opd, propre В л/ b (x fD) • 
DO О О 

11 suffit alors de prendre В v 21 В f où В est un opd. propre 
de degré -к , construit par récurrence de sorte que 

к-* ^ k-v 2 ^ - — " — " — Л t t = A* A + ( Z Bi) ( Ï W ) - M Id soit de degré с -к ; pour tout k.) 
<=> 9 — """"~ 7 ^ — у

д 2 I.a construction est déjà faite pour к = >J[ ( A A * В В - M Id 
est de degré -1 d'après (3.9) t ( З Л О ) ) • Supposons la faite jusqu' 
<m r.mg k-1 . Notons que b Q est réel , elliptique de degré 0 (cf. 

( 1 .1 :i ) ) (en fait 1/b e S° d'après (1.9)) • Posons b R

 s -4 r

k / b

0 

où v, = r. (x,D) , et soit B. un opd. propre , В л, b.(x,D) . 
* . _ -k-1 Comme »y Ъ^йь*°&йВ^^ 9 de degré -k , on a r k - r k e S , 

et finalement , d'après (3-9) f (3.10) . on a R. + В*В л • B*B*& 0PS~* M 

fe» \ К K O О К et г « - U - В* В - B*B, s ( 2 в*)В. + B ' i f B . j f OPS'*^ , ce k+1 к k o о к «Г J к к ч £ j ' ^ 
qui démontre le lemmQ • 

F in de la preuve du théorème t Si le support du noyau de A est 

compact , on a A = a(x.D) où a e S° est nul pour x hors d'un 

compact convenable > donc a est borné , et le lemme s'applique à A. 

-oit alors В un opd. propre de degré 0 tel que A*A 4 B*B = 

vr Td + * où R est un opérateur à noyau С л . Alors si f 6 CQ $ 

on a 

/ )Af J 2 « J\Af \ 2 =j(A*A + В* В ) f . f = M 2 / ( f | 2 •J'Hf.f 

2 2 Comme \< est évidemment, continu L — > LV le théorème en résulte 
comp loc 
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-y. .f.'V.ni clos o p d , réguliers . 

3oi t a une fonction continue sur R n - ^oj , homogène de degré s. 

l'os on s 

m fa) = x* a(x) d<T 
* 

n i n 
o i désigne la sphère unité de R , et dff son élément de 

voJuTP usuel (moment sphérique d'ordre Oi de a )• 

on a alors 

/ x* a(x) dx =f m ^ a ) £ s + r H ' si s+n+W 4 0 

^ i ^ U 1 ( - m o c ( a ) L°st si s+n+W\ = 0 

n 
Soir C Q ( R ) • On a alors 

u = L ^ ( C ) x"7*! • 0 ( \ a \ s + n + ? ) , avec f > G . 
' Mj-s-n 

larl uite la quantité . 

J , / * - . F E R - : -

a une limite pour £ —> 0 . On note pf a la distribution sur K 

telle que <'pf a,i£*> soit égale à la limite pour t —> 0 de l'expres

sion ci-dessus pour toute >̂ é C^(R n) • 

t . : ) i r o position,- Soit a une fonction C 0 0 , homogène de degré s 

s I \ r T'n - V ) • Alors il existe une fonction b , C°° , homogène de  

do:^rô -s-n stir ; n -{o} , et I si s est entier 0 (rcsp. entier 

< -n) un polynôme homogène de degré s ( resp « -s-n) tels que la  

transformée de Fourier de pf a soit de la forme 

pf a = pf b s_i s n'est pas entier ^0 ou C -n 

pf a = pf b «f '.{(^ )iT s_i s est entier )0 

pf a = pf b «f H( x) Logjx1! :si s est entier ^ -n . 
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l'oson? pour abréger T = pf a , Observons pour commencer que 

e-t: '.J^ en dehors de 0 • Ln effet si /ttf-C^Ot11) est égale 

1 au voisinage de 0 , Xl est à support compact , donc jCf 

<-i , et ( l - X)T est au voisinage de 0 , donc (l-0()'I^Sî:

 # 

'onc la transformée de Fourier de (l-3C)T est C*° en dehors de 0 

(cf. preuve de la proposition(3•^) > p. 27) > ainsi que = +(l-X)'L. 
in a 0(Àx ) , q > > = A ~ n < T,(f(x/X )> . Remplaçant (f par (f(x/A) 

£ nar \Z dans la définition de £pf a ,<f^ , on en déduit 

auss iiot 

<'l ( A x ) / V > = ^ . < f > * A S L o C * 2 1 r- V (a) $ 0 ) 

.Hitrfr-.ont d i t 

- ^ v ) = A S l ( x ) + (-l)- n- S A S L o g A L ± ^ ( a ) 

,i • r,.\ 

A < M ) = r n - s
 t(Ç ) + A - n ~ s L o e A Z i , » » 

KL 

• r i on pose 1̂  (Ç) = ^ L 0 ^ ! ? ! f on a , comme on v é r i f i e immédiate -
nenr = A N ,T(Ç) +

 L ° g A S* • Par s u i t e 

Ul= -n-5 

est ':ono;:onc de degré -n-s , et C en dehors de 0 . Lnfin toute 

distribution homogène de degré -n-s , portée par l forigine , est 

nulle si s n'est pas entier positif , ou de la forme ' ( ^ ) ^ 0 1 1 

c-̂ t un polynôme homogène de degré s si -n-s est entier ^ o . 

la proposition(3.22) en résulte aussitôt • 
T.a proposition (3.2;.}) se généralise aisément en une proposition 

décrivant la transformée de Fourier partielle en % d'une fonction 

a ' \ ' t Ç ) C** sur *x(!tn-{°$) 9 homogène en Ç , si X est une variété . 

><>it maintenant X un ouvert de R n , et A ^ a(x,D) un opd. 

r:''-viior sur X . Soit a/vTa , le développement asymptotique de 
m— K 

a , o:i a . est homogène de degré m-k en £ . Soit enfin pour 
m — k 

j: >, -m-n . bf (x.z) la transformée de Fourier inverse en z de la 
' 1 k 

ci - tribut ion pf- a k^ x/^) • c l e s t d° nc une distribution de la 

forme 
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b (x,z ) = pf b/(x,z) + 2L *L(x) £ (z) si k Ç -n 

b,, (x,z ) = pf b'(x,z) si k est entier , -n 4 k < U 

by(x9z) = b' k(x,z) + Z L (x) z* Log\*\ si k >y 0 

où b^(x fz) est sur Xx(R n-{^i) f homogène de degré k en z 

et les c, 1 c f sont des fonctions C sur X • 
M PC 

Cn outre si T(x,y) est le noyau de A , pour tout entier X 

la d i s t r i bu t i o n 

"(x,y) - 21 b (x,x-y) 

est une fonction de classe Ĉ * sur X * X (en effet b est de 

k 
cJo e C si k > N f et de toute façon la différence ci-dessus 

N ' > 
csi de classe C" ou N f tend vers +6» quand N —> +*o ) # 


