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RELATIONS ENTRE LES TERMES D'INTERACTION SUPERIEURS 

ET LES TRACES DES CORRESPONDANCES BINAIRES 

ASSOCIÉES A UNE CORRESPONDANCE MULTIPLE 

[TRACE INT. MULT.] 
par V. Cholakian* 

1 Le. ccu d'une, c.0A.A.e.& pondante, tdfina^Lfiz 

7. / VtiiàzntOLtlon dzé neZa&ix>n& davu tt IOJ> d'une coKH-eàpondance. ten.na.lKe. 

On rencontre fréquemment, notamment dans les statistiques éco
nomiques des tableaux de correspondance ternaire I.J.T. Ces données 
sont traitées en analysant d'une part les tableaux de marges binaires 
IJ, IT, JT ; d'autre part le tableau ternaire lui-même considéré com
me un tableau binaire, e.g. (IT).J ; ce dernier tableau pouvant être 
soit- analysé par lui-même, soit adjoint en lignes supplémentaires au 
tableau I.J. Ces multiples analyses suggèrent des comparaisons entre 
les traces, c'est-à-dire entre les inerties des divers nuages. Par 
exemple aux trois tableaux IJ, TJ, (IT)J dont l'ensemble des colonnes 
est J, sont associés trois nuages de profils sur J : N(I) , N(T) , N(IT) 
(avec dans Rj la même métrique du chi2 de centre Fj), l'inertie de cha
cun des nuages étant la trace d'une correspondance binaire, (trace que 
dans la suite on notera "int" ; interaction) : une première conjecture 
serait que l'inertie de N(IT) soit la somme de celles de N(I) et de 
N(T) ; i.e. avec la notation "int" : 

int(IT,J) =? int(I,J) + int(T,J). 

Ainsi qu'il apparaîtra bientôt, cette formule n'est vraie que 
sous des conditions très restrictives ; en revanche nous donnerons 
d'une part une formule approchée (où le terme ternaire int(I,J,T) se
ra défini ultérieurement) 

int(IT,J)* int(I,J) + int(T,J) + int(I,J,T), 

formule qui est même une identité si int(I,T) = 0 ; et d'autre part 
une formule explicite, plus complexe, qui sera calculée dans certains 
cas (§ 3). 

Quant aux démonstrations, il nous a paru avantageux de les faire 
dans le cas général d'une correspondance multiple (§ 2) en sorte que 
l'exposé du cas ternaire (sur lequel on reviendra au § 3), n'est qu'une 
introduction ; écrite avec des notations plus légères mais moins puis
santes que celles requises pour le cas général. 

L'auteur remercie Monsieur le Professeur J.P. Benzêcri pour ses 
conseiIs. 

Ce travail a été subventionné par le conseil de Recherche en 
Sciences Naturelles et en Génie du Canada et par le conseil de Re
cherche de l 'Univers i té de Moncton. 

(*) Docteur 3° cycle en statistique. Université de Moncton. Canada. 
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86 CHOLA KlAN 

7. 2 Notations zt Ka.ppe.tii àuK la. décomposition dzà inteKaction& : 

L'objet étudié est une loi de probabilité fIJT sur le produit de 
trois ensembles finis I,J,T. 

fIJT = {fijtl i e I ; j £ J ; t eT>. 

Les lois marginales simples (sur un ensemble) sont notées f , 

f_, fm ; et de même fTT, fTfP/ fTm* pour les marges binaires : u i xu il JI 

f i = E { f i , j , t . | j e J ' t e T } ; f i = ^ 1 ^ z > '• 

f j t = ï { f i , j , t l i £ l > ' f j p M i y j . J . t c T } 

Par densité d'une loi, on entend toujours : "densité par rapport 
au produit des marges simples"; e.g. : 

dijt = fijt/tfifjV ; dij = fij/tfifj) ; etc.. 

Si l'on fait choix sur les ensembles I, J, T des bases de fonc

tions orthonormées (par rapport au produit scalaire défini par les 

lois simples f f f ; ia fonction constante 1 étant la première ± J i 
fonction *pQ de base ; e.g. 

Z l ^ o J ^11^1} = «aa •• « » £ f±liel} = 6 a o.), 

toute fonction réelle sur U T (ou sur le produit de deux ensembles de 
base peut être décomposée en un terme constant (la moyenne) , des ter
mes simples (dépendant d'une seule variable) ; des termes doubles (dé
pendant de deux variables) ; et enfin un terme triple : par exemple 
pour une fonction : 

^ijt = ^ooo + ̂  ^ + E3 *
e*J + EY m V + 

aB a y3 1 Y e Y Ya Y a aBY ycTB Y 

dans ces sommes, les indices a, B» Y sont toujours supposés différents 

de 0 ; en sorte que, e.g., ^¾ «p Y (dont le coefficient est i|̂
Y) est 

une fonction produit qui dépend véritablement des deux variables j et 
t. Comme le démontre A. Bener (cf. iINTER. CORR. MULT.l, in CAD, Vol VII, 
n° 1 ; 1982) les huit termes ne dépendent pas des bases de fonctions 
particulières choisies, seules interviennent les lois marginales sim
ples f_, f_, f_. Nous utiliserons ces décompositions de fonctions uni-

iit 
quement pour la densité d J et les densités des lois marginales bi
naires. Dans ces cas, précisément parce que les mesures de références 
fl' fJ' ^T s o n t l e s ma*"ges de ces lois, il n'y a pas de terme dépen
dant d'une seule variable (l'analogue de Z ipa*p est nul) et de plus 

iit (parce que fTT est marge f,_m ; etc.) le terme en ij de d
 J n'est au-

tre que celui de d J et de même pour les autres couples de variables. 
On écrit donc : 

d 1 ^ = 1 + r1^ + r
j t = r*1 + r 1 ^ ; 

d1^ = i + r1^ ; d
jt= 1 + r*fc ; dfci = 1 + r*1 ; 

la lettre r a été choisie comme l'initiale de "relation" ; r1-̂  repré
sente l'écart à l'indépendance pour la loi marginale f sur IJ ; et 

http://Ka.ppe.tii
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la trace de cette correspondance n'est autre que : 

,|fIJ " fIfJ "flfj = int<X'J> = 2{(rlj)2fifj]i c I ; jeJ} ; 

de même pour r1 et r x (notons au passage qu'on écrira indifféremment 

dans la suite r ou r selon l'ordre où sont considérés les ensem

bles I, J, T) pour le terme ternaire on écrira de même : 

int(i,j,T) =z{(rljt)2 f±fjft |i e I ; j e J ; t e T}. 

Enfin nous rappelons que, considérés comme des fonctions sur 

I xj xT (muni de la loi produit f f f ) les différents termes r1] , 

r X, r3 , r1] sont orthogonaux entre eux) i.e. leurs produits deux 

à deux ont moyenne nulle), ce qui en bref, résulte du fait que les 
I J T fp , V o , tf> sont des fonctions de moyenne nulle . 

J. 3 Calcul de. int{ IT,J) : On a par définition : 

int(IT,J)= |f I T f J - fIT.fjll?IT.fJ 

= £{(fijt - fitf j>
2/(fitf j) li * I ; j e J ; t € T} 

= E{fifjft(d
ijt - dit)2/dit[i € I ; j € J ; t e T} 

= E{fifjft(r
ijt+rij+rtj)2/(l+rit) |id ; jcJ ; tcT}. 

Dans le calcul de cette expression, nous considérerons divers cas 
particuliers : 

/.3./ Indépendance. entKe 1 et T : On a alors f. = f.f., ou encore 
it " it 1 

r = 0 ; il n'y a plus de dénominateur (1+r ) ; d'où : 

i n t ( I T , J ) = X { f i f . f t ( r l j t + r l j + r t j ) 2 | i e I ; j e J ; t < T > . 

= i n t ( I , J ) + i n t ( T , J ) + i n t ( I , J , T ) . 

(égalité qui résulte de ce que, comme on l'a rappelé les termes r1] , 

r1-1, r J sont orthogonaux entre eux. 

/.3.2 Développement à VoKdKe 2 : La même formule se retrouve si 
on suppose que tous les termes r de d1] sont des infiniments petits 

d'ordre 1, et qu'on cherche le terme principal du développement de 

int(IT,J) : alors (r1]t + r1-3 + r 3) est un infiniment petit d'ordre 2, 

et le coefficient (1 + r1 )~ est équivalent à 1. On a donc : 

int(IT,J) = int(I,J) +int(T,J) + int(I,J,T)+03 (r) =int2(IT,J) + 03(r) 

1.3.3 Calcul du teKme d*OKdKe 3 : Le développement usuel (1 + r ) " = 
2 

(1 - r + r . . . ) , donne ici : 

int(IT,J) = int(I,J) + int(T,J) + int(I,J,T) -

^ f . f . ^ t r 1 ^ • r ^ + r 1 : » ) 2 ^ i,j,t)+0
4(r) ; 
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en développant le carré, on trouve six termes, certains multipliés 

par r ont moyenne nulle ; par exemple (r13) r1 a moyenne nulle en 

t, comme r1 ; finalement il reste, comme terme du 3-ème ordre, int : 

int3(IT,J) = - Z{f±f .ft r
ii:(2rij rt;i + rijt (ritj+2(r±j+rtj)))| i, j,l:} 

Cette formule ne contient plus qu'un terme dans le cas particulier 

où l'intersection ternaire est absente (i.e. V i, j, t : r 3 = 0). Au 
§ 3 nous ferons ces calculs dans des cas très simples de correspondan
ce ternaire, afin de vérifier que ces termes peuvent effectivement être 

2 
non nuls . Dès maintenant on peut noter que puisque au-delà de int on 
a un terme de 23, ce dernier peut avoir un nombre quelconque (positif 
ou négatif). 

2 Cas généKal d'une coKKespondance multiple 

2.1 Notations d'appel : Comme A. Bener (loc. cit.), nous prenons com
me exemple typique d'une correspondance multiple un questionnaire Q , 
avec pour chaque question q , un ensemble Jq de modalités de réponse. 
On note donc : 

JQ = JHJq |q e Q} ; JQ = {jqlq e Q} ; 

un élément jQ de JQ n'est autre qu'un système de réponse à toutes les 
questions (réponse jq â la question q; etc.). On considère une loi de 
probabilité f , qui donne la probabilité relative f.Q de chaque système de ré
ponses. Il y a sur chaque Jq une loi marginale f et des lois margina
les sur chaque produit partiel d'un sous ensemble X du questionnaire ; 
on note : 

X c Q : JX = JÏ{Jq|q £ X} ; JX = {jq|q e X} ; 

d J X = f j X / lHfjq|q£X}. 

Au § 1, on a considéré U T = IT x j, ici plus généralement on pren
dra : 

Q = A uB ; A n B = 0 ; JQ = JA . JB ; 

par exemple, s'il y a 7 questions q , JA pourra être le produit de 3 
des Jq ; et JB le produit des 4 autres. La décomposition des densités 
en termes dépendant d'un sous-ensemble déterminé de variables se fait 
de manière unique, comme au § 1.2 : 

dJQ „ z { r 3
x | x c Q} 

dans cette formule, le terme correspondant à X = 0 (terme qui ne dé
pend d'aucune variable) est la constante 1 ; et les termes dépendant 
d'une seule variable (X = {q} ) sont nuls ; on peut donc récrire : 

djQ = l + Z{r^X|XcQ : CardX > 2} ; 

i X avec entre les rJ les propriétés d'orthogonalité usuelles. 

2.2 Calcul de int[JA,JB) : Il s'agit simplement de la trace de fTri 
— _ _ _ ^ _ ^ _ jy 

considérée comme une correspondance binaire usuelle sur le produit 
des ensembles JA et JB : 

int(JA.JB) =UlfjQ-fjAfjB)
2/(fjAfjB)l JQ , JQ}. 
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Comme au § 1.3, on transforme la formule en introduisant les den
sités totale et partielle : 

int(JA,JB) =Z{JI{fjq|qeQ} (d
JQ - dJA d J B) 2 (dJA dJBf * | jQ e JQ} . 

Pour le développement en r , on note que le dénominateur (dJAdJB) 
est équivalent à 1 ; tandis que la fonction élevée au carré, qui cons
titue le numérateur est d'ordre 1 en r; et peut s'exprimer comme suit, 
en écartant les termes de - 2 en r : 

*JQ dJA dJB Z{rjV| V c Q ; v n B ^ V n A ï 0} 

en effet les termes r JV 

parce qu'ils sont à la fois dans dJQ et dJAdJB 

pour V inclus dans A, (ou VcB), disparaissent 

On a donc : 

i n t ( J A , J B ) ^ £ { | | r J V | | 2 | VcQ ; VnB f 0 ; VnA ï 0} + 0 3 ( r ) . 

(où on a noté II r1 JV"2 - £{n{fjq q c V}(rjV)2 IjVc JV} ) 

Le calcul du terme d'ordre 3 peut se faire, mais il est plus com

plexe qu'au § 1.3 : parce que, ici il faut tenir compte d'une part de 
ce que (dJA dJB)~l 

1 + O^r) et d'autre part de ce que <dJQ-dJAdJB) 
JQ ,JA jJB. , 

d d ) a des termes du 
comporte des termes du degré 2 donc (d' 
s 3 '; (au § 1.3, l'analogue de dJB est 1 ! ). 

Comme au § 1.3, int(JA,JB) se réduit à son terme d'ordre 2 en r 

s'il y a indépendance a l'intérieur de chacun des deux groupes de va

riables A et B , i.e. si : dJA = 1 ; dJB E 1. 

3 Exemples de coKKespondance teKnaiKe 

3.1 CoKKespondance sUK le cube : On pose : 

I = J « T - { + 1, -1 } ; V i,j,t : f. f, = ft = 1/2. 

Dans ce cas sur I, J, T, il y a une base de deux fonctions ortho-
normées : d'une part la constante 1 : y? = (1,1) ; d'autre part la 

fonction de moyenne nulle y? = (+1,-1) ; comme nous avons identifié 

les i,j,t à des nombres (+1 ou -1), on peut écrire : 

^3t 1 + a i j + b j t + cti + eijt 

où a, b, c, e sont des nombres réels (auxquels on incorpore seulement 

d'être tels que la densité soit partout positive ou nulle) . Voici , à 

titre de précision le tableau des d1^ =8f, ,, : 

i t 

IT J + -

j = i 

l + a + b + c + e 
1 + a - b - c - e 
1 - a + b - c - e 
1 - a - b + c + e 

j = " I 

1 - a - b + c - e 
1 - a + b - c + e 
1 + a - b - c + e 
1 + a + b + c - e 

Il vient pour l'intersection : 

int(ITfJ) = (1/2) (((a+b)
2/(l+c)) + ((a-b)2/(l-c)) + (2e2/(1-c2))) 



9 0 V. CHOLA KlAN 

au second ordre en r, i.e. ici en a, b, c, e, il vient : 

int(IT,j) * a2 + b2 + e2 + 03(r) ; 

2 2 2 
où on reconnaît : a = int(I,J) ; b = int(T,J) ; e = int(I,J,T) ; 

le terme du 3-ème ordre ne dépend pas de e : on a : 

int(IT,J) * a2 + b2 + e2 - 2abc + 04(r). 

En se reportant au § 1.3, on voit que le terme - 3, (-2 abc),n'est 
autre que - Z{f.f .£ 2 r1 r1J r 3} ; ici r1 n'est autre que ai j, etc.; 

it ii ti ^ 2 2 2 et r r J r J est abc i j t , c'est-à-dire la constante abc puisque 
les i, j, t valent +1 ou -1. Les autres termes de int sont nuls : par 
exemple r1 r1] r3"3 = c e a i j t = c e a i , dont la moyenne est nul
le. 

3.2 AutKe exemple : Il est facile de voir que les annulations de ter
mes observées dans la correspondance sur le cube ne se produisent pas 
pour toute correspondance ternaire : c'est-à-dire que dans le calcul 

de i: 
pose 
de int , r •* peut apporter une contribution effective. Par exemple on 

j = T = { + 1,-1} ; f. = f = 1/2 ; mais : 

I = {iO ; i' ; i"} ;f.0= f ±, = f ± „ = 1/3 

sur I on a les fonctions de base : 

<pQ = 1 ; Vx = /3/2(0 ; 1 ; -1) ; tf>2 = /1/2(-2 ; 1 ; 1) ; 

on prend pour la loi ternaire : 

r " = e^.t ; r1* = e^.j ; r ^ = 0 ; r 1 ^ = e,/ .j.t 

3 2 
d'où pour int (IT,J) d'après la formule du § 1.3 (en remplaçant j et 
t2 par 1) 

i n t 3 = - e 3 Z{f±f f t * / . M * / . j t ) f*,,1 j t + 2 ^ 1 j) } 

= - e 3 Z { f ± f j f t ^ 1 v^1 ( ^ t + 2V?/)} 

= - 2 e 3 Z { f i f j f t ( ^ 1
i ) 2 ^ 2

i } = - e
3 / 2 ; 

r é s u l t a t non nul , comme annoncé. 


