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L'ARTICULATION DES VOYELLES : ANALYSE SUR 

MICROORDINATEUR ET INTERPRETATION DES 

RESULTATS EN COMPARAISON AVEC CEUX ISSUS 

D'UNE ANALYSE TERNAIRE 

[ARTICULATION VOYELLES] 

par J.P. Benzécri (1) 
et Ch. Féghali (2) 

Comme l'atteste la longueur de son titre, cet article poursuit 
de multiples fins. Expliquons sa genèse ! 

Dans son n° 10 (juillet 1981), la revue Behaviormetrika (Boite 
Postale 5030 ; Tokyo International ; Tokyo 100-31) oublie un arti
cle de J.B. Kruskal intitulé "Multilinear Models for Data Analysis". 
Le tableau de données d'après lequel est illustre cet article (cf. §l)nous a 
paru offrir matière à des analyses factorielles et à des C.A.H. sus
ceptibles de fournir des résultats sommaires mais intéressants pour 
la phonétique articulatoire (cf. §3.4). D'autre part, (cf. § 2) la 
taille du tableau permettait de publier complètement les listages de 
sorties ; c'était l'occasion d'avoir recours à un ensemble de programmes 
écrits en langage BASIC et exécutables sur un micro-ordinateur. En
fin le thème propre de l'article cité était l'analyse des tableaux 
à triple entrée (tableaux parallélépipédiques) par une procédure 
spécifique appelée PARAFAC CALDECOMP : l'analyse des correspondan
ces multiples étant un souci majeur des statisticiens, il valait la 
peine de comparer les résultats présentés par J.B. Kruskal avec ceux 
de l'analyse des divers tableaux de correspondance binaire que nous 
avons construits à partir du tableau ternaire initial (cf. § 3). 

J Le ta.bl2.aa de.6 donnez* : L'observation aux rayons X a permis 
de mesurer exactement sur des clichés la position de la langue re
lativement au palais et au pharynx. D'où le tableau ternaire sui
vant que J.B. Kruskal publie en renvoyant pour plus de détails à 
une revue d'acoustique (cf. Harshman, R.A. Ladefoged, P. ; & Golds-
tein, L. in Journal of the Acoustical Societv of America ; $2 PP 
693-707 ; 1977) . 

I = Un ensemble de 10 phonèmes vocaliques de la langue anglaise 
(dans sa prononciation aux U.S.A.). 

J - Un ensemble de 13 positions, le long de la langue. 

K = Un ensemble de 5 sujets (lesquels, à en juger par l'illus
tration de l'article de J.B. K., pourraient être des femmes). 

k(i,j,k) = largeur du tractus vocal au niveau de la position j 
quand le sujet s prononce le son i . 

N.B. Les lecteurs intéressés par les programmes d'analyse des données en lan 
gage BASIC peuvent s'adresser à Ch. Féghali (laboratoire de statistique) 
Université Pierre et Marie Curie. (4 place Jussieu - 75230 PARIS CEDEX 05). 

(1) Professeur de statistique. Université Pierre et Marie Curie. 
(2) Docteur 3° cycle9 Chercheur-Informaticien C. N. R. S. 

http://ta.bl2.aa
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Harshman et coll. précisent que les sujets devaient prononcer 
des phrases de la forme suivante ; 

"Say h (vowel) d again" (i.e, répétez le mot h (voyelle) d ) ; 
les voyelles étant ; 

/ i , i, et, , x , a, o, à, ,u/, 

comme dans "heed, hid, hayed, head, had, hod, hawed, hoed, hood, 
who'd". 

Pour chacune des voyelles, on a choisi une seule image comme 
figurant sa prononciation par chacun des sujets : choix délicat, gui
dé pour les voyelles /\ , z, x, a, / par la stabilité du 2-ème for
mant ; ou, lorsque la prononciation présentait constamment les ca
ractères d'une diphtongue, choix fixé à 30 ms (millisecondes) en-
environ après la première consonne h. Du point de vue de l'analyse 
des correspondances il aurait été particulièrement souhaitable de 
posséder les descriptions des positions successives de la langue 
lors de la prononciation d'une diphtongue. 

1 = (1,1-^)^1^,01,0,0,0^} 

[Articulation Voyelles] §4 : 
Explication des cloti-necs d'après Harshiajnv fcaQ. 
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On doit encore souligner combien il est difficile de définir 
avec précision des positions le long de la langue ; les mesures de 
largeur elles-mêmes, sont définies par Harstanan et coll., en fonc-r 
tion de leur objectif propre, qui est l'étude des formes delà lanr 
gue : il ne s'agit pas à proprement parler de largeur (dimension 
sagittale) , mais de ce que serait la largeur si la paroi supérieure 
du tractus vocal était immobile ; condition qui est réalisée en a-
vant (palais dur), mais non en arrière (voile du palais et pharynx) ( 
Enfin l'espace compris entre les lèvres a été mesuré, mais ces me-*-
sures ne sont ni publiées ni analysées par les auteurs cités. 

Pour l'analyse des correspondances, le tableau ternaire IxjxS 
sera considéré comme un tableau binaire ({ IxS),J) avec 

k((i, s), j) = k(i,j,s) 

la ligne (ifs) décrivant par un profil sur J la forme du tractus 
vocal du sujet s prononçant le son i . A ce tableau , s'ajoutent 
les deux tableaux de marge binaire I * J et S x j ; définis par : 

k(i,j) = Z{k(i,j,s) |s £ S} ; 

k(s,j) = £{k(i,j,s) |i c I}. 

En bref le tableau k(i,j) donne pour chaque son i un profil 
moyen du tractus vocal calculé sur les 5 locuteurs;et le tableau des k(s, j) 
donne pour chaque locuteur s le profil moyen de son tractus vocal 
quand il prononce l'ensemble des 10 sons considérés. Nous n'avons 
pas analysé le tableau de marge I x s : lequel donne pour chaque 
son i prononcé par un sujet s ; une largeur moyenne sur toute la 
longueur du tractus vocal (plus précisément le long de la langue): 
cette analyse prendrait de l'intérêt s'il y avait un plus grand 
nombre de sujets : dans la suite on se bornera à signaler pour 
quels sons chaque sujet réalise le maximum et le minimum de la 
lSLï-̂ eur moyenne de son tractus vocal. 

On a effectué trois analyses factorielles : chacune prend pour 
tableau principal l'un des trois tableaux (I x j) ; ((i x s)xj) ; ou 
{SxJ) ; les deux autres étant alors en supplémentaires. De plus on 
a effectué des C.A.H. sur I x s et J d'après le tableau rectangu
laire ((I x s) xj) , 

2 LiAtagz commente, de.& Jié.&ulta.tA 

2.1 Analyse, jactofiLallz. : On reproduit sur trois pages successives: 

1°) La liste,sous forme conversationnelle des demandes du pro
grammeur : on remarquera particulièrement le tableau des caracté
ristiques des graphiques. 

2°) Le tableau des valeurs propres et taux ; le tableau des 
facteurs pour l'ensemble des lignes principales : ensemble I x s , 
selon les notations du § 2; les réalisations des voyelles sont dé
signées par un chiffre (numéro du sujet) ; suivi de la lettre V 
(initiale de voyelle) ; puis du numéro de la voyelle : depuis 1 =i, 
jusqu'à 10 (chiffre 0) = u. 

3°) Le tableau des facteurs pour les lignes supplémentaires : 
ensembles I des voyelles (de V0Y1 à VOY0) et ensemble S des su
jets (de IND1 à IND5) ; le tableau des facteurs pour les colonnes 
principales (ensemble des positions de A à M le long de la lan
gue. Enfin un petit graphique du plan 1 x 2 : les points 
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superposés sont signalés ligne par ligne ; avec pour identifier cha
que ligne le dernier identificateur qui y est effectivement imprimé. 
Au § 4, on trouvera le calque d'un graphique à plus grande échelle 
du plan 1 x 2 ; complété d'annotations manuscrites. 

2.2 CZaA6Â.£<lcat<Lon auto mat <Lqu.e. : Le listage publié occupe 6 pages: 

1°) Résultats de la C.A.H, sur l'ensemble J des positions le 
long de la langue. On notera qu'avec l'histogramme des indices de 
niveau, on a non seulement l'indice de niveau I (N) et le taux TX(N) 
afférent au dipole formé par le centre de gravité des deux succes
seurs immédiats de N (A(N) et B(N)) ; mais aussi l'inertie totale 
de la classe N : I.TOT ; laquelle est toujours supérieure à I (N) ; 
et est en particulier égale à l'inertie totale du nuage (ou somme 
des indices de niveau) si N est au sommet de la hiérarchie (Ici : 
I.TOT = 159, sur la ligne N = 25 , correspond à "Somme des indices 
de niveau = .158771, en tête du listage). Une autre particularité 
est que, afin de rendre l'arbre plus facile à lire, on a donné aux 
noeuds un niveau proportionnel non à I (N) (ou à TX(N)) mais à la 
racine carrée de cet indice : ce qui accroît l'importance relative 
des dénivellations de la base de l'arbre. 

2°) L'histogramme de la C.A.H. sur l'ensemble IxS (voyelles 
sujets), 

3°) La composition des classes de cette C.A.H. . 

4°) Les dessins de l'arbre (faits suivant ces mêmes conventions 
que pour la C.A,H. sur J). 

5°) Les aides à l'interprétation, en analyse factorielle (pro
gramme FACOR) pour une partition en 5 classes ; qui a été retenue 
parce qu'elle groupe les voyelles prononcées par les divers sujets, 
de façon à peu près ordonnée ; sans qu'il soit possible, par une 
subdivision plus fine, de mettre en évidence des classes plus homo
gènes. 

6°) Pour chacun des quatre noeuds N retenus, on a figuré com
me deux histogrammes, les abscisses des individus des deux classes 
A(N) et B(N), sur la ligne joignant les centres de gravité de ces 
classes : il est remarquable que ces histogrammes n'empiètent qu'ex
ceptionnellement. Ce qui signifie qu'il est possible de séparer les 
deux classes A(N) et B (N) par un hyperplan perpendiculaire à la li
gne joignant leurs centres de gravité. De plus (en désignant sim
plement par N, A(N), B(N) les centres de gravité des classes) on no
te que 1'hyperplan de séparation n'est pas 1'hyperplan perpendicu
laire à A(N) B(N) en N ; mais plutôt l'hyperplan médiateur de A(N) 
B(N) : en d'autres termes, les histogrammes (histogramme supérieur 
afférent à la classe A(N) ; et histogramme inférieur, afférent à la 
classe B(N)) se touchent au milieu de A(N)f B(N) ; ou encore, dans 
l'espace, un individu de la classe N appartient à A(N) ou à B(N) 
selon qu'il est plus proche du centre de gravité de l'une ou l'au
tre classe. Evidemment, les classes étant identifiées par voie as
cendante, il ne peut s'agir que d'une règle approchée, souffrant 
des exceptions. Toutefois, chaque fois qu'en C.A.H. on a utilisé 
des histogrammes comme aide à l'interprétation des noeuds, cette 
règle approchée est apparue satisfaisante : la raison est, selon 
nous, que la C.A.H. visant à minimiser la variance intraclasse, elle 
fournit des résultats approchants de l'affectation au centre le 
plus proche ; laquelle comme on le sait depuis E. Diday, permet 
d'atteindre itérativement un minimum (local) de la variance intra
classe. 

N.B. Dans le présent listage, l'histogramme donne la position des 
individus désignés chacun par son siglejpuuvw*autre ootion du même pro
gramme, conçue pour un grand nombre d*individus,l'histogramme est simple
ment formé de colonnes de sigles *, dont chacun désigne un nombre d'individus 
qui peut être choisi par l'utilisateur. 
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2.3 ?KQ.mÂ.$.n.<L JLntzn.pKZtatÂ,on : Nous nous bornerons à 
noter ici l'accord entre les résultats apparus dans le plan 1 * 2,dt\e$ 
structures bien connues des phonéticiens : quant aux différences 
interindividuelles et à l'axe 3, nous y reviendrons au § 3, en con
frontant l'analyse des "correspondances binaires avec la méthode 
PARAFAC CANDECOMP destinée spécifiquement aux tableaux ternaires. 

Notons d'abord que les axes 1 et 2 issus respectivement des 
analyses où le tableau principal est I x j et (Ixs)xj, ne diffé
rent pas sensiblement entre eux ; et que les axes 3 diffèrent peu. 
La seule différence d'une analyse à l'autre concerne les valeurs 
propres et les taux : en effet on a selon les cas : 

Inertie(N(I)) sur l'axe ot ; \^ = inertie (N(Î S)) 

Ta = AaItot(N(I)) ; T^ = A^/Itot {N «Ix S)) . 

L'analyse fondée sur le tableau Sxj elle-même, ne fournit 
pas des axes très différents, bien que soit très faible l'inertie 
de N(S) (nuage des sujets caractérisés chacun par la forme moyenne 
de son tractus vocal). 

Quant aux termes d'inertie il est tout à fait remarquable que 
pour le tableau principal I x j on ait : T* + TZ = 99,5%. Cela si* 
gnifie que les 12 profils du tractus vocal associés à l'ensemble I 
des 10 voyelles (ces profils étant ici chacun défini comme une 
moyenne sur 10 sujets) ne dépendent quasi rigoureusement que de 
deux paramètres articulatoires ; qu'on peut identifier aux" facteurs 
1 et 2. Ce résultat même s'il s'accorde avec la représentation clas
sique du triangle des voyelles (cf. fig. § 3.3), représentation bi-
dimensionnelle, n'était aucunement prévisible : il conviendrait 
d'étendre la présente analyse aux profils articulatoires des conson
nes, pour savoir si ceux-ci se placent dans le plan défini par les 
profils des voyelles. 

Venons à la lecture du plan 1x2. L'ensemble J des positions 
(marcruées d'arrière en avant par les lettres A à M) suggère une li
gne continue, dont les extrémités antérieures et postérieures se 
plient. L'ensemble I des voyelles comprend deux branches {1-6} et 
{7-10} ; la première, située dans le demi-plan F2 > 0, est à peu 
près parallèle à l'axe 1 ; la deuxième, coupant le cruadrant 
{FI < 0 , F2 < 0}, fait avec l'axe 2 un angle d'environ -30°. C'est à 
peu près le triangle classique ; que les phonéticiens présentent 
d'ordinaire en lui donnant pour base le segment joignant les voyel
les extrêmes (1 = i ; et 10 = u ; i.e. "ou" selon la lecture fran
çaise) , et pour le sommet le a (voyelle 6). Il est facile de reconstituer 
le profil articulatoire d'un son (c'est-à-dire de dessiner la forme de la langue') 
d après sa position dans le plan 1x2 relativement à la ligne des positions le long 
de la langue ; sans appliquer la formule de reconstitution des données 
en^fonction des facteurs, on sait qu'un son se place d'autant plus 
près d'une position, qu'au niveau de celle-ci le tractus vocal est 
relativement plus large. Le a (6) est proche des positions moyen
nes (I,H) ; c'est en effet la voyelledaperture maxima ; et dans 
son profil, la largeur au milieu du tractus l'emporte nettement 
sur toutes les autres ; particulièrement celles au niveau posté
rieur (A,B,C) ; ces positions étant nettement opposées à la voyel
le a sur l'axe 1. Au contraire le i (1) est articulé avec une 
largeur maxima dans les positions arrières, (A,B,C,D,E) ; la lar
geur minima correspond aux positions (I,J,K) , opposées à la vovel-
le i sur l'axe 1. 
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Quant à l'ensemble J , la classification automatique montre des 
classes qui sont des segments successifs du tractus vocal : on n'at
tendait rien d'autre. 

Sur l'ensemble Ix s (profil des voyelles articulées par les di
vers sujets) la partie supérieure de l'arbre donne des classes qui 
sans être pures, ne comprennent que des voyelles assez voisines, ar
ticulées par tel ou tel sujet. Mais rien n'apparaît qui permette une 
discrimination entre voyelles indépendammment du sujet qui les arti
cule : cette relative confusion est d'ailleurs bien visible sur le 
plan 1x2 ; où les sous-nuages de 5 points afférents aux voyelles se 
recouvrent partiellement entre eux. Ici plusieurs interprétations 
phonétiques se présentent. Il n'est pas sûr d'abord que la prononcia
tion des sujets soit si soignée qu'elle permette véritablement de 
distinguer 10 voyelles (plus exactement 10 timbres vocaliques indé
pendamment du contexte ; de la longueur etc.) ; il faudrait pour plus 
de précision distinguer plusieurs réalisations du même son par un mê
me sujet (cf. § 1)... et faire l'épreuve de la reconnaissance de sons 
isolés par un auditeur. Même à supposer qu'une prononciation soignée 
permette de distinguer dix timbres, il reste que les mesures par ra
diographie sur des parties molles (langue) sont difficiles à aligner 

de sujet à sujet ; et que dans la production des sons, le profil de 
la langue n'agit que concuremment avec d'autres dimensions non reLe-
nues ici : car d'une part, cf. § 1, les dimensions sagittales du 
tractus vocal dépendent de la mobilité du voile du palais et du pha
rynx ; et d'autre part, il y a les dimensions perpendiculaires au 
plan de symétrie de la tête, suggèrent que le paramètre essentiel 
est l'aire de la section au niveau de chaque position (de A à M) . 

On reviendra au § 3.4 sur les différences entre sujets (cf. 
figure). 

3 knalu&a binalnz et analyse teKnaA.n.e : En 20 pages, J.B. Krus
kal ne peut donner qu'une introduction aux méthodes qu'il préconise, 
avec un aperçu des résultats obtenus sur un exemple. Il est cepen
dant instructif de tenter une comparaison entre les travaux de 

J.B. Kruskal ou Harshman & coll. et nos analyses des tableaux de 
correspondance binaire. 

3.1 Le modèle. PARAFAC CANPECOMP : En bref, pour les nombres x±. 
formant un tableau ternaire ixjxS , on cherche une représentation 
de la forme 

x i j s - ï{air V csr lr e R } 

R est ce que nous appellerions l'ensemble des facteurs retenus : 
ici R - {1,2} ; on ne calcule que deux facteurs pour ces données 
phonétiques, {a. |iel} est l'ensemble des valeurs du r-ème facteur 

sur l'ensemble I ; et de même {b.|jeJ} pour l'ensemble J et 

{c |seS} pour l'ensemble 5, Comparant l'analyse du tableau ternai-
§r 

re IxjxS, à celle d'un tableau binaire Ixj (calculé comme une moyen
ne sur l'ensemble des sujets) Harsman et coll. disent en termes fort 
suggestifs que le coefficient c représente l'importance relative 
du facteur r dans le mode articulatoire propre au sujet s ("repre-
sents the relative emphasis of the Cr-th] feature by person [s]) . 
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£1 faut signaler que les données ont été centrées en ce sens que ; 

V i , s : 2 H x î j s j | € j } = o 
ce q u i , dans l e s n o t a t i o n s de l ' a n a l y s e des correspondances, peut 
se t r a d u i r e ; . 

x. . = d^-d1» ; où : d ^ W W î d =y,fifs»-
1 ] s 

D'autres versions du centrage sont possibles. L'auteur (J.B. K.) ne peut 
s'étendre sur la méthode choisie il dit en bref " which combination 
to use with a given set of data,., should be decided partly by in
tuition,,, and partly by trytng différent methods and comparing 
the results,.," De même c'est par tâtonnements que l'on s'est arrê
té à retenir deux facteurs. Et le calcul de ceux-ci, reposant sur 
une procédure itérative, est beaucoup plus long qu'une analyse de 

correspondances ; (longueur prohibitive, pour le traitement de don
nées étendues) ; le résultat final dépendant même des valeurs de 
départ du calcul itératif. 

3.2 C/i<Lt4.que mathématique ; Il faut répéter sans se lasser qu'on 
ne connait pas de décomposition canonique d'un élément de produit 
tensoriel de plus de deux espaces euclidiens : à la différence de 
l'analyse de correspondance binaire, l'analyse des correspondances 
multiples (ternaires, quaternaires..,) ne peut donc fournir une 
suite bien déterminée de facteurs épuisant de façon ordonnée, tou
te l'information contenue dans le tableau initial. Cependant, d'une 
part il est possible d'explorer cette information de façon satisfai
sante, en analysant divers tableaux binaires ; d'autre part divers 
auteurs, dont . Harshman, J.B. Kruskal, D. Caroll, etc., ont proposé des mé
thodes spécifiques pour les tableaux ternaires, quaternaires . Se
lon nous ces méthodes doivent être jugées en les comparant au mo
dèle de décomposition des interactions en termes successifs (bi
naires, ternaires etc.) que rappelle par exemple A. Bener (in C.A. 
D. Vol VII n° 1 pp 25-32 ; 1982). Ce modèle sans prétendre distin
guer une base canonique de facteurs fait bien voir ce qu'il y a 
dans un tableau ternaire^par exemple, en plus de ce que donnent les 
trois tableaux de marge binaires (I*J, J*S, Sxl ; dans les notations 
du présent exemple). A priori, il ne semble pas possible de mettre 
sous la forme d'une somme simple telle que celle proposée par R.H.& 
J.B.K., à la fois les termes ternaires (de forme quelconque) et les 
termes binaires : toutefois en jouant sur le centrage on peut dans 
les termes ternaires incorporer ce que nous appelons des termes 
binaires, c'est-à-dire des produits de deux fonctions de moyenne 
nulle sur deux des ensembles, par une fonction constante sur le 
troisième ensemble. Le modèle PARAFAC et les modèles de cette sor
te peuvent pour certains tableaux, donner une représentation sug
gestive, d'un réel intérêt ; mais d'une part le modèle n'a pas de 
valeur universelle ; d'autre part même s'il réussit, l'écart en
tre les données initiales et la représentation qu'on en élabore 
ne peut être apprécié avec finesse, mais seulement globalement: 
par exemple si l'on s'arrête à deux facteurs, on n'a pas de troi
sième facteur ; alors qu'en analyse de correspondance, la repré
sentation du plan 1x2 peut toujours être complétée par des nuan
ces venant du facteur 3. Ces considérations générales peuvent ë-
tre illustrées sur le présent exemple, dans la ntësUife "ou les au
teurs ont publié leurs résultats ; et même indépendamment des ré
sultats fournis par PARAFAC, s'il apparaît que les résultats de 
l'analyse des correspondances ont une structure dont la complexi
té dépasse le modèle PARAFAC. 
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3.3 Le& KéAultatà publié* pan. R. Hasiàhman t coll. et J.B. KKu&kal 

Ayant décidé de faire un ajustement à deux facteurs, les auteurs 
obtiennent pour chacun des trois ensembles I, J, S, une représen
tation plane. Selon J.B. K. les résultats les plus intéressants 
concernent l'ensemble I des voyelles, et l'ensemble J des posi
tions le long de la langue. 

Comme nous, J.B. K. est heureux de voir apparaître le trian
gle des voyelles. 

JQ 
V 

va 

.1 
C l / 

A 

^t S 

[ArticuUUayi Vo^elte ] j 5-"5. 

(d'açrts, KrusKal K t W s h™*x £(ttt) 
Civ ctttJSwsla: 1t triante de* vrç**tttt 

Sans surestimer l'intérêt de 
ce résultat ("At first, this ma y 
give the impression that the me-
thod has merely reproduced the 
obvious", dit-il) l'auteur remar
que qu'il est particulièrement in
téressant de voir sortir ce trian
gle, non de données phonétiques 
proprement dites (description des 
sons)t mais de données articulatoi
res (description de l'appareil 
buccal). 

Quoi qu'il en soit de l'appré
ciation des résultats, nous souli
gnerons que l'analyse des tableaux 
ternaires n'est pas véritablement 
en jeu ici : la figure publiée par 
J.B. K. ne diffère guère de celle 
obtenue par nous en analysant le 
tableau binaire I x j : c'est même 
d'après cette ressemblance très 
précise (avec rebroussèment entre 
i et ei) que nous avons pu identi
fier les voyelles de la figure a-
vec les numéros de {1 à 10) qui 
figurent seuls sur le tableau de 
données publié avec l'article de 
J.B, K. .(Ultérieurement, cette 
identification a été confirmée en 
consultant l'article de Harshman 
& coll.). 

En fait l'analyse ternaire proprement dite commence seulement 
ici quand on présente et interprête les différences,- relativement 
mineures, existant entre les articulations d'un même son par plu
sieurs sujets. De ces différences, J.B. K. ne dit rien, mais Harsh
man & coll. s'y intéressent en phonéticiens avertis. 

3.4 VigéienceA -cnteiindivJiduelleh &elon l'analyse de* coKKeàpon-
danceà : Que le tableau principal soit I * J (voyelles * posi

tions) ou (I x S) xj ((voyelles x sujets) xpositions) , les axes 1 et 2 
sont les mêmes ; et l'axe 3 ne varie guère. Sur le plan 1x2 on voit 
non seulement un triangle des voyelles moyen I , mais aussi pour 
chaque sujet s (sc S) son propre triangle ou ensemble {(i,s)|iei}. 
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Les 5 triangles afférents aux 5 sujets ressemblent au triangle 
moyen ; toutefois il y a des différences visibles : sans insister 
sur le rebroussèment (i,ei) qui manque aux sujets 2 et 1, il est 
maximum pour le sujet 4, on notera le décalage global des triangles 
les uns par rapport aux autres et aussi une inégale ouverture trans
versale (dans la direction de l'axe 2). Le décalage des triangles 
peut être mesuré par la position des centres de gravité, c'est-à-
dire des points supplémentaires afférents à chaque sujet ; l'ouver
ture transversale relève plutôt de ce que nous appelons proprement 
"interaction ternaire" ; en ce sens que pour un sujet tel que 2 est 
augmentée l'opposition existant entre les voyelles 6 (o) et 10 (u) 
quant à leurs associations avec les diverses positions le long de 
la langue. Comme les coordonnées sur les axes factoriels 1 et 2 dé
crivent presque exactement les profils, on peut chercher des formu
les avec un coefficient telles que : 

F2(is) = F2(i) + F2(s) + coeff F2(i) xF2(s) 

e*n se souvenant que celles-ci donnent (par la reconstitution des 
données en fonction des facteurs) des termes en "coeff F2 (i) F2(s) 

G9(j)" pour k(i,j,s). (On trouvera au § 4.2 une expression exacte 

de F(is) en fonction des interactions binaires et ternaires). Ces 
formules n'ont pas d'intérêt en elles-mêmes : car sur 5 sujets seu
lement aucune typologie ne peut être assise ; mais elles montrent 
combien la finesse des différences interindividuelles rend diffici
le l'application systématique du modèle PARAFAC. 

D'autre part ce modèle comporte un choix du nombre r des fac
teurs. Certes il est satisfaisant que les auteurs (peut-être gui
dés par le modèle classique du triangle des voyelles) aient retenu 
r = 2. Mais il importe de souligner que PARAFAC, comme les autres 
procédures spécifiques d'analyse ternaire que nous avons pu ren
contrer, fournit des résultats, qui même pour les premiers facteurs 
dépendent du choix de r ; et de plus, ne sont même pas déterminés 
par ce seul choix ; car le calcul en est fait par une itération 
dont l'issue dépend des valeurs initiales adoptées. Au contraire 
en analyse des correspondances (ou dans toute autre analyse eucli
dienne d'un tableau binaire) les facteurs sont déterminés succes
sivement, indépendamment du nombre de ceux qu'on pourra interpré
ter. 

Ici le facteur 3 issu de l'analyse des correspondances n'est 
pas dénué d'intérêt ; il est créé (cf. listage) par une association 
entre le sujet 2 et une forte ouverture au niveau M (pointe de la 
langue) ; association qui. affecte le plus la voyelle 5 (ae). Un pho
néticien pourrait s'interroger sur les particularités anatomiques ; 
les habitudes articulatoires ; l'influence réelle de l'ouverture à 
ce niveau pour le son produit etc. . 

Harshman & coll., quant à eux ont vu sur leurs deux facteurs, 
l'originalité du sujet 2. Disposant de nombreuses mesures sur^ la 
conformation du tractus vocal ils ont découvert que (2) diffère 
des autres sujets à la fois quant au rapport (cavité pharyngale/ca
vité orale) (rapport plus faible chez (2)) ; et quant à la longueur 
(accrue chez (2)) de la cavité orale. Mais ils ne peuvent offrir de 
toutes leurs données avec leurs nuances une vue d'ensemble telle 
que la figure qui illustre le présent §. 
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4 Appendice : décomposition des JLnteh.ao.tA.ont> et modèle* de 

cofifiespondance teKnaifie 

4.0 Rappel du modèle général : Nous rappelons ce modèle (cf. A. 
Bener, op. laud.) pour le confronter au modèle PARAFAC, et à l'ana
lyse binaire de I XJ avec (I *S) J en supplémentaire. On a le déve
loppement : 

, i j s _ . , r ^ a P o ^ i ^ j , v J O 3 Y « D ^ s ^ r ^ a o y A i „ s 
d -1 + EaBd W E e Y

d T y + £ a Y d * a * y 

aBy a VB Y 
T T C 

dans cette formule d est la fonction densité de la loi ternaire 

par rapport au produit des marges : dx^s = f.. /(f.f.f ) : on a mu

ni I d'une base de fonctions orthonormées O } ; la fonction ip 
est la constante 1, et les autres fonctions ont moyenne nulle (pour 
la loi f_) et sont telles que : 

V a' a : E f. *> 0 , - 6 ,=si (a =a')alors 1, sinon zéro: 
-L _L (X UL UbUL * / 

et de même sur J et S on a des bases {V?} et (V } ; les da^Y 

p Y 
sont des coefficients ; dans toute sommation par rapport aux indi
ces a, 3, y, ceux-ci sont supposés non-nuls (la fonction constante 
étant mise à part dans le développement). 

De ce développement ternaire, on peut extraire des développe
ments binaires tels que : 

d ^ = <fi../(f.f.» = 1 + E „ d ° B o ^ 1 A . 
xy 1 y a3 a ^3 

Il est permis de supposer que sur deux ensembles, les bases de 
fonctions sont choisies canoniquement en analysant une correspondan
ce binaire par exemple fTJ.

 E n c e c a s l e s indices a et 3 se corres
pondent et on a : 

Il faut prendre garde que si, e.g.^Cardl > Card J y la suite des 

(CardJ- 1) facteurs extraits de f n'est pas une base complète sur 

I ; car il y manque (Card I - Card J) fonctions : toutefois cette pré
cision a peu d'intérêt dans le présent appendice, où on n'a en vue 
que des approximations. 

4.1 Essai d1ajustement entKe PARAFAC et le modèle général : Le mo
dèle PARAFAC peut s'écrire, compte tenu du centrage : 

dL^s = dis + ï, {a. b. c } ; 
r l îr jr sr; ' 

en identifiant avec le modèle général, il vient (compte tenu de 

l'expression de dls) : 

I {a. b. c } = îr jr sr 

a3 a *a^3 ZJ3Y G Y aBY V C T B V Y 

http://JLnteh.ao.tA.ont
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En supposant que les \p et <?R sont choisis de façon canoni^ 

que par analyse de f , le second membre devient ; 

On peut tenter d'identifier les facteurs de l'analyse des cor
respondances (indice 3) avec ceux de l'analyse PARAFAC (indice r) 
en posant : 

a.3 = A3 ,J + a
3 ; b . 3 - B0 *j + b

3 ; 

c = c3 + ZC3Y *S 
Cs3 C Y Y ' 

L'absence de terme en is dans le second membre oblige à poser 

b = 0 (i.e. les facteurs b de PARAFAC sont centrés) ; l'identifi

cation des termes en ij donne B3C3A3 = X*' ; enfin a3c3 = 0 par

ce que le second membre ne contient pas de termes ne dépendant que 

de j (tous les termes dépendent de 2 ou 3 variables) . On peut donc 

poser A3 = B3 = 1 ; c3 = \V2 et l'identification possible est : 

Avec ce choix des facteurs de PARAFAC, on voit que le 1-er 

membre (formule approchée de PARAFAC) diffère du 2-ème membre (mo

dèle général exact) en ce que manquent à PARAFAC, les termes en 

doay (interactions binaires en J et S) et les termes en da Y , 

pour a ̂  3 (termes d'interactions ternaires dont la partie en IJ, 

n'est pas un produit de deux facteurs de même rang issus de la 

correspondance I x j). 

Assurément, la recherche itérative des facteurs de PARAFAC 
peut aboutir à des solutions meilleures que celle suggérée par une 
identification superficielle ; mais celle-ci nous paraît donner 
une vue suggestive des limites du modèle PARAFAC quant à l'expres
sion des interactions binaires et ternaires. 

4.2 Modèle général ten.naifie et analyse binaine : Partons de l'ana
lyse du tableau I x j (en supposant pour simplifier les notations que 
Card J < Card I ; en sorte que les facteurs sur J issus de cette ana
lyse forment un système orthonormë complet). Au tableau I x j on peut 
adjoindre les tableaux supplémentaires SxJ et (I x s)xj ; en sorte 
que pour S et (I x s) sont définis des facteurs, dont les indices 
sont ceux des facteurs de base sur J ; nous noterons : 

V s ) - XB/2 *B '" V 1 S ) =XVB2 *¥ 
(cette notation aidant à combiner aux fonctions y les coordonnées 
des éléments supplémentaires). 

La formule de reconstitution, appliquée aux éléments supplé

mentaires, donne pour les d?s et les d13S des expressions exactes 
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qu'on peut identifier à celles du modèle général. Cette identifi
cation nous montrera où apparaissent dans les F«(is) les interac
tions ternaires. 

Commençons par la densité d^s = f. /(f.f ) : on a : 

dJS - 1 + h ffil ""B = 1 + ZBr d ° B Y *l "y ' d'où ! 

Pour la densité dx^s on a les deux expressions : 

d^ s = dis(l + ï6 X ^ 2 ^ 3 ^ ) = 

B gy3 3 otY *a*y 3Y B Y a3Y aTY 

Dans la 2-ême expression (issue du modèle général) on reconnaît 

dxs et djs, d'où la nouvelle identité : 

dis h XT *ls A -
VF * J • J + VÏ^M + Ea6Y

 d"6Y < À *W1/2 

En faisant le produit scalaire des deux membres par une fonc

tion de base #« , on voit qu'on a, pour tout 3, l'identité entre 

fonctions de i et s : 

^3 B VB c*Y a *Y 
On a donc en première approximation : 

ipps * * e i + ^g ? îi- e- : F3<is> = ̂ V1* + F3(s» ' 

la différence entre les deux membres provenant d'une part des in

teractions binaires entre i et s (dls ^ 1) et d'autre part des 

interactions ternaires entre i, j et s (termes en d a P Y ) . 


