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EXEMPLE D'EFFET DE CHAÎNAGE COMPLET 

AUTOUR D'UN CENTRE 

EN CLASSIFICATION ASCENDANTE HIÉRARCHIQUE 

[CHAÎNE COMP. C.A.H] 

par C. Bastin (x) et /.- P. Benzècri (2) 

1 Rappe.1 

En classification ascendante hiérarchique 

(CAH) , on part d'un nuage N(I) = { (M1,m.) |i e I> , de 

points M munis chacun d'une masse m± . Les individus i 

sont agrégés en classes de plus en plus grandes. A une é-

tape donnée du processus sont déjà constituées un certain 
nombre de classes maximales (encore appelées sommets) ; 
dont certaines sont éventuellement réduites à un individu 
encore isolé. Si S désigne l'ensemble des sommets (S 
une étape donnée) on note v(s) celui des sommets'qui 
est le plus proche voisin de s selon un certain critère 
nv (qui n'est pas exactement une distance) : Deux sommets 
s et s1 peuvent être agrégés s'ils sont plus proches voi
sins réciproques, i.e. si : s1 =v(s) et s =v(s l). 

Lorsqu'on utilise le critère d'agrégation suivant la 
variance, la quantité nv(a,b) pour deux classes a et; b 
est définie par la formule : 

nv(a,b) = (m m,/(ma + m, ) ) ItM - M II ; 

où M et M désignent respectivement les centres de gra

vité des classes a et b ; et m et m, les masses tota

les des éléments de chaque classe. La formule vaut en par

ticulier pour deux classes {i} et {i1} réduites chacune à 

un point affecté d'une masse, et désignées plus simplement 

par i et i' . 

(1) Assistantej laboratoire de statistique. Université Pierre et 
Marie Curie. 

(2) Professeur de statistique. Université Pierre et Marie Curie. 
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L'objet du problème est de montrer sur l'exemple qu'il 

existe des cas de chaînage complet autour d'un point central M, 

au sens suivant : les autres individus M , M ,... , M 

s'agrègent l'un après l'autre à M ; il n'y a jamais à cha

que étape de l'agrégation qu'un véritable sommet la classe 

centrale {M0,..., Mp} = [p] et(n-p) sommets réduits chacun 

à un seul élément Mr (r > p) ; et le plus proche voisin de 

chacun de ces sommets ponctuels est la classe centrale. Il 

est facile de voir qu'avec une telle structure l'ordre de 

complexité de l'algorithme des voisins réciproques/ même en 
3 

tenant compte des "célibataires", reste n : car en fait à 

chaque création d'un noeud, tous les sommets isolés se re

trouvent célibataires. En revanche, l'algorithme de recher-
2 

che en chaîne (cf. Cahier Vol VII n° 2) reste en n , comme 
on l'a démontré ; en fait cet algorithme partant d'un point 

quelconque construit toujours une chaîne dont le deuxième 

point est la classe centrale ; et le troisième point est le 

sommet subsistant le plus proche de celle-ci. Dans un pre

mier exemple on prend des points de même masse, mais on se 

place dans l'espace Rn de dimension n. Dans un deuxième 

exemple on se place sur la droite ; mais les points ont des 

masses très différentes entre elles. 1^ troisième exemple est dansRn 

avec des masses inégales ;mais l'étude en est très simple. 

Nous proposons d'abord ces exemples sous forme de pro

blèmes (§§l,2 1i 3) ; puis nous expliquons les exemples en 

donnant la solution de ces problêmes (§§ 4, 5 & 6) . 

7 VfizmlzK Q.xo,mplQ. 

1,0 Le, nuage, donné. ; notation* : l 'ensemble des indiv idus 
e s t dé s igné par l a s u i t e [n] des n + 1 p r e m i e r s e n t i e r s 
(comptés à p a r t i r de 0) : 

I = [n ] = {0, 1, 2 , . . . , n} ; 

plus généralement on notera [p] la suite {0? 1,.../ p} pour 

p quelconque. L'espace ambiant du nuage N([n]) est l'espace 

usuel Rn , muni de la norme euclidienne définie par la som

me des carrés des coordonnées : 

BxH2 - Z{( Xj ) 2 \ j = 1,... , n} ; 

où x = {x.,..., x.,..., x
n } -
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Le point M est l'origine de Rn ;. les autres points 

M1 (1 £i £n) sont définis à partir des vecteurs de base 

ex de Rn (des vecteurs dont toutes les coordonnées sont 

nulles sauf la i-ème qui vaut 1) par la formule : 

M1 « x(i) e1 , 

où x(i) est une fonction str ictement pos i t ive déf in ie 
pour i = 1 , . . . , n e t c ro issant avec i ; i . e . :* 

0 < x(l) < x(2) < < x(n) . 
o S S S 

On attribue à tous les points la même masse m. = 1 

7. 1 Calcul dz* zc,an.t* zntn.z point* 

1.1.1 Calculer nv(0,i) pour i entier variant de 1 a n . 

1 . 1 . 2 calculer nv(i,i*)pour i et i'entiers variant de 1 à n. 

7.7.3 Déterminer l'indice v(0) du plus proche voisin(ppv) 

du point M . 

1 . 1 . 4 Déterminer l'indice v(i) du plus proche voisin du 

point M1 (i = 1,..., n) 

7.2 CzntKZ de. Qtiav4.tz d'une, cla**z : Soit p un entier 

inférieur à n; déterminer en fonction des nombres x(i) 

la masse totale mr -, de la classe [p] (formée par les p+1 

points M , M ,... , Mp) et les coordonnées dans R du cen-
rp] tre de gravité M de cette classe. 

1 . 3 Ec.an.ta zntKz point zt cla**z : Soit r : p < r <n. 

7.3.7 Calculer nv([p],r) ; dire pour quelle valeur de r 

ce critère est minimum. 

1 . 3 . 2 L'indice r restant fixé, dire pour quelle valeur 

de r' (assujettie à la condition p < r' sn) est minimum 

le critère nv(r',r). 

7.3.3 Calculer le quotient n v ([p] ,r) / n v (r ' ,r) en fonc

tion de p et des nombres x(i). 

1 . 3 . 4 En supposant p < r < r' <n, dire lequel est le 

plus grand des deux nombres nv([p],r) et nv(r',r). On se 

souviendra que la suite des x(i) est croissante. 

7.4 Re.cne,ticke. rfe-6 plu* pH.oc.hz* voi&in* : En vue de repren

dre la comparaison faite au § 1.3.4, sans supposer r < r' 

(en supposant seulement p < r < n ; p < r1 <n) f on suppose 

http://Ec.an.ta
http://pH.oc.hz*
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désormais que pour i = 1, ... , n, on a : 

x(i)2 = (1 + i)2/((l + i) 2 + 1) 

1.4.1 On notenv( Cp],°°) la valeur obtenue pour nv([p],r) 

quand on remplace x(r) par la valeur limite de x(i) pour i 

tendant vers 1*» ; comparer nv([p],°°) et nv([p],r). 

1.4.2 On note nv p la valeur obtenue quand dans la formu

le de nv(r',r) on remplace x(r) et x (r') par la valeur 

x(p) : comparer nvp et nv(r',r). 

1.4.3 Calculer le quotient nv([p],»)/nvp. En déduire 

la position relative de nv([p],r) et nv(r,r'). 

1.4.4 On suppose qu'à une étape de la classification on 

ait pour ensemble des sommets : S = {[p] , {p+l} ,{p+2},... ,{n}}. 

Déterminer sous cette hypothèse le plus proche voisin de 

chaque sommet. 

7.5 Con*tfiuction dz la C.A.H. : Représenter l'arbre de 

la classification ascendante hiérarchique , en donnant 

pour chaque noeud son niveau. Pour la figure et le cal

cul numérique on pourra se borner au cas n = 4 ; mais 

on fera une description générale valant pour n quelcon

que. 

2 Vzuxizmz zxzmplz 

2.0 Lz nuagz donné. ; notation* : L'espace ambiant au nua

ge est la droite réelle R munie de la distance usuelle. 

L'ensemble des individus s'identifie à la suite des (n+1) 

premiers entiers (comptés à partir de 0) . 

I = En] = {0,1, , n} ; 

(plus généralement on notera [p ]= ( 0 , 1 , 2 , . . . , p}) 
a i n s i l e po in t M n ' e s t autre que l ' e n t i e r i ; en part icu
l i e r l e po int M e s t l ' o r i g i n e de la d r o i t e r é e l l e R . La 
masse m. du po int M e s t A où A = e dés igne un nombre 
r é e l supérieur à 1. 

N(I) = N([n]) = { ( i , A X ) | i = 0, 1 , . . . , n} 

Plus généralement quel que soit le nombre réel u (en

tier ou non, positif ou non) on pose (M ,m ) = (u,A ) ; et 

on définit l'écart nv(u,v) entre deux entiers par la for

mule générale du § 0. 

2 
nv(u,v)= |u-v| (m m )/(m + m ) » u v u v 
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2. 1 Etude dz la jonction nv[u,v) dz dzux. variable* KZZIIZ* : 

Cette étude prépare celle du nuage proprement dit : ici il se

ra commode d'exprimer m par e plutôt que par A comme on 

on le fera au contraire à partir de la question 2.3. 

2.1.1 Calculer nv(u,v) en fonction des nombres réels u, v, a. 

2.7.2 On pose nv(0,x) = f (x) ; exprimer nv(u,u+x) en fonc

tion de a, u, f (x) . 

2.7.3 Calculer la dérivée f* de la fonction f(x). Quel est 

le signe de cette dérivée pour x > 0 ? 

2.1.4 On suppose désormais a > 3, quel est le signe de 

f*(x) pour x < -1 ? 

2.7. 5 On astreint x à être un entier algébrique non nul 

(i.e. x = 1, 2, 3,..., etc. ; ou x = -1, -2, -3,...,) : 

x Ê Z' = Z-{0} ; quel est sur Z' le sens de la variation 

de f(x). 

2.2 RzckeJLcnz du point Jbz plu* pioche : Désormais on con
sidère uniquement les points du nuage [n]. 

Soit i € [n] ; déterminer i* =v(i) e En] tel que 

nv(i,i') soit aussi petit que possible (i étant diffé

rent de i ' ) 

Soit i e [n] ; et r tel que 0 £ r < i : déter

miner i' dans [n] tel que nv(i,i') soit minimum sous 

la contrainte r <i'. 

2.3 Centhe de gn.avA.tê\ d'une cla**z : Soit p un entier 

positif inférieur à n ; on note (cf. § 2.0) 

[p] = {0, 1, , p} ; et note (M p , m.. Ole couple for

mé de l'abscisse et de la masse du centre de gravité du 

sous-nuage formé des p+l premiers points du nuage N(CnJ). 

2.3.7 Calculer la masse m en fonction de A et p. 

2.3.2 Calculer l'abscisse M p (du centre de gravité) et 

fonction de A et p. (N.B. : il n'est pas demandé d'effec

tuer les sommations que comporte M p ) . 

2.3.3 Placer M P par rapport à la suite des p + l pre

miers entiers ; i.e. dire dans lequel des intervalles (0,1), 

(1,2),..., (n -1 , n) se trouve M p . On pourra commencer 

par le cas p = 1, et procéder par récurrence. 
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1.3.4 On note (M77 (p) , m^ ( } ) = (p - 1, 2A
P) ; et on note 

h un entier > 1 : Comparer : 

nv([p], p + h) et nv(ir(p), p + h) 

formule où, e.g. nv(ir(p), p + h) = 

|M.(p) , ^ + h ^ ^ ^ m p + h/(m^ p ) +m p + h) ; et où 

A = ea > e3 cf. § 2.1.4. 

On ne demande pas pour l'instant de pousser le calcul 

plus que le requiert la comparaison. 

2.4 Rzchzfichz du plu* pioche \)OA.*in : On conserve les no
tations de la question précédente ; et on suppose de plus 

h > 2. 

1.4.1 Calculer explicitement nv(ir(p)r p+h) en fonction 

de A, p, h. 

Z.4.2 Calculer en fonction de A, p, h, le rapport 

n v (ïï(p), p+h)/nv(p+l,p+h) : quelle est la limite de 

ce rapport quand p et h étant fixés, A tend vers 1'°° ? 

2.4.3 Est-il possible de fixer A de telle sorte que 

quels que soient les entiers p et h, (h >2) le rap

port calculé au § 2.4.2 se place du même côté de 1 que 

pour A = «». 

2.4.4 On suppose désormais que A = 100 ; et qu'à une 

étape de la classification on ait pour ensemble des som

mets S = {[p], {p+l}, {p+2},..., {n}}. Déterminer sous 

cette hypothèse le plus proche voisin de chaque sommet. 

2.5 Con*tKuction dz la C.A.H. : Représenter l'arbre de 

la C.A.H. , (dans le cas A = 100). Pour la figure on pour

ra se borner au cas n = 4 ; mais on fera une description 

générale valant pour n quelconque. 

3 lKoi*izmz zxzmplz 

2- 1 Quz*tion pJizliminaifLZ 

On considère la fonction de trois variables réelles 

f (x,y,z) = (xy/Cx + y)) z2 

on étudie la variation de cette fonction pour x, y, z po
sitifs. 
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l°a) Calculer les dérivées partielles f 'x , f ' , f 'z de f 
par rapport aux trois variables. 

l°b) On suppose que x, y, z, Ax, Ay, Az sont six nombres 
positifs ou nuls : plus précisément x, y, z sont stricte
ment positifs ainsi que l'un au moins des trois nombres 
Ax, Ay, Az. On note : 

x' = x + Ax ; y' = y + Ay ; z* = z + AZ. 

Comparer f(x, y, z) et f(x', y', z'). 

3.2 Lz nuage donnz ; notation* : L'ensemble des individus 
est 1 ' ensemble noté ]n ] des "premiers entiers comptés à 
partir de 1. 

I = ]n] ={l,...,n}. 

plus généralement on notera ]p] la suite {1,..., p} pour p 
quelconque. 

L'espace ambiant au nuage N(]nl) est l'espace usuel 

R , muni de la norme euclidienne définie par la somme des 
carrés des coordonnées : 

n ii 2 2 
Hx" = Z{(x.) |j = 1,..., n} ; où x = {x1,...,xn> 

Les points M sont les vecteurs de base de Rn : i. e. 

toutes les coordonnées M1, du point M1 sont nulles, excep

tée la i-ême qui vaut 1. La masse m. vaut A1 où A est un 

nombre réel positif différent de 1. 

2°a) Calculer nv(i,i') pour i et i' entiers variant de 1 
à n . 

2°b) Déterminer l'indice v(i) du plus proche voisin du point 

M . On prendra garde que le résultat obtenu dépend de la 
valeur de A. 

3.3 CzntKz dz giavitz d*unz cla**z : Soit a et b deux en
tiers compris entre 1 et n , avec 1 < a < b < n. On note 
[a,b] la partie de I =]n] , formée des entiers i compris 
entre a et b : 

[a,b] = {i | i e ]n] ; a <i <b}. 

3°a) Calculer la masse mr 
Ca,b] 

fonction de a, b, A. 
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3°b) Déterminer en fonction de a, b, A, j la j-ème coor

donnée M / du centre de gravité de la classe [a,b]. 

On donnera en particulier les formules pour les cas où 
a = 1 ; et les cas où b = n . 

3. 4 Bcait zntiz point zt cla**z : On a comme en 3° : 
1 <a <b £n : on considère i e In], tel que i /[a , b]. 
Calculer en fonction de i, a, b, A, la distance 

HMCa'b:i - M 1» 2 et l'écart nv(Ca,b],i). 

On donnera en particulier les formules pour les cas où 
a = 1 ; et les cas où b = n. 

3.5 On suppose dans cette question que A >1 ; et que à 
une étape de la classification on ait pour ensemble des 
sommets : 

S = Hp],{p +1}, {p +2},...,{n}} 

(où ]p] = 30,pj = {l,..., p} comme on l'a dit). Détermi
ner dans ces conditions le plus proche voisin de chaque 
sommet. 

3. 6 ConàtKuction dz la CAH *uH. ]w] 

Partant de l'étape initiale où chaque point {i} cons
titue un sommet ; effectuer la CAH (par agrégations suc
cessives des sommets les plus proches). On devra prendre 
garde que le résultat dépend de la valeur de A . On don
nera d'abord le résultat général de la classification a-
vec la formule des niveaux des noeuds . On représentera 
ensuite l'arbre de CAH obtenu dans le cas n = 4 ; A = 2; 
ainsi que dans le cas n = 3 et A = 1/2 en calculant1 exac
tement les niveaux des noeuds. 

4 Explication du pKzmizn. zxzmplz 

4. 7 Calcul dz* zcan.t* zntn.z point* : On note i un entier 
compris entre 1 et n ; et i • un second entier, compris en
tre 1 et n, distinct de i . 

4.7.7 nv(0,i) = (n^nu/ (mQ +mf)) «M
0 - M1 II2 = x(i)2/2 

4.7.2 nv(i/i') = (x(i)
2+x(i')2)/2 

4.7.3 nv(0,i) est une fonction croissante de x(i), donc le 
plus prc 
v(cr) = 1. 
plus proche voisin de M est M1 ; en d'autres termes : 

4.7.4 en comparant nv (0, i) â nv ( i, i ' ) on vo it que 
v(i) = 0 , quel que soit i de 1 a n . 
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4 .2 CentKz dz qn.a\jitz d'une cla**e : On a év idemment 
m r D ] = P+l ; l e centre de gravité e s t donné par l a f o r m u l e : 

M C p ] = E d i ^ i = 0 , . . . , p ) / ( p + l ) 

C.*^ l e s COorHnnnppt! rie* M^P-I 
1 

de i = 1 à i = n) i l v i e n t : 

V i e { l , . . . , p} : x ^ p ] - x ( i ) / ( l + p ) ; V l e f p f l , . . . , n } : x ^ p ] - 0 ; 

4.3 EcanX zntAZ point zt cla**z : S o i t r : p < r <n ; 

4.3.1 On a p p l i q u e l a f ormule ; i l v i e n t : 

n v ( [ p ] , r ) = I I M C P ] - MrU2 ( m [ p ] m r / ( m [ p ] + m r)) 

= <(p+l ) / (p+2) ) ( x ( r ) 2 + ( l / ( p + l ) ) 2 E i x ( i ) 2 | i = l , . . . , p } ) 

= ( (p+l) 2x(r) 2+ Z { x ( i ) 2 | i= l , . . . ,p}) ( l / ( (p+l ) (pf2) ) ) ; 
p u i s q u e x ( r ) c r o î t a v e c r c e c r i t è r e e s t minimum pour r = p + l . 
4. 3.2 Soi t r' : p <g r' <n ; on a, s i r ^ r ' : 

n v ( r , r ' ) = (x ( r ) 2 + x ( r ' ) ) / 2 ; 

pour r fixé, cet écart est d'autant plus petit que r est 
plus petit ; compte tenu des conditions imposées à r' , le 
minimum est donc atteint pour r1 défini par : 

r1 = si (P+l < r) alors p+l sinon p+2. 

4.3.3 Le quotient nv([p],r)/nv(r',r) s'écrit sous la for
me N/D avec : 

N = 2 (£{x(i)2|i = 1,..., p} + (p+l)2 x(r)2) ; 

D = (p +1) (p +2) (x(r)2 + x(r')2) . 

4.3.4 Le numérateur N est une somme de 2(p + (p+l) ) 
2 

termes qui tous sont inférieurs ou égaux à x(r) ; le dé
nominateur D est une somme de 2(p +1) (p +2) termes tous 

2 0 
supérieurs ou égaux à x(r) et dont certains (les x(r') ) 

2 
sont strictement supérieurs ou égaux à x (r) . Comme d'au
tre part les nombres des termes de D est strictement su
périeur à celui des termes de N (car p+(p+l)2<(p+l)(p+2) 

2 
= p + l + ( p + l ) ) , o n a N < D donc : 

nv([p],r) < nv(r',r) ; (sous l'hypothèse p< r< r'^n). s s s 

4. 4 RechetLchz du plu* pKochz \>oi*A.n 

4.4.1 Le rang r intervient dans le calcul de l'écart 
2 

nv([p],r) par le carré x(r) ; quand r tend vers l'infini, 
2 

x(r) tend en croissant vers 1 ; et nv([p],r) tend de même 

en croissant vers sa valeur limite nv([p],°°). 
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4.4.1 Si dans le second membre de la formule nv(r,r')= 
2 2 (x(r) + x(r') )/2, on remplace r et r' par p les 

deux termes de la somme sont strictement diminués : 

donc nv p < nv (r,r') ; 

4.4.3 On procède comme au § 4.3.3 ; le quotient 
nv (Cp3 ,°°) /nv p s'écrit N'/D', avec : 

N' = ( £{x(i)2|i - 1,..., p} + (p+l)2) ; 

D' = (p+l)(p+2) x(p)2= px(p)2 + ((p + l)2+l)xCp)2 ; 

comme au § 4.3.3, on montrera que le dénominateur est 

supérieur au numérateur : d'abord, il y a dans N' les 
2 

p carrés x(i) pour (i = 1,..., p) ; leur somme est 

dominée strictement pour p x(pr qu'on trouve dans D'; 
2 

reste dans N' le terme (p+l) ; et dans D' le terme 
2 2 2 

(1 +(p+ 1) x(p) ) qui est précisément égal à (p+l) : 
donc N ' < D ' : 

s 
nv([p],<»)< nvp ; d'où nv([p],r)< nv(r,r') ; 

inutile de dire que la forme de x(p) a été précisément 
choisie en vue du calcul de ce § : le résultat reste
rait valable avec une autre fonction croissante x'(p) 
supérieure à x(p) et tendant en croissant vers 1 pour 
p tendant vers l'infini. 

4.4.4 On suppose que les p+l premiers points 

M (i = 0,..., p) ont été agrégés pour former une 
classe [p] ; et que les points p+l,..., r,...,n 
subsistent comme des sommets isolés formés d'un 
seul élément. D'après 4.4.3, le plus proche voisin 
de {r} (pour r = p+l, , n) est la classe [p] ; 
et d'après .3.1, [p] lui même a pour plus proche 
voisin {p +1}. 

4. 5 Con*tK.uction de la C.A.H. : Initialement, chaque 

point M constitue un sommet isolé ; on a : 

SQ = {{0} , {1} , {r},..., {n}}. 

Pour tout i s 1, le plus proche voisin v(i) est 0; 
et v(0) = 1 (cf. § .1.3) ; il n'y a qu'une seule paire 
de voisins réciproques la paire (0,1) ; c'est aussi la 
paire des deux sommets réalisant le minimum du critère 
de distance ; on agrège cette paire ; et on a pour en
semble des sommets (en notant : [1] = {0,1}) : 

S1 = {[1] , {2} ,..., {n}} ; 

le noeud [1 ] est situé au niveau : 

nv(0,l) = x(l)2/2 = ((1 +1)2/((1+1)2 + 1))/2= 2/5 ; 

Pour poursuivre la construction ascendante â partir de 
5, , on est dans le cadre du § 4.4.4 : les deux sommets 
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l e s p lus proches son t [1 ] e t {2} ; on l e s a g r è g e , d ' où 

S2 = { [ 2 ] , { 3 } , { 4 } , . . . , { n } } ; avec pour n iveau v [ 2 ] 

n v ( [ l ] , 2 ) ( x ( 2 ) 2 ( l + l ) 2 + x ( l ) 2 ) / ( ( l + l ) ( l + 2 ) ) = l l / 1 5 

En général si l'on suppose qu'on soit parvenu à l'é
tape p avec : 

Sp = {Cp],{p +1},. ;{n}} ; 

l'agrégation se fera entre [p] et {p+l}, conformément aux 
calculs du § 4.4.4. Le noeud Cp ] est créé par agrégation 
de [p-1] et {p} à un niveau calculé comme au § 4.3.1 : 

nv([p-l],p) = (p(p+l))"1(p2x(p)2 +x(l)2+x(2)2+...+x(p-l)2) 

= (p(p+l)r1(p+p2-(p2/ (1+ (p+l) 2))-I{ 1/(1+2) |i-l,-,p-l}); 

Les niveaux forment une suite croissante tendant vers 
1 quand p tend vers l'infini : les 4 premiers sont : 

2/5 = 0,4 ; 11/15*0,73 ; 16/17*0,84 

D'où le graphique ci-dessous : 

# 0 , 9 . 

5. 1 Etude de la jonction nv[u,v) dz dzux \}ah.A.ablz* H.e\zllz* 

5.1.1 n v ( u , v ) = ( u - v ) 2 e a ( u + v ) / ( e a u
+ e a v ) ; 

5 .1 .« nv(u ,u + x) = x 2 e a ( x + 2 u > / ( e a u
+ e a u + a x > 

= x 2 e a x e a u / ( 1 + e a x ) ; 

nv (x ,0 )= f (x) = x 2 e a x / ( l + e a x ) ; d'où : 

nv(u,u+x) = f (x ) e a u . 
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5.1.3 f(x) = x 2 eax/(l + eax) = x2/(l + e a x) 

f'(x) (2x/(l + e"aX)) + (ax2 e"a ^(l+e" a x) 2). 

= x(2 +2 e"ax+ ax e a x ) / (1 + e~ax? ; 

il est clair que pour x positif, f' (x) est positif, com
me somme de termes positifs. 

5.1.4 On peut récrire f'(x) : 

f'(x) = x(2 + (2 +ax) e*ax)/(l + e " a X ) 2 ; 

sous l e s hypothèses f a i t e s (x < - l , a >3)onaax< -3 ; 
donc l e fac teur : 

(2 + (2 + ax) e"a x) 

est la somme de 2 et d'un terme négatif produit de (2+ax) 

qui est inférieur à -1 et de e~ a x, positif supérieur à 
2 

e donc a fort-uori à 2 ; ce facteur est donc négatif ; 
-ax 2 

comme x est négatif et (1 +e ) positif, f'(x) est po
sitif. Pour x <-l (sous la condition a >3), la fonction 
f (x) décroît donc quand x tend vers -<». 

Faisons une étude plus complète de la fonction f(x): 
cette fonction n'est jamais négative ; elle ne s'annule 
que pour x = 0 ; au voisinage de x = 0, f (x) est équiva-

2 -ax 
lent à x /2 (car e = 1) ; pour x tendant vers + « , 

2 
f (x) est équivalent à x : ceci suffit à donner l'allure 
parabolique de f(x) pour x > 0 . Pour x tendant vers - », 

f(x) tend vers zéro comme x e a x = x e~alxl. La seule 
difficulté est de raccorder la branche asymptotique (x+-«>) 
avec l'arc de parabole x ^ 0. On démontrera que pour x <0, 
f(x) n'a qu'un maximum unique ; autrement dit que f'(x) ne 
s'annule que pour une seule valeur négative de x. Or pour 
x <0, le signe de f'(x) n'est autre que l'opposé du signe 
du "facteur : 

<Mx) = (2 + (2 + ax) e"ax) 

Si ax est supérieur à -2, ce facteur est évidemment 
positif (comme somme de deux termes positifs); poura <-2, 
ce facteur a une dérivée positive : 

V?* (x) = -a (1 + ax) ; ax < -2 =*</>' (x) > a. 

Pour x-*--°°, y> (x) *ax e" a x =-|axIe'ax' <0 ; pour ax 
variant de -2 à -« , *p (x) décroît donc constamment et s'an
nule une fois pour ax = Ç ; 

*' (x) 

V (x) 

f ' (x) 

WZÂ. 
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I l e s t f a c i l e de c a l c u l e r approximativement £ en po
sant : Ç = -2 - e ; i l v i e n t : 

0 =<P(£/a) = ( 2 - e e 2 + £ ) ; 2 = e e 2 + E ; E # 2 e ~ 2 

%z\& miTumufti 

branche 

5.7.5 Szn* dz la variation dz iix) *UA. Z1 = Z-{0} : Du cô
té négatif de Z ' il est clair que f (x) est une fonction 
croissante (i.e. Ax > 0 =* Af (x) > 0) : comme sur la toute demi-
droite (~«>,-l) où f'(x) est positive ; de même du côté po
sitif f (x) est croissante ; d'autre part, quand on passe 
de x=-l à x = 1, x croît également car f(l)/f(-1) = 

(1+e )/(l+e )>1; donc restreinte à Z', f(x) est strictement 
croissante. 

5.2 Recherche du point Iz plu* proche 

5.2.7 Conformément au § 5.1.2 on pose 

nv(i,i') = eai f(i'-i) ; 

rendre nv(i,i') minimum pour i donné, c'est donc rendre 
f(i'-i) minimum : comme i' est dans [n]-{i}, (i'-i) doit 
être un entier algébrique différent de 0 et appartenant 
à l'intervalle (-i,n-i) ; d'après le § 5.1.5, on doit 
prendre (i'-i) aussi petit que possible : c'est-à-dire 
que si i est non nul on prend (i'-i) =-i ; i' = 0 ; si 
i = 0 on prend (i'-i) = i' = 1 ; 

v(0) = 1 ; V ieU,... , n} : v(i) 0. 

5.2.2 On assujettit i' à une contrainte supplémentaire : 

r <i', (où : 0 <r < i) . Comme au § 5.2.1 on prendra i' 

aussi petit que possible : donc i' = r. 

5. 3 Czntfie dz gravité d*unz cla**z 

5.3.7 La masse m, ,de la classe [p] n'est autre que la 

somme d'une progression géométrique de raison A = e : 

u [ p r 1 +...+ Ab (AP+1 -1)/(A - 1). 
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5.3.2 Calcul de l'abscisse M"-̂ J; on a : 

M C p ] = ^{iA1!! e [pll/m,- -,; 

bien que l ' énoncé du § ' 2 . 3 . 2 ne l e demande pas, on peut ex
primer c e t t e somme ; car : 

A"1E{iA :L | i = 0 , . . . ,p} = (d/dA) ( K A ^ i = 0 , . . . , p}) ; i l 
v i e n t : 

MCp] = A(pAP+1 - ( p + l ) A P + l ) / ( ( A - l ) (AP+1-1)) . 

5.3.3 Pour placer le centre de gravité M p par rapport à 

la suite des entiers, commençons, comme nous y invite l'é

noncé par le cas p = 1 : M est le centre de gravité (ba-

rycentre) des deux points 0 et 1 affectés des masses res

pectives 1 et A : M est donc intérieur au segment (0,1). 

On va noter par récurrence que M p est intérieur au seg

ment (p-l,p). En effet, M p est le barycentre de M p~ , 

affecté de la masse (1 + A +...+ Ap ) et de p affecté de 

la masse A . Il est clair, puisque A > 3 

M[p-lJ M[pj 

L . i . 
p- 2 p- 1 

(A > 2 suffirait) que AP dépasse (1+A+. .. + AP~ ) : donc M p^ 

est situé entre M p et p, plus près de ce dernier point 

que de M p : ceci suffit à établir que 

M C p ] e )p-l, p( Si MCp"1] e)p-2,p-l(. 

5.3.4 On vérifie sans peine sur la formule : 

nv(a,b) = (ma mb/ (ma +mb>) l|M
a - Mbll2 , 

que nv(a,b) augmente quand on augmente l'une des deux masses 

m , m, ou la distance entre M et M . Il en résulte que 

nv([p], p+h) < nv(Tr(p), p+h) ; 

en e f f e t on a : Il MCp] - M p+hll <llM7r ( p ) -Mp+hll (cf. f igure) ; 
e t pour la masse : 

P ^ p - - p + h 

TT(p) [ p ] 

m[p]=(A
P -1)/(A-1) <AP/(A-1) <2AP = m^ (p) , 

(car A étant supérieur à e , (A-l ) ~ est inférieur à 2), 
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5.4 Recheichz de* plu* pKochz* voi*in* 

5 . 4 . 1 On a : nv(TT(p), P+h) = 2(h+l)2 AP/(l+2A~h) ; 

5.4.2 On a : nv(p+l , p+h) = (h-1)2 AP+1/(1+A1 "h) ; 
d'où pour le rapport demandé : 

nv(TT(p), p+h)/nv(p+l,p+h) « 

2((h+l)/(h-l))2 A"1 ((l+A1_hi/(l+2A"h)) ; 

quand A •+ H °°, ce rapport équivalent à A , tend vers 0. 

5.4.3 Pour A infini, le rapport est nul : on désire mon

trer que pour A suffisamment grand, le rapport est infé

rieur à 1, quel que soit h ^ 2 . On a un premier facteur 
2 

2 ((h+1)/(h-1 )) , qui décroît avec h (car en bref le rap
port <h+l)/(h-l) décroît vers 1) et dont le maximum est 
donc 18 (obtenu pour h = 2). Le deuxième facteur A est 
évidemment celui sur lequel nous comptons pour assurer 
au rapport le comportement souhaité l Le troisième fac
teur est un quotient de deux termes : le numérateur est 
supérieur au dénominateur, car A est supérieur à 2 tou
tefois le dénominateur est supérieur à 1, et le numéra
teur inférieur à (1+A* ) (car 2 < h) ; donc ce troisième 
facteur est inférieur à 2 (car on a déjà posé A > 1). Ain
si le produit des facteurs 1 et 3 (pour h s 2) est majo
ré par 36 : en prenant A > 36 on aura sûrement un rapport 
inférieur à 1. 

5.4.4 Puisque A = 100 ; on a A a 36 d'où l'inégalité : 

h >2=>nv([p],p+h) < nv (p+l,p+h), 

obtenue en combinant les résultats des §§ 5.3.4 et 5.4.3 
pour intercaler nv(Tr(p), p+h) entre les deux niveaux à 
comparer. On détermine aussi sans peine v (p+h), le plus 
proche voisin de {p + h}, pour h > 2 : car d'une part , 
formé des sommets réduits à 1 point (i.e. { p+l} ,..., {n}} 
le plus proche de lp+h} est {p+l}, d'après le § 5.2.2 ; 
mais l'inégalité précédente montre que [p] est encore 
plus proche donc : 

h a 2 =• v(p+h) = Cp] 

Le plus proche v o i s i n de [ p ] e s t évidemment { p + l } ; 
car en prenant {p+h} (avec h ^2) au l i e u de {p+l} , on 
augmente à la f o i s la masse du point e t sa d i s t a n c e à 
M p : donc on augmente nv ; d'où : 

v ( [p ] ) = p + l 

Quant à v(p+l) on doit choisir entre [p] ou {p+2}; 
qui est d'après le § 5.2.2, le sommet le plus proche par
mi ceux réduits à un point; car on a : 

nv([p],p+l) <nv(Cp],p+2) <nv(p+l,p+2) ; 

(l'inégalité de gauche parce que v(Cp]) = p + 1 ; 
celle de droite parce que v(p + 2) = Cp]) d'où : 

v(p + 1) = Cp]. 
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5. 5 Con*tKuctA.on dz la C.A.H. : La construction procède 
exactement comme au § 4.5, pour le premier exemple. Ini
tialement l'ensemble des sommets est 

SQ = {{0}, {1}, {2},..., {n}} ; 

l e s é tapes s u i v a n t e s sont : 

S1 = { C l ] , { 2 } , { 3 } , . . . , {n}} 

S = {Cp],{p+1} , {p+2} , . . . , {n}} . 

Le d e s s i n de l ' arbre e s t l e même qu'au § 4.5 ; à ce
c i près que l e s niveaux d'agrégat ion ne tendent pas vers 
1 ; mais c r o i s s e n t au contraire t r è s rapidement comme 
Ap. 

6 CoKKA.gz dz V zxzmplz 3 

6. 1 Quz*t<Lon pKzlimA.naA.KZ : 

f ( x , y , z ) = ( x y / ( x + y ) ) z 2 

6.1.a f ' x = ( y 2 / ( x + y ) 2 ) z 2 > 0 

f ' y = ( x 2 / ( x + y ) 2 ) z 2 > 0 

f'z = 2z(xy/(x+y)) > 0 car x,y,z sont positifs 

6.7.6 soit x' = x + Ax, y' = y + Ay, z ' = z + Az 

où x,y,z sont positifs, Ax, Ay, Az positifs ou nuls, 
l'un des trois étant strictement positif. 

f (x ',y',z') >f(x',y',z) >f (x',y,z) sf(x,y,z) 

l'une au moins des trois inégalités est stricte ; 

donc f(x,
fy

,,zl) > f(x,y,z) 

6. 2 EcaKt* zntKZ point* 

6.2.a nv(i,i') = 2A1A1 '/ (A^A 1 ' ) = 2A1/ (Ai_i ' +1) 

6.2.6 nv(i,i') est d'après la question préliminaire, 
i ' une fonction croissante de A 

i « 
si A < 1, A est une fonction décroissante de i * et 

nv(i,i') sera minimum si i' est maximum, c. a. d. 
si i ? n, v(i) = n et v(n) = n - 1. 

i • 
si A > 1, A est une fonction croissante de i' et 

nv(i,i') sera minimum si i' est minimum, c. a. d. 

si i * 1 v(i) = 1 et v(l) = 0 

6. 3 czntKz dz gKavitz d'unz cla**z 
, T de la classe 
,bJ 
a _i *a+l , . »b ,a„b-a+l 

6. 3.a masse mr ,-. de la classe Ca,b] 
La, D j 

mCa b ] = A + A +* * *+ A =A (A -1)/(A -1) 

http://pKzlimA.naA.KZ
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6 . 3 . 6 CzntKZ dz gfiavité. M [ a ' f a ] de la cla**z [ a , fa] : 

M C a ' b ] = Zim, M 1 ! ! e C a , b ] } / m r = i . . . 
i L a , D J 

s i j < a ou j > b M j a ' b ] = 0 

s i j £ C a , b ] ! ^ a ' b ] = A j / m [ a / b ] = A j ( A - l ) / ( A a ( A b " a + 1 - l ) ) 

dans l e c a s où Ca,b] = ] b ] , pour j < b , 

M^b ] = A j ' 1 ( A - * ) / ( A b - l ) 

dans le cas où Ca,b] =[a,n], pour j a a, 

M^
a'nl = A

j(A - l)/(An(Ab'n+1-lï) 

6.4 EcaKt* zntKZ pOA.nt zt cla**z : S o i t i e ] n ] t e l que 
i i Ca,bJ 

Il M a ' b -M i | | 2 =l+E{ ( A j / m [ a ^ b ] ) 2 | j c C a , b ] } 

= 1 + l{ ( A j ) 2 | j e C a , b ] } / m [ a ^ b
2 

= 1 + (A 2 a ( (A 2 ) b " a + 1 - l ) / (A 2 - l ) ) ( (A-l ) 2 / (A 2 a (A b " a + 1 - l ) 2 ) ) 

= <(A+l)<Ab_a+1-1) + ̂ ^ + 1 ) (A-1))/((A+1) (Ab"a+1-1)) 

= 2 ( A b " a + 2 - l ) / ( ( A + 1) ( A b " a + 1 - 1 ) ) 

e t l ' é c a r t n v ( C a , b ] , i ) = (A1*,. b ] / (A1 +m [ a ^HM^'^-M 1 ! ! 2 

= 2 A i + a ( A b " a + 2 - l ) / , ( A + l ) (A i (A-l )+A a (A b - a + 1 - l ) ) ) 

dans l e cas où Ca,b ] = ] b ] , pour i > b 

nv C h i l i ) - 2 A i ( A b + 1 - l ) / ( î : A + l ) (A 1 " 1 (A- l ) + (Ab"a+^1))) 

dans l e c a s où C a , b ] = C a , n ] , pour i < a 

nv ( [ a , n ] , i ) = 2Aa(An"a+?l)/((A+l) (A-l +A a _ i (An"a+1-1)) ) 

6.5a On suppose que A > 1 et que à une étape de la clas
sification S ={]p], {p+l},..., {n}} ; cherchons le plus 
proche voisin de chaque sommet : 

a - Le plus proche voisin de ]p] est { p + 1} . En effet 

nv(]p],i) = (m
]p]

m
i/(m]p]+ m±)) Il M

]p]- MH 2 

or llM^-M1!! ne dépend pas de i, et d'après 6.1, nv(]p],i) 

est une fonction croissante de m. , donc de i puisque A>1 

nv(]p],i) est donc minimum pour i minimum appartenant à S, 
c. a.d. i = p + 1. 

3 - Le plus proche voisin de {p + 1} est ]p]. En effet,le 

point i' > p + 1 qui minimise nv(i,i') est i' = p + 2 ; 

il reste à comparer nv(p + 1, p+ 2) = 2AP+ /(1 + A) 

et nv(]p], p+l) = 2AP+1(AP+1-1)/(A+1)(AP+1-1) 

= 2AP+1/(A+1) < 2AP+2/(A +1) 
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donc comme A > 1, nv(]p],p + 1) < nv(p + 1 , p + 2 ) . 

Y - Si i ^ p + 2, nv(i,i') est minimum pour •» ' = p + 1 ; 
le plus proche voisin de i est donc soit {p + l}, soit 
Jp]. En Ô , nous regarderons de plus près ; mais de toutes 
façons V i > p + 2 nv(]p], p + 1) < nv(]p], i) 

et nv(]p], p + 1) < nv(p + 1 ,P + 2)< nv(p+l, i) 

donc n v ( ] p ] , p + l ) <min{nv (p+l , i^nv ( ]p ] , i ) | i = pt-2,... , n} 

les deux voisins les plus proches sont donc t o u j o u r s { p + l } 
e t ] p ] . 

6 - Regardons , dans q u e l s c a s l e p . p . v . de i e s t ] p ] , 

c . à d. quand n v ( ] p ] , i ) < nv(p + l , i ) 

c . à d. 2A i(Apfl-l)/«A+l) (A^A1"^ AP-1)) < 2A1AP*"1/(Ai+Apfl) 

ou encore (A p + 1 -1) (1+ hX~P~l ) < (A + 1) (A1 - A ^ + A ^ l ) 

ou encore Q (A) =A i-A i~1-A i~2+AL~P~2+AP~1 -1 > 0 
Q(A) = A i _ 2 ( A 2 -A -1 ) + A i _ p - 2 + A1*"1-! 

. s i (A2 - A - 1) > 0 c . à d. s i A > (1 + / 5 ) / 2 

Q(A) est toujours positif (car Ap~ >1 dès que 

p > 1) et donc le p.p.v. de i est ]p], pour tout 

{i} £ S. 

. s i A = 1 Q(l) = 0 

regardons comment varie Q(A) au voisinage de 1 : 

soit A = 1 + e. 

A k ~ 1 + ke + (k(k - 1)/2) e 2 

Q(A) est alors équivalent à (e2/2) ((i-1 ) i-(i-1 ) (i-2) - (i-2) (i-3) 

+ (i-p-2)Ci-p-3) + (p-l)(p-2))= (e2(2)(-2i(p-l) +2p (p+l)) 

donc au voisinage de 1, Q (A) >0 pour i < p (p+l )/(p-l ) 

et Q(A) <0 pour i > p (p+l)/(p-1) 

par exemple pour p = 3 i = 7 

si Q(A) < 0, le p.p.v. de i n'est pas ]p] mais {p+l}, 

ce qui, comme on l'a vu en y / ne change pas la C.A.H. . 

6.5b Si maintenant A < 1, on suppose que à une certaine éta

pe de la classification S ={{l}, {2} ,..., {n - p} ,[p-p+l, n ]}; 

cherchons le plus proche voisin de chaque sommet : 

2An-i+lAn-i-

= A ^ a 1 a1 '/(a1 + a
1 ' ) 

/ -.i -i.-.* n^n-i+l^n-i'+l ...n-i+l.^n-i'+l. nv(n-i+l ,n-i'+l)= 2A A /(A +A ) 

si on pose a = 1/A 

nv(Cn-pfl,n],n-i+l) = 2An"pfl (A^-U/ttA+l) (A-l+A^A1"13) 

- A1»1 2ai(apfl-l)/(a+l) (a1 - a1"1 + ap-l) 
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comme A < 1, a > 1 et on peut appliquer les résultats de 
6.5.a : 

le p.p.v. de Cn-p+l,n] est n-(p+l)+l = n-p 

. le p.p.v. de {n - p} est Cn-p+l,n] ou {n-p-1} ; 

en fait c'est Cn-p+l,n] car pour i = p + 1 

2ai(ap+1-l)/((a+l) (ai-ai-1+ap-l)) < 2aiapf2/(ai+ap+2) 
(résultat du 6.5 a ) 

et donc nv (Cn-p+1 ,n],n-p) < nv (n-p,n-p-1 ) 

s i i > p + 2 , n v ( n - i + l , n - i * + l ) e s t minimum pour 
i ' = p + 1. Le p .p .v . de { n - i + l } e s t donc s o i t { n - p } , 
s o i t [ n - p + l , n ] . 

Mais de tou te s façons pour i i p + 2 

nv(Cn-p+l ,n] ,n-p) <nv(Cn-p+1,n] , n-i+1) 
et nv ([n-p+1 ,n ] ,n-p) < n v ( n - i + l , n - p ) 

donc l e s deux v o i s i n s l e s p lus proches sont {n-p} e t 
C n - p + 1 , n ] 

6.6 Con*tKuction dz la C.A.H. 

6.6.a cas A > 1 

au début, Sr {{1},{2} {n}}. 

étape 1 : D'après 6.2.b, les 2 p.p.v. sont {1} et {2}, et 
donc Sx = {]2],{3},.. . , {n}} et nv = nv(l,2) = 2A

2/(1 +A) 

étape 2 : On est dans le cadre de la question 6.5.a ; les 
2 p.p.v. sont ]2] et {3} ; S2 = {]3],{4},... , {n}} et 

nv = nv(]2], 3) ; 

nv = 2A4 (A3-1)/((A+l) (A4-A)) = 2A3/(1 + A) 

et ainsi de suite ; étape p : S ={ ]p+l ] ,{p+2} , , {n}}; 

nv = nv(]p],p+l)=2AP+2(AP+1-l)/((A+l) (AP+2-A)) =2AP+)r(A+l) 

jusqu'à l'étape n - l o ù S _ 1 = { ] n ] } ; 

à chaque étape le niveau est multiplié par A. 

cas A = 2t n = 4. 

étape 1 : S1 -{]2 ] ,{3},{4}} ; nv = 8/3 

étape 2 : S2 ={]3],{4}} 

étape 3 : S3 ={]4]} 
; nv = 16/3 

; 'nv = 32/3. 



208 C. BASTIN, J.P. BENZECRI 

6. 6. b Cas A < 1. 

Comme on l'a vu, en 6.5.b, tout se passe comme dans 

le cas précédent si on remplace i par n-i + 1. 

au début {{1},{2},..., {n}} 

étape 1 : D'après 6.2.b l e s 2 p.p.v. sont {n- l }e t {n}, 

S l = { { 1 } , , . . . , {n-2} , Cn-l,n]} 

nv = nv(n-l ,n) = 2An/(l/A) 

étape 2 : On es t dans le'cadre de 6 .5 .b , l e s 2 p.p.v. sont 

[ n - l , n ] et {n-2} ; S2 = {{1} , . . . , { n-3} , Cn-2 ,n]} et 

nv =nv (Cn-l,n], n-2) = 2An~1 (A3-1)/((A+1)(A3-1)) =2An_1/(A+l) 

et ainsi de suite à l'étape p : S = { { 1 } , . . . , rn-p+l,n]} et 

nv = nv (Cn-p+1,n],n-p) = 2An"p+1/(A+l) 

jusqu'à l ' é tape n - 1 Sn_1 = {]n]} nv=2A/(A+l) 

à chaque étape l e niveau est div isé par A. 

Cas n = Z 3 A = 1/2. 

étape 1 

étape 2 

{{1},C2,3]} 

S 2 = { ] 3 ] } 

nv = 1/6 

nv = 1/3. 


