
LES CAHIERS DE L’ANALYSE DES DONNÉES

J.-P. BENZÉCRI

C. BOURGARIT

J.-C. MADRE
Problème : ajustement d’un tableau à ses marges
d’après la formule de reconstitution
Les cahiers de l’analyse des données, tome 5, no 2 (1980),
p. 163-172
<http://www.numdam.org/item?id=CAD_1980__5_2_163_0>

© Les cahiers de l’analyse des données, Dunod, 1980, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la revue « Les cahiers de l’analyse des don-
nées » implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation (http:
//www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impres-
sion systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=CAD_1980__5_2_163_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


Les Cahiers de l'Analyse des Données 
Vol. V - 1980 -n'2-p. 163-172 

PROBLÈME : AJUSTEMENT D'UN TABLEAU 

A SES MARGES D'APRÈS LA FORMULE 

DE RECONSTITUTION 
par J.-P. Benzécri ('), 

[AJUS. MARGES FAC] C. Bourgarit (2) 
et J.-C. Madré (3). 

0 II arrive communément dans la pratique que pour une loi de corres
pondance gXJ on ait d'une part, une estimation approchée f de l'en
semble du tableau ; et d'autre part, une estimation très précise des 
lois marginales g^ gj. On doit alors reconstituer le tableau gIT sous 
les deux contraintes d'avoir pour marges g_ et g_ ; et de s'écarter le 
moins possible de fXJ : c'est ce qu'on appelle ajuster le tableau f , 
à des marges nouvelles g , g . L'objet du présent problème est d'étu
dier une procédure d'ajustement particulière, fondée sur l'analyse de 
la correspondance fTJ. 

Pour nous la procédure d'ajustement présente encore un autre in
térêt. Soit fXJ et g deux lois de correspondance. Afin de comparer 
glJ à fiJ il e s t c o m m u n/ d'adjoindre les lignes et colonnes de g en 
éléments supplémentaires à fT_:ilen résulte des facteurs modifiés : 

F«(i) - V 9 j > ' Ga(3) -Galg\). 

Et une question se pose : les différences interprétables obse r 
vées entre Fg et Fa (ou Gg et Ga) se retrouvent-elles lorsqu'on rem
place gIJ par un tableau g^j construit par ajustement de f aux mar
ges gx et gj de gXJ ? Si tel est le cas on dira que la différence en
tre f j j et g I J est principalement un effet de marge. On sai t d ' a i l 
leurs, cf Yagolnitzer (in Cahiers Vol II n° 3 pp25l-264) que l'analyse d'un 

tableau en quatre blocs fournit d'une part les facteurs 
de la correspondance moyenne(f+g)/2 ; et d'autre part 
des facteurs issus de la différence (f-g)/2 : et 
parmi ceux-ci les deux premiers, et souvent les 
seuls interprétables, sont commun éme n t des fac teurs 
de marges (liés directement à la différence des 

lois marginales de f et g sur I et J) . Dans la partie 3 du- présent 

problème, on calcule l'expression exacte de Fg dans le cas d'un modè
le continu simple ; la confrontation avec desadonnées réelles sera fa i 
te ail leurs. 

î Enoncé, du p/ioblëme. * 

f.ï On suppose donnée une loi de correspondance fT_ ( i . e . un système 

de nombres positifs ou nuls f. . dont la somme est 1) ; et deux l o i s 
g I e t g j* 0 n n o t e X

a ' ^ ' c / 1 * ' G c i ^ l e s v a l e u r s propres et facteurs 

f 

g 

g 

f 
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issus de l'analyse de fTJ ; pour tout profil sz sur I (i. e. systè

me de nombres positifs s. de somme 1) on note G(x(sI) la valeur du 

facteur G , pour sT considéré comme une colonne supplémentaire adjoin

te au tableau f__ ; et on définit de 
JLu 

considéré comme ligne supplémentaire. 

te au tableau f__ ; et on définit de même F (s_) pour un profil sur J 
lu ût u 

1.1.1 Calculer en fonction des g. , g. , A , F (i) , G {j) les valeurs 

des facteurs F„ (g_) et G (gT)(pour gT et g_ considérés comme éléments 

supplémentaires). 

1.1.2 On considère l'expression : 

(où la somme £ est étendue soit à tous les facteurs non triviaux is

sus de f___ ; soit seulement aux p premiers de ces facteurs ; p étant 

choisi librement). 

Déterminer A , B afin que le tableau g' ait pour lois margina-a a ^ IJ c 

les gI et gj. 

1.2 Dans la 2° partie, on conserve les hypothèses de la 1° partie et 
on suppose que : 

V j e J : g. = f . (1 + b ^(j)) 

où b est une constante réelle ; et vx = A
-1/2 G1 est le facteur norma

lisé de variance 1. 

1.2.1 Exprimer les nombres B (cf 1.1.2) en fonction de b et des va
leurs propres A . 

1.2.2 On considère le profil g'i" d'une ligne du tableau g' construit 

au § 1.1.2 (avec les marges exactes gT , g ) : 

g-/ = {g'/ljcJ} ; 9'}-9^/9[ = 9 ^ ; 

Donner la valeur F (g'1) du facteur F pour le profil g'J1 (adjoint 

en ligne supplémentaire à f__ ; cf l.l.tf.On exprimera cette valeur d'a-
i 

bord en fonction des g'. , A et G (j) ; puis en fonction des coeffi
cients AR et Bfi (pour B quelconque) et de l'ensemble des valeurs pro
pres et facteurs issus de l'analyse du tableau f__ ; puis donner cette 

u 
valeur en remplaçant les BR par leur valeur (en fonction de b) trou
vée en 1.2.1. p 

N.B. Dans cette question, les relations d'orthogonalité entre facteurs 
jouent un rôle essentiel. 

1.2.3 Les facteurs normalisés de variance 1 étant désignés par f (j), 
on note : a 

T
aBY = E{V3> V j ) V j ) f j ^ e J } ' 
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Montrer que les facteurs ^(g'j1)* calculés en 1.2.2 , s'expriment sous 
la forme : 

Fa<*'j> = C«0 + |C<*3 F6 ( i ) 

avec des coefficients C dont le calcul est très simple en fonction 
des A , B , A et des T 0fc . On donnera également les coeffi-

a ' a ' a aBy 
cients C en fonction de b, et des A* , A et T R . 

1.2.4 Généraliser la formule trouvée en 1.2.3 au cas où on ne suppose 
plus que g. a la forme particulière f.(l+b<p (j)) mais une forme gé
nérale g. = f.(l+ Zb *p (j)). 

yD D et ora*J" 

1.3 L'objet de la 3° partie est d'appliquer les formules trouvées 
au § 1.2.3, à une correspondance continue symétrique simple sur le 
carré (-1, 1) * (-1,1). On note donc : 

X = Y = (-1, 1) (intervalle -1,+1) ; 

f (x,y) = (1/4) (1 + (1/2) xy + (x2 - (1/3)) (y2 - (1/3))) . 

g(x) = (1 +x)/2 ; g(y) = (1 +y)/2 ; 

fXY = f(x,y) dx dy ; gx = g(x) dx ; gy = g(y) dy . 

1.3.1 Déterminer les lois marginales f = f(x)dx et f =f(y)dyde la 
loi de correspondance fXY-

Déterminer une constante k telle que la fonction <*> (x) = k̂ x 1 .3.2 

ait variance 1 (sur X muni de la loi f ). 

1.3.3 Déterminer une constante k0 telle que la fonction 
2 

V^lx) = k2(x- (1/3)) ait variance 1 (sur X muni de la loi fx) . 

1.3.4 Quels sont les facteurs 1 et 2 issus de la correspondance f 

(on donnera \1 t F1 (x) , Gx (y) et A2 , F2 (x) , G2 (y)) . 

7.3.5 Construire la correspondance gxy associée à f et aux marges 

gx , gv suivant le procédé expliqué au § 1.1.2. 

1.3.6 Utiliser les résultats de 1.2.3 pour calculer les deux fonc
tions : 

Fx(g^) = Fg(x) ; et : F2(g'
X
v) = F

g (x) ; 

et représenter dans le plan des axes 1 x 2 issu de l'analyse de fxv 

les deux courbes d'équation paramétrique : 

E = {(Fx(x) , F2(x)) |xc X} ; E' = { (F
g (x) , F92(x))| x e X} . 
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2 Solution dm pKobltme 

2. 1 formule d*ajustement d'un tableau, à àe* marges 

2.1.1 Valeur des facteurs pour le& projllà de& nouvelles marges : La 
formule de transition donne : 

Fa(9j> - X T E{*j Ga<J)|J£J) ; 

V l * = X"a2 S{*i Fa(i)|l«I} . 

2.1.2 Calcul des constante.* dans la formule d* aiu6t2.mo.nt : Etudier la 
condition pour que g' ait pour loi marginale g' = g_. On a : 

*lj- Vj'^V^^^-V16»^» " V» ; d'OÙ : 

9'i - V i j = Si(1 + V XT< Fa ( i )-V (V B
a
) } ) ; OÙ ° n a 

noté : 
Ga = s {9j V ^ l l * J> = ̂ V ^ J » ' 

il est évident que l'égalité g_ = g' est vérifiée si on a B = G , 

pour chacun des p facteurs retenus dans la formule de reconstitution; 

on peut de plus montrer (sous réserve que les g. soient tous non-nuls) 

que cette condition est également nécessaire, i.e. que g'-j- - g-£ impli

que : B = G . Voici la démonstration. Notons : 

Ai - «g-i/g^-l - Ea{A-;'MFa<i) -Aa)<Ga - Ba)} ; on a : 

(g I * gIJ * {V i € J : Ai = 0> ; 

de la nullité de tous les A. résulte la nullité de la somme : 
i 

S8 = Z{f i Fg(i) A j i e l } 

- £ a { I T ( V - V £ f f i F S ( i | | F a ( i | -AB)| i « I » 

= V C < W *« W « X'B ( W ; 

d'où finalement la n u l l i t é de (GR - Bg) pour tout $ . 

Le raisonnement f a i t pour la marge sur I valant pour la marge 
sur J nous conclurons : 

Aa = S*9i F B ( i ) | i « I > = ^ G a < g i > ; 

B„ = E{ 9 j G a ( j ) | j e J } = X^F a ( g j ) . 

2. 2 Adjonction des ligne* du table.au reconstitué en éléments supplé

mentaires au tableau de base 

2.2.1 Calcul des B dan* un cas particulier : g . = f . ( 1 + b Xl*G1 ( j)) ; 

on a : 
Ba = Z. {g. Ga(j)} = Z-if. Ga(j)}+bA-Y2Ej{fjG1(j)Ga(j)} ; 

or les facteurs G sont de moyenne nulle, de variance A , et deux à 

deux non corrélés ; d'où en notant comme d'usage, 6 = 1 si a= B et 0 sx-
) OLp : 

http://aiu6t2.mo.nt
http://table.au
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B„ = b JC!" \ 6 _ ; i.e. B. = b A"2 ; et les autres B„ 
sont nuls. 

2.2.2 Adjonction des lignes supplémentaires dans le même cas particu

lier : On a : 

Va» = *T li*'ï V ^ ' j ' J> ; où g'j1 = ĝ ./g. , 
en remplaçant g'. . par l'expression donnée pour lui dans l'énoncé, il 
vient : ^ 

' î ' . H j ) " ïjtSj Ga(j)(l + EB{X*(Pe(l)-AB)(GB(j)-B3)})} ; 

e t , en t e n a n t compte des e x p r e s s i o n s pour l e s A e t l e s B t r o u v é e s 
au § 2 .1 .2 : 

A l a F a ( g J i ) = B a + Z 3 U T C F B < i ) - A B ) U j { g j G o c ( j ) G 3 C j ) } " B a B 3 ) } ' 
i c i a p p a r a î t l a moyenne du p r o d u i t de deux f a c t e u r s relativement à la 
loi g ; l e c a l c u l de c e t t e moyenne e s t f a c i l e , en f o n c t i o n de l ' e x 
p r e s s i o n donnée i c i de l a d e n s i t é de g -par r a p p o r t à f_ ; i l v i e n t : 

E j t g j G a ( j ) G B ( j ) } = E j { f j G a ( j ) G pCj t t+bE^f j ^ ( j ) G a ( j )Gg ( j ) } 

= Xa ô a3 + b X T E j { f j G 1 ( j ) G a ( j ) G g ( j ) } ; d ' o ù : 

F a <*J > = C Ba + V (Xa V " ^ (FB ( i ) " V VccB^V*j W ^ V B ' 1 ' 

il vaut la peine de préciser cette expression, en tenant compte des va
leurs des B trouvées au § 2.2.1 ; et en distinguant le cas a = 1 ; on 
a : 

F i ( g j i ) = b + ( F i { i ) " V ( 1 ' b 2 ) 

+ X~l V À T ( F B ( i ) " V b E j { f j G l G 3 } } ; 

* * < < ) - ( F a { i > " V 
J 

+ X « ^ ^ { ^ ( P e(i) -Ap) bZj{fjG1 G aG B }} , 

où dans la dernière formule, a désigne un indice différent de 1. 

N. B. La formule construite ici s'apparente à la formule de re
constitution des données en fonction des facteurs, mais en diffère en 
ce que les Aa , Fa - Aa , Ga - Ba ne sont pas en général les véritables 

v.p. et facteurs que donnerait l'analyse du tableau g' ; on s'en sou
ci a 

viendra dans la suite en calculant les facteurs F g , G , relatifs au 

tableau g* adjoint en supplément au tableau f . 

2.2.3 Les facteurs calculés sur les lignes supplémentaires sont des 

combinaisons linéaires des {acteurs calculés sur les lignes 

principales : On reprend les formules du § 2.2.2, en remplaçant 

les sommes ^{f.. Ga G& Gy}par (Aa A$ Xy)
1/2 T ^ ; il vient : 
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+ ï g { ( F B ( i ) - A B ) ( b T l a B - ( X a X B r 1 / 2 B a B B ) } ; s o i t : 

r . < S j ' =CaO + V C « 0 F B ( 1 ) 1 ; a V 6 C ! 

Ca0 - *T Ba " A a " W b T1«B -<Xa ^ B<* B B ) } ' 
Cc3 " ôaB + b T l a B - ( A a A

P ' " 1 / 2 Ba B& ; 

i c i encore, les valeurs pa r t i cu l i è re s des B nous suggèrent de d i s t i n 
guer le cas a = 1 ; on a : 

C 1 Q = b - A1 + Ax b 2 - b £ B { A B T U B } ; 

Ca0 ="Aa " b V A 3 T laB } ; OÙ a * 1 ; 

C l l = 1 + b T l l l - b 2 '• 

C I B - b T n a •• o ù B * x » 
CaB = 6«B + b T l a B •• °Ù « 1« 1 , 

2.2.4 Calcul du cas général ou : g. = f. (1 + E {ba *>a(j)}). Revenons 
à l'expression des facteurs F(g'^) trouvée au début du § 2.2.2, avant 

toute hypothèse sur la forme de g. : 

C r.«ïj' " Ba + V X7 ( FB ( i ) -V(Ej{gJG«(j) GB(>)} " BaBB.)} ' 
il nous faut calculer en fonction des b (et des T g ), d'une part les 

Ba , d'autre part les moyennes £.{g. G (j) GR(j)}. On a : 
J J ut P 

B a = 2 { g j G a ( j ) | j e J ) 

= E { f . (1 + E e { b e ^ 3 ( j ) } ) G a ( j ) | j e J } = A ^ b a 

(où on a tenu compte de l 'o r thogonal i té des fac teurs ) . 

McB - V g j G a ( j ) G B ( 3 , } 

= I j { f j ( l + E Y { b 7 » Y ( j ) } ) G a ( j ) G B ( j ) } 

= \ 6«B + Xa *fl V b ï W ' 

En résumant l a valeur du facteur F pour une ligne supplémentaire, 
i l v ien t : 

V O " ba + S B { ( F B ( i ) " V ( 6 a B " b a b B + V N T « B Y 1 ) } -

V * ' / * " Ca0+ EB CaB F B ( i ) '" o ù o n a n o t é ! 

Ca0 = b « " A « + V A B ( b a b B- E Y { b T W ) } ; 

CaB = ôaB " ba bB + VN W ' 
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2.3 Etude cfu.fi modèle continu : Notre but est d'apprécier qualitati
vement l'écart entre le nuage N (I) des profils f*_ issus du tableau 
principal f__ , et le nuage tf'(I) des profils g,:LT issus du tableau 
ajusté g'-r-r t et adjoints en éléments supplémentaires à l'analyse prin
cipale. Pour une telle comparaison le mieux est de considérer un modè
le continu, aussi simple que possible, mais présentant toutefois des 
effets intéressants. Nous choisissons d'étudier une correspondance sy
métrique, rentrant dans le cas particulier du début du § 2.2 : ainsi on 
aura A = B et les autres A , B nuls. Mais pour que l'écart entre 

N(I) et Nf (I) soit plus frappant, on désire qu'il n'y ait pas un sim

ple changement d'échelle sur les facteurs, mais un mélange de ceux-ci: 

autrement dit que les C - extradiagonaux (a ̂  3) ne soient pas t ou s 

nuls ! Plus précisément, cf § 2.2.3, on a : 

C - C = b T 

^12 ^21 D 1112 ' 

il faut donc que T112 soit non-nul. Or T..- qui est la moyenne de 

(</>,) ¥>2 r sera non-nul si v>2
 e s t corrélé à (v>, ) : on réalisera au 

mieux cela , si V>2 est égal (à une constante additive près) à (<p ) ; 
c'est-à-dire dans le cas de l'effet Guttman. Compte - tenu de ce qui 
précède, le modèle qu'on va étudier nous paraît être aussi simple que 
possible i 

2.3.1 Les lois marginales de la correspondance de base f̂ y : Avant 
tout, vérifions que la densité proposée f (x,y) est bien positive 

sur le carré XY : en effet, le minimum du produit xy sur le carré est 
2 2 

-1. Et le minimum du produit (x -(1/3)) (y -(1/3)) est atteint quand 
l'un des termes est maximum positif (il vaut alors 2/3) et l'autre mi
nimum négatif (il vaut alors -1/3) : le minimum de ce produit est donc 
-2/9. Finalement, le min. de f (x,y) est supérieur à (1/4)(1-(1/2)-(2/9)),-
donc positif. 

Le calcul de la densité marginale f (x) est rendu très simple par 
2 

le fait que la fonction (y - (1/3)) a été choisie pour avoir moyenne 
nulle sur l'intervalle Y = (-1, +1). On a : 

f(x) = / f (xfy)dy-i/(l+ (xy/2) + (x
2- (l/3))(y2- (l/3)))dy = 1/2 ; 

Y 4 y 

fx = f (x) dx = (l/2)dx ; fy = f (y)dy = (l/2)dy. 

2.3.2 Normalisation de la {onction linéaire : 

«^(x) = ̂  x ; ̂  a moyenne nulle sur X = (-1, 1) ; 

var(v?1) ="/ (v?1 (x)) f(x) dx = k2/3 ; on posera donc : 

kx = 3 ^
2 ;\(x)= 31/2x . 

2.3.3 Normalisation de la {onction quadratique 
2 

¥>2(x) = k2(x - (1/3)) ; *>2 a moyenne nulle sur X 

var(*2) = (k2)
2 / (x2-(l/3))2 (dx/2) = (k2)

2 (4/45) ; on posera : 

http://cfu.fi
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k 2 = (3/2) 5
1 / 2 ; *>2<x) = (3/2)5

172 (x2-(l/3)) . 

2.3.4 Analyse du table.au t^ : il suffit de mettre la loi donnée sous 

la forme suivante : 

f (x,y) =f(x) f(y) (1+ E j A ^ *o (x) * a<y)}) f 

où les fonctions ^a sont des fonctions de moyenne nulle et variance 1 

deux à deux non corrélées. Ici le modèle est conçu pour qu'il n'y ait 

que deux facteurs, qui sont les fonctions <? et v>2 qu'on vient de nor

maliser. Il faut seulement vérifier que V, et ̂ . sont orthogonales en

tre elles (ce qui est évident puisque <p est une fonction impaire : 

*p± (-x) = - ^ ( x ) ; tandis que <?2 est paire : ^2'x* ~ ^2 ̂ ~x* ' d'où 

/ ^1 ^2 d x = °* ; e t c a l c u l e r l e s *! t *2 P
o u r rejoindre la densité 

f(x,y) donnée. Il suffit de poser 

A1^ = (1/2) (1/k2 ) = 1/6 ; A1 = (1/36) = 0,028 ; 

Xli2 - d / k 2
2 ) = (4/45) ; A2 = ( 4 / 4 5 ) 2 - 0,008 ; 

f (x,y) = (l/4) (1+ (1/6) (31/2x) (31/2y) + (4/45) ((3/2)51/2 (x2-(l/3)) (3/2) 51/2(y2-(l/3)))) 

On a pour l e s fac teurs F, G : 

F1 (x) = A1* ^ = 3 _ 1 / 2 2"1 x ; G1 (y) = 3 _ 1 / 2 2_ 1 y 

F2(x) = A!g v2 = (2 /3)5* 1 / 2 (x 2 - ( l /3) ) ;G2(y) = ( 2 / 3 ) 5 " 1 / 2 ( y 2 - ( l / 3 ) ) . 

On notera que l ' o n a bien A- < A1 ; comme l e suggère notre numéro
tage . z L 

2.3.5 Ajustement de la correspondance aux nouvelles marges : On a po
s é : 

g(x) = (1 + x ) / 2 = f (x) (1 + 3 " 1 / 2 *l (x)) ; 

g (y) = (i + y) /2 = f (y) (1 + 3~1/2 «^ (y)) ; 

on rentre donc dans le cas du § 1.2.1 avec b = 31^2. D'où : 

Bx = Ax = bA'[
2 = (1/6)3"1/2 ; B 2 = A 2 = 0 

et pour la densité du tableau ajusté : 

g' (x,y) = (l/4) (l+x) (1 + y) (1+ (1/2) (x-(1/3)) (y-(1/3)) + (x2- (1/3)) (y2- (1/3))) ; 

i l e s t f a c i l e de v é r i f i e r comme au § 2 .3 .1 q u ' i l s ' a g i t b ien d'une den
s i t é p o s i t i v e sur l e carré XY . 

2.3.6 Adjonction du tableau ajusté en supplément au tableau de base : 
Pour appl iquer l e s r é s u l t a t s du § 2 . 2 . 3 , i l nous s u f f i t de calculer les 
T

a g Y : Plus exactement ceux u t i l e s i c i ; c ' e s t - à - d i r e T m r T112 et T1 2 2 . 

http://table.au
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On a : 

T 1 1 7 = / f (x) (*. (x))3 dx - ( ( k , ) 3 / 2 ) / x 3 d x = 0 
l l i x i i x 

T 122 = / f ( x ) ( * 2 ( X Ï ) 2 * l ( x ) d X 

- (k, (k9)
2/2) / (x2-(l/3))2x dx = 0 ; 

X 
en effet, ici encore il s'agit de l'intégrale sur (-1, +1) d'une fonc
tion impaire; reste à calculer T -

T112 " f f (x) (^(x))2 ^2(x) dx 

= / k2 k- x2(x2-(l/3))(dx/2) 
X 

= / k2 k„(x2-(l/3)) (x2-a/3)) (dx/2) 
X 

= (k2/k2) = 2(5"
1/2) ; 

dans c e c a l c u l on a tenu compte d e c e que *p0 a moyenne n u l l e s u r X 
2 2 

pour r e m p l a c e r x p a r (x - ( 1 / 3 ) ) ; e t u t i l i s e r e n s u i t e l e f a i t que v>2 

a v a r i a n c e 1 . C e c i p o s é on a ( c f § 2 . 2 . 3 ) 

C 1 0 =-b - A1 + A l b 2 - b E 3 {A e T u e } 

= b - A1 + Ax b 2 = 3 " 1 / 2 ( 1 - ( 1 / 6 ) + ( 1 / 1 8 ) ) 

= 3 " 1 / 2 ( 8 / 9 ) = 0 , 5 1 

C20 ~ ~A2 " b *VAe T l23* = " b A l T121 

= - 5 " 1 / 2 / 9 = - 0 , 0 5 ; 

C n = 1 + b T n i - b 2 = 1 - b 2 = ( 2 / 3 ) ; 

C 2 2 " 1 + b T l 2 2 = 1 ; 

C 12 - C21 = b T 112 = 2 C l 5 " 1 / 2 > - ° ' 5 1 6 ' 

D'où pour l e s f a c t e u r s d e s é l é m e n t s s u p p l é m e n t a i r e s 

p 9 l ( x ) = C 1 0 + C l l F l ( x ) + C 1 2 F 2 ( x ) 

= 0 , 4 6 + 0 , 1 9 2 . x + 0 , 1 5 4 x 2 ; 

F 2 ( x> = C 2 0 + C21 F 1 ( X ) + C 2 2 F 2 ( X ) 

= 0 , 1 5 (-1 + x + 2 x 2 ) . 

R e s t e à r e p r é s e n t e r l e s deux a r c s E e t E ' . 

E = { ( 3 " 1 / 2 . 2_Ix ; ( 2 / 3 ) 5 " i / 2 ( x 2 - ( l / 3 ) ) | x e ( - 1 , 1 )} . 

Il s'agit d'un arc de parabole, symétrique par rapport au deuxiè
me axe ; c'est l'effet Guttman sous sa forme la plus pure. 
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E' = (F^(x) ; F92(x) | x e (-1, 1)} ; 

puisque F? et F 2 sont tous deux des trinômes du deuxième degré en le 

paramètre x, il s'agit ici encore d'un arc de parabole : mais cet arc 
n'est pas aussi régulièrement disposé que E : il y a de E â E' une 
Importante déformation où le coefficient C. „ lié à T. « (donc on l'a 

dit a l'effet Guttman) joue le rôle principal. 

Le tableau ci-dessous qui donne les variations de F^(x)et T\ (X) 
avec x permet de tracer la courbe E' qui est donnée, ainsi que E sur 
la figure ci-après : 

fFiCt) 


